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к тDOрии д{ФФЕрЕ[Iцил,tшtьD( игр р влfiхOЕlх flрэстрАнстш).
А.l1.1ýхсшвов

в даrrноf, работе рассчетриваDтся детеруиншрованнrrе дшФферев-

ц}tаrьнше игрш, как ентагонистические, так и неацтагонистическ}tе ,

ааданнше в бана:rоплх простревст$ах. ,Щля чlирокого класса таirх игр
поrучснц веобходttшFj !. досфатоL:лdе условl4я ревЕовесия по Нашцl. В
зеклDtlевие приводится рещеЕ}tе копкретноfi ![грDl двух #иц с нулевоil
сучхоlt, в гильбертовош пространстве.

Работа cocтol4т из четшр(ir. лараграФов. В ý I дается опшсанхе

игрц в бенаховош простраrrстЕе, 9водятся осЕоввце обоsначения п

форryлируэтся веобходиЙе пр.:,дполоrения. В ý 2 лrалоrенц вспошога-
тельнше реsультетн, которце пЁедсrамяэт !, са,чостоятельrцrl инте-
.рес. Содерrаяrе ý 3 составляDт достаточкrе ,/теореше I./ и цеобходи-
ше ./теореуе 2/ ус,ловия ревновесrrя по Непу и их докаэатеrьства.
Еаконец, peдteвtlD ковкретвоf, игрI в гшьбэртовоI прострgвств€ по_

свяцев ý 4.
Слелует отrrетIть, что дJtя. лифференциальнцj. шгр лвух лrц с

нулевоf, ctrrrrol в конечноIdрноч пространстве некотойе необходшrце
и достеточнце усrовия оптиIаrьностlr одвIdI иэ першх поrучldл Р.дЛ-
эекс [lЭ]. И" более Е}rрокого кrасса такпх пгр, вадаяrщк в ко-
вечноIернъDс простраяствёк, достеточЕIе условпя оптttlаrьности, в

а

форIе
lшв

l, обобщаDцеl

г.ооr" [lэ].
основное ураввеЕие ДЛзекса Zcu. IlЗ] /, полlпg-

" [ir] "аеданнце

в бесконечвоIернцх баrrеховIх проэтренствах.
Наконец, эацетriш, что дифферевциельЕrI играI преследоваttия

в баяаховоr. пространстве посвящена работ" Ill].
ý I. 06оаначевия, определевия и предполоtеншп

Ниrе всэry, где спеццаrьцо не оговорево протпвRо€9 всё то-
поrогичоские понятlrя в бвнеrсовоц простренстве относятся к тополо_
гиtd, пороlдаеrоl воршоfi.

Щусть Z - свяэное r.HoIecTBo иа бавахова пространства Д
и rтycтb J = hr6) ! где._ Оrе s *ф . .I[алее, rчсть тершiвальвое
шноrество Sa(Z, [Оr01 ). /rде Z - вашrкавпе Z / является
ашкнутцч, причеч (Z, |0| )С S и IHotecTBo

Х = |, = (z,t)': z cZ , te J,rД, f )ЁS }

неrryсто. Кроше того, предполоtиI, что заладцl неrryспJе rrноrестве
U а V , приналлеIадие lетрпsуеrЕlI топоrогическиI пространстваl
Е, , Ez соответствеЕно, }t пусть пшеется отобраtеЕие



с
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f ,Х,U,V - Е
такое, что дJtя .lшбого непрерцвногоI; х*Х такого, чтох,(t) =

=(Y(O,t) GC J) }r для;шбцх иацерхIьтх отttоситедьно r.ерц Лебе-
га отобраrеппI Ц : 1 * U а t : J* Y, соответстчщее иц
отобоаrение' 

t * tft(t),u(t),t(t)) (te 1)
интегршруецо по Вохяеру ва лэбоц коцечнош сегцеЕте иэ проr.еIуr*"J.

Игра вадвется диффереццишьнцц ураввениеш

i=tG,t,ц,v) ((z,tk-Х,ц€U,ч€V), /|/
,о" i=# - сильнея проиаводная [ r], I nf, u - управление игроке
I; У - управление игрока 2.

Определиш'Р и Q - цноtества доrгустишIх стратегиf, rгроков, I

и ? соответственно.

р€Р (9eQ) g 
отображени е р,Х- tJ (9 ,Х *V )

текое, qто пр}t лrобош не!,:рер.iвнош отображенлu Z, 7- Х такоцrчто
т(f )= (qG), /) , соответствуDщее отобраrевие t - РG(t l)

(t - N${а))ивlериrо относительно церш Лебега на J.' В частности, llцol""r"o Р содерапт в себе лэбое отобраrение

РrХ* U , удовлетворяDщее условияц:
I. Частное отобраrение t-p(z,t) (t€Хr) /гле /,, - се-

{енше шноIестваХ no данноrry а ,/ пзчеришо относительцо raещ Ле-
бега при лшбош фиксшрованноц Z

2. Частвое отобраIеЕиё Z*p(z,t)GeXc) /"л" \- сече-
ние шноIества f, по даяЕоrry f / *у"осrо-цепрерцвяо при почти всех
t.

Аналогtлчяое утвераденпе, очевидно, верно и дJIя шноrестве Q
Пустъ _хо= (Zo, to)eX, РеР ,q€Q . Введеr функциональное

шHoIecTBo (PG",P,Q ) {

9€ Q( х о, р, Q )g gG) = z" * t ilqс1, p(цBl,t), 9(9c),t),t)а?
t.

при всех t e[to, t,r) , где ,rЕтеграл понпrrается в сЕлсле Бохнере
tcu. |эf t п

t9 = tп! |сс (to,8J z

Понятно, что лля юбоl.о 9€
ВеРtЩеllЦfi:

,hryz (y(t),t) = 59rS l .
t+t-0
9(xr,P,q) шIеuг r.ecтo след/Dшrе

/2/

ут-

/а/ 9(tо) = Ео, ty, 6, (9(0,t)€ Х при fe ftо,tу)з
/6/ ф(t) = f ( qrc) , P(yft),t ), q9ftL t It)прп почти BceI
te Гtо,t, 1 /u. |з J /;

/в/ отобрехение 9 абсолэтво-непреЕвно 
"g 

1дrло}l ограниченноI
сегIенте [*,9J с [t.,tу) /cu. |зl / ;

/г/ еслп Q - cyrcHuB r2 на ftl, ty) С (tо,lq) l то



Qе Ц7ft),tr, Р,Q), причеш tg=ty ч r{;.(?О,t)= 39€ S.
П р е д п о л о r е н и е I . Для кЬfi'Ыt[ точкх х€Х сJrцест-

вует хотя бц одна пара (p,Q)eP*Q такая, что шцоrество (ЦХ,Р,9)
не rrусто.

3alleTиrr, что неJIоrив определеннце огреничения /поцичо техrко-
,горше шI yte uуоеу/ на отобраIение f и не цноrе"r"" Х " S ,

шоrяо добиться ЕIполнения предполоIеция I. 0тот вопрос достатоqнс.
щирокоосвеценвлхтературе/сш., ваприrrерr[t, 5, 6, S,9 J
[,о,II , AJ/.

Иэ утверrденuя /г/ слелует, что если (РGо,Рrg)неrryсто, то

Ф(!,Р,9)*Е при лэбоrr х=(qt\Ё,l , гле g€9(iо,р.9) , te
е [to, t,?).

tlycTb Е - чDtсловая пряriая и rrycтb ишеDтся отобраIевия Ft:Х'
х|Jr[-Д / i = t12l такие,что при лбоI в€прерIввоr. отобраtениDt
r J*Л такоц, что т(Ё) , (/ё), t ) , ш лэбшх и8r.еришlх относш -
тельно черл Лебега отобраrенпЛll, !* U ч t: 7* Y cooTBeTcTBJrD-

щ/tе иш числовtе функции t* FiGG),u(t),vGD (te J, i=1,2 )
интегрируешц по Лебегу на лэбоц конечвоц сегrrевте из проIеryтка У .

Двлее введеш ограниченЕце отобраrенпя7i rS-R / i = 1,2/
и полоl}tI

tg

И (х.,д 9,9)= tГrUо,?л(t),йt))dt 
+TiGil ( i =/,2) , /s/

где g е Q ( х ", р',' q ), x(t) = 1 gft), t l, ?l-( D = 
p(zft)), йil. g a(il)

при f € [to, t9) ц 5о= ,&цтzХ(t ) /су. равевстэо /2//,
Теперь, 

""nn 
,ou*a f.Z'X' п пара (prg) такие, что IHorecTBo

(Р(Х,Р,Q) негryсто, то полоtиll.

|i (х, Р, q ),;r/r, 
r,rrWi,( 

х,р, 9, 9 )

Gi ( r, p, q) =r?ff ,oY,'r,r, Q, 9 )
(i=t,2), /ц

если te , 9(X,P.Q)= Ф , то полегееш

?(x,p,Q) =- оо

G (х,р, Q) = о
Очевидно, что при лэбцх Хе Х u (Prg)€
ства

?iO,p,g)<Gi(x,p,q) (i=1,2Y. /в/
Ясно, что в сиJrу /5/ хотя бш в одноц ив неравенств /6/ ревенство
воэцоrно лишь тогда, когде llноrество (Р(Х,РrФ) неrryсто.

В частностtt, еслtt цноrество 9(хrЬrВ) состоит иэ единственно-
го алешента, то в силу t4/ Е'се неревенства /6/ превряцаlотся в ре_
венства.

Будеш считать, что игрок l стречлтся шаксиIиаировать f,уцкцr-
онал {i , не аначение которого он raoleт влиять, вообще говоря,

}
р

( i- 1,21 . /5/

xQ иlrеDг Iесто неревен-
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лидь частично, шlбирая ту или инJrD cBoD отретегип..Щале€1 €слп Ct{-
туация (Рr 9) эаФиксирована и игра начинвется и8 точки ХеХ , то
ЧИСЛО ti(xrP,Q) /су./4// будеrr наэцвать шшЕr,tцальнцш вшигршцеш
игроке i (i =/r2). Ясно, что когда t=+Ф , то дотryскаDтся игрц,ко-
торце шогут дJIиться как угодно долго.

OTrreTиrr, что еслt{ Е=- Fэ " h =-Тэ , то описенная вшце иг_
ра является игроft двJгх лиц с нулевоli сушrоit и rm в отош сJryчае бу-
деш пршrrенять следrDIцtе обоаначения:

F=-Ft rГ=-П, 9= 9, = -Gl, G = G2 =-ll .

Не,грудно видеть, что согласно cкaвeнHolry ЕIпе в игре с нулевоf,
сушrоl игрок I долrен шинrr.иаировать Фlнкционал 4 , а игрок 2
долtев raаксиrrиэироветь.фувкччонал / , т.к. в аточ сцучае, в силу
/4/ u в соответствиlt с выrиrlи обовначенияllи, ицеец

fi=-G , te =? , Ot =-t, о2= G ,

0 п р е д е л е t{ и е I . Сштуация (F, q) наэлвается рав-
HoBecнof, в тояке Х€Х , еслп

!tO,P,|, )'rOl(x,p,a) /7/
!r(х,F,0) >ФG,F,9)

прш лэбщк Dе Р ,ё е8 .

Сштуiпшя ""i""""r"" 
paвEoвecнol не rrHore"r"" YСХ , 

""on, 
о""

равновесна в каlдоf, точке атого rrноrества. Ситуецпя, равновесная
на Х , Еавraвается абсолDтно ревновесноfi ши просто равновесноil /сч.
2 /. Зеуетиш, что лля игрщ с HyJeBof, сушrоfi неравенства /?/ додf-

rпl бцть эаI€н9нц соотвётствеrrЕо неравеýст8аraи
G(x,F,|) 19(х,р,0)
?(r,F,r ) >,о (х,F,9 )

при вцполнениu которшх д.ltя лэбшх д € l
будеч незцвать оптrrальноf; .

Такич обреэоrr, в дальвеf,шеш, когда речь пойдет об оптиtlальноfi
ситуациDt, то надо иueтb в видt игру с нулевоil cyшIoii.

.Щ9лее, нетрудно видеть, что еслп ситуация Ф, а) равновесь,
в тоqке lоеХ, то она явJяется paвHoвecнof, п на свяэнош шHoIecTBe

|х, х= (yft), t ), усQOп,р,9), tc [to,t) |.
П р е д п о л о r е а и е 2 . fuя лпбоlt точкихсХ суцест-

вует xoTi бц олда сцтуацlrя (P,g), ревновесrrвя в этоlt точке.
3areTиrr, что дJlя Е!полвения предполоlения 2 достаточноrнепри-

rrep, чтобrr игра, начатая иа ;шбоlt точки хсХ , бшла вшrцуклой или
te сводиllой к шrтryклоП игре tcu,flZ|t.

Если ситуацuя (F,а) равЕовесна в точке х l Tol полегая в
Правцх частях неравенстве /?/rР=Р "9=0 и учитцвая /6/, лолryче-
еu равеЕства

9;0,P,Q)= Gi (x,F,tr) ( i= !,2), /s/
которце свидетельствуDт о Toш, что |D(хrF,а)*р и вшttгршпм игро-
ков в этоц случае не аависят от конкретногб р С Ф(х, F,0). в то

, /в/

, pc/J ,gea сuтча;чп(Р,|)



Ie вреш,I ясно, что Е{игршlлt игроков, вообще говоря, эависят от точ_

ки х и от ситуsци" (Frf;), еСлп даЕе ата ситувция является равво_
BecEofi. 0днако дJlя иг;лr двJгх л!tц с rrулевоfi сушшоfi ииеет шесто ут-
верIдение:

Если ситуацuя (F r4) " Фrq) оптиlrальнш, то оптиllальнцllи яв-
ляDтся и их кочбинацпи'(Frq ) " (РrУ) " "u"n, 

шесто ревенстве:

!G,F,|) = g{^,F,7 )= 7a,p-,/)=g{r,F,v1= /rc/
: G(x,F, Q)=G(x,F,y') = G(x, P,/ ) =OG,F,| ) .

}то утверrдеЕие очевI4дЕо, в сплу /6/, /В/ ц /9/.
Далее, если полоrить

atT) = УЕlе,6,р,q) п QzG) = YffJO"(x,P,Q ),

то на основенши /?/ ветрудно видеть, что какова бш ни бшла равно-
весЕея сштуация (В, Ф) , в .шбоt точке Х €Х шlrеDт често неравен-
ства

ti G,P,i) >, ai {х) ( i, /,2 ), /ll/
котоще вtlpararyт тот факт, что rardЕишшьнце вцигрцIIII игроков ва цно_

recтBe равновеснц:к ситуацшfi ограrrиченц сЕиау щ rrаксшхиннцши ш[иг-

рщЕtiи.
Следует отчетить, что если й=Fz пТ1=| , то игрок8rr вЕ-

годнее всего кооперироваться, т.е. сообца плбирать свои стратегии
/рт этого, очевидно, Kor,T*il из ншк только ш}tгщвает./. В этоlс слу-
чае оп}tсанЕая Е{ще дшфференцшаJrьная игра превр9щается 9 аадачу оп-
тишельного приведения точки Х Еа терrrивальное uнotecTBo ý при
наличии ФааслD( огрениченлtfi. При a"oll liнorecтBoll допустицъгх управ_
лениfi булет пряцое проиsведеЕцеU'V, а понятIdе равЕОвесЕоfi ситу-
ации, естественно, аашевяется понятиеri оптиIального синтеэа. Такиrr

обраэorr, соответствJrDщ,tе ре аультетц, касаDппlеся дttФфереЕциаJIьнцх
игр /ý 3, теорешr I u 2/ Iогут бцть легко перефорrryлированц п Ilдя
аадачи оптишального управления.

ý 2. ПредвjrрительЕце реаультатц

| О п р е д е л е н и е ? . Сецеf,ство неrгустцх и попарно непе_

lR"""*"rочп*сfi шноrест" R = th: ke М| наэшвается раэбиевиеrr шноtе-
|ства /= (,/ Y, /сч. lZJ t .

- t€Nuусть r - топологическое пространство.

| Определенr:е 3. Раабиение@ ,r"оr""r".Y булеш
l на8цвать правильнцrr, если вцполнены следrDЕие условия:

I. СешеlствоД состоцт иэ свяаншх цноtеств.
?. Каrдая точке gсY иllеет TaKJrrc окрестность, которая пере -

секается лшць с конечЕцl' числоra 
"ro"e"n" 

n,э Д



К Teoprrи дlфФеDенцrадьrпоr игр. в_6апахошtх поостовнства:с I?

Ясво, что еслп раэбиение @ конеqно и состоит и8 свяэшх rrцo-
IecTB, то оно правПльное. Но обратЕое, оtlевидно, ЕеверЕо. fýrcTb

(Цуl " ( съ6) - два r.етршческшх пространства-

о tr р е д е л е в I4 е 4 . Отобраrение cOzf*,6 
"""о"",А - непрерцвншr., еслrl для прошэвольвого € 2 О ваf,дется ne*oe6> 0 ,

ttTo дJtя;шбого конеqного набора UкrU-*еY (k=/,...ra) такого,
что

,о
Е 9'u" {*) ,6,

}tueeт цесто неравеЕство

fz_, 6(ary.), aI?)) < €.
Кэf

О п р е д е л е н и е 5 Отобраrение О:Y*.6 вааывеется
локельно У - ,"пр"рtrвшI, еслл, кАr\ая точка gсY шIеет TaKyD ок_
p""n"o"r" 62 , что отобр'аIенше ol, :Q * 6 

-"*""n"" Д - непре-
ршвшr., где 0)о - суtевие СО не 9?

Понятво, что если отобраrешие Д - цепрерtrвно, то оЕо обяэа _

тельно , локшьно Д - непрер{вво. Обратное, вообце говоря, невеэ-
но.

О п р е д е л е н ш е б Отобраrение 0):|* ý нааrrвается
кусочно | - непрершвшrr ,/кусочно локальдо Д - непрерЕIвшш./, если
сJrществует текое правtrльное раабшешrе Р= /Y. , ke N } ,,"or""nr.
t , что каIдое отобраrевие o)хzYк* 6 |- непрерrвЕо /локально
Д - непреrlвво/, где (rк - сJЕеЕие а на Yл , а Yк - эашкаяие Y*
(kcN).

Легко видеть, что локмьrо А - ЕецрерцвЕое отобраlеЕшб всег-
де и кусочво локе.льво Д - ЕепрерцвЕо. Но обретное, вообце говоря,
неверЕо. В то re вреr.я очевшдвоrчто кусочЕо локgльное Д -вегрерцв-
вое отобраrсцrе обявательцо цепрерtвво.

Еетрудtо проверпть слеýrц!Е{е утверIдеЕхя :

I. Локельно лшIщцево отобраrение всегда локаJьrrо | _ вепре_

щвно.
2. Швоrество всех fi -вепрерlввrлк отобраrевшl виде 4JrYn 6

обрваует векторЕое пространство пад,Q, .

Ле цrа I . týrстьQ-ор"r"rr"вое раэбшенDtеIноаестваY ч

ЕУсТь отобраrение g ;(О,аО)rY, вепрерlвво.Тогда д.ltя лэбого сегIеЕтв
[^ rЭJ. ( 0,оО ) "уц"Ьrф"т 

конечвоЬ реэбиеЕ}rе о| = t r. tz. .. _. t, =,Р
такое, qто для 1лrлого le |!r2,...rt-ll цаlдется текое IBcrecTBo
КеR., чтоу(t;)е-Ц g g(ii*,)e К.

д о к а 8 а т е л ь с т в о . Обознечиr L= 7Га,_FJ . Тек
как раэбиенпе Д, яв!яется np""nnro", лэбая ,о"*Ъ уriЁv иIеет
окрестност 

" Q yftl , которая пересекtется лиtlь С KOE€rIEII Ч}tС-
лош i.HotecTB иэ Р . Поотоry в си,ry того, что f. - кdцпакт ч

a



I8 д.ll.Цухсццов

LС^r!оflчrо , СJrЦеСТВуеТ КОнечЕое равбиевие 
^=Ct 

< t? <.. . < Tn=

= У 
,ТgКОе, qТО 

FL

Ь' 
,(/ 

Q,!," ,

пусть R-' = |кеR з i'h {yjOnr.,, ) * Ф }.
Ясно, что сецеfiетво l' ковечно, поатоrry lotвo полоIить

R' = | к; : ic! t,lr...,ol J .

.Щалее, полоIиш tr=d и опредедиш

tr.r= K|fu+ |te ttr,РJ : ?G)e K-i , gG)с к-, l ( * = /,2,... )
Понятно, что сJществует коЕечное целое число ? такое, sто2зХ-< п+t
п t2 =f , так как отобраtеЕие Я ЕепрершвЕо, rrпorecTBa ,К. эаr.кЕу-
тц и jвяаа,.ц прч Кi€R , а cexef,cTBo Д' конеqЕо.

Такиrr обравоrr, riц получилrr требуеrое рqвбиевrrе *=tl<t2<...
,<tz=t , ГДе 24, L < пt t , U, следовательЕо, леrrr.а докаааЕg.

С д е д с т в и е . Если отобраrенче g зfёrРJ -Y непрершв-

но и '? - правшьное раэбшение rяоrества f , iо oor""n"o
L = у(й,РJ) п"р"""*."тся лиttь с конечнцI чrслоI шоrвств rв o?

Л е rr rr а 2- IýrcTb отобраrевпе g: p,PJ*Y абсо.lштно не -
прерцвно, е отобраlенпе o):Y- б кусочво Й*ал"rо Д - ЕепреFв-
но. Тогда слоIное отобраrевие

сDоg: t * co(y(t)) ( te tа,УI )
абсолэтно Еепрерцвво.

Д о к а э а т е л ь с т в о . Iýсть L=g(fa,P]) 
"rrусть0 - прa""льцое равбиевrrе rHorecTBa f , соответст"Йцее Kycotlвo

локальноf, Д - Еепрерцввости отобраrевшя (r) .

Полоrпч R'= |КеR,: КOkф|. На основяяttl следствия деIцц
I легко впдеть, что сецеlствоfl' rоЕеtrво;

IýcTb Д'. / Ki : ic t!,2,-... , пl l " L, =LOit (i=1,2,.,.,п)
Ясно, что rноrестэа |.; коIпаr3тЕц I поЕтоlry, в силу того, что.

ИСf!iу; l ГДе Qio, - ОКРеСТвО сть точкп P(t) в цетричес -
KoI простраrrстве R; (i=lr2r...rL) , соответствJпЕЕя .iокальноf,

| - непрершвцостr отобраlевrя а) _/сu. определения 5,п 6/, сlще-
ствует коЕ€qцо€ поддокFIтш" Lt cr{raj , ,д" ý?j= Q}lr., .R;
пр}r 9 ( ti ) S L t ( i = !, 2,..., п), . Саедовательhо, полоlив ltz 1 /7L1+., I lt\1,
m.eer. L . !,Qt , где {?, =(?r!" тrрп k= lfl2 +l7l,,+.. *r?i*j ,lRо=О ,

j=/r... rПirt, 1.0r!,..,rп-! 1 I прп eTorr отобраtrевия (ов з!?.* 6
(k=tr.,.rlt1) l где аj- саrrевиеа) "е.f?j, А -вепрерв-
цц по определеЕиD. Цоэтоrry л;rя лэбого f 2 Р сJrществJrDт 6, > О
(k=t,...,m)такtt€, что для проиввольщ( ковечщ( ва5оров цirIri €ril
(i= lr2,,..r|LB) таки:с, что



К теориш rrгD в баrrахоцrх I9

Gj

| 9'о:, i: ) ,6- ( k = /,",, п,z),

иIеDт често Ееравенства
Пr

Z "r.ryi), 
rocyi D, * ( k =t,...,frz).

t=l
IlyqTb б = Мпё". Тогда еслп шполЕеЕш ЕеравеЕства:

{<.|4ltz

Rд

ЕУrу:, у-" ),3 (k=/,",,ru), /п/

то, очеllлЕо, DIrleeT шесто нер9вевство
ft1 пR

Е Z' dbцi ),.0 i, )) . е . /lз/
rэl iэl

Депее, в с!цлу абсолDтноl вепрершвности отобirаrеппr 9 ,для ка,лого
текого d> о /"ооrветствJrDцего Ееперед шбреввоlry €zO / cJщecTByeT
такое f,70 , что для лпбоl коцечпdf, систеIц попарво вепересекаDщ,tх-

"" "rпЪр"-о" 
(ai,f;). [n,.PJ i i= /,..., /) TaKlcx, что

Еrf,-аi)<Г,
иIеэт lecтo ЕеравеЕство

I
гl
Ц 

'rcqi), 
9G; )). ё.

iзl
С другоf, сторош, еслш подоrrтъ );ft)=a.;+Q;-at;).t прч t еfO,/J
то Ее основяпl{и леIIц I легrо впдеть, чj9 Kirтrl ccrteEт [*;,,рiJ
цоtно раsбить тек, qто ai=t) <t:<..,rti,= Pi (2<?а < tп+/), ш для
каtдого j с |t,.Z,..,r?i-/l cJщecTBJreT Йоi""r"о а, ff?r': k€|!,2,...,tп.
такое, что P(tj)c Q, ЩGj,rr) € Q

Oграяиqиrrся рассIотренIеI сJryчея, когдl Z;зrт7,1! дая лбого
ie| 1,2,..., ! j , так как д)угrr€ во8цоацшс сдуtlеI раасIатрхваDтся

аналогичЕо. Щlсть; лдя опредедеЕЕостш, шеDг lccтo вклDчепия:

YrtDe8, " цG:r,)eQ, (K=!,....,R) , прш лэбоrr left,...,e|
Так как иятервалrr (ti, tirr) попарво ЕеlпересекаDгся п удоlлет-
воряDт BepalcEcTBaI

е

Е r*;,,: ti1 . у ( k = /,.: ., е) ,
tel

то, в сrrлtrr абсо.штноl вопрсшввостId Р , плееl
€

Е ?rуrti,,'), g(t:)) .6 (k, /,.._,2.).
tэl J

Ясно, что посл€двпе ЕеравеЕстве эквшваJIеЕтЕц Ееравеастэау /I2/
л9ц fLK= (rцi=9G;)п li=gGi') (k=/,...,m-) . СледоватеrьIо,
пцеет цесто Ееравенство /IЗ/ t которое в aтoш случае иIест вrд



Цtz
tв*t
taeO

t t ,L
= (irп-
tn+t
tа€ 0

al,,9G)- а)э.?(tо) ае "9G)- аl2,9(t)
t-t-

которое и эавердЕет докаэательство леr.мн.

С л едс т ви е. Если отобрЕfени"9rЙr!}*Y абсоJпOтно
Еепрерrrвво ш почтtd BcD.ry дифференчируецо по Фреше, а отобреfение
o)tY+ tz дшDференцируецо на KcY и кусочно-локальЕо Д - ""-прерlвво, то для JDбого диrферевцпруецого отобраrеви" бз9? - Rn
/гдеr) открЕто и содерп{т в себе К , п Б(х)=а(х) прпх€К /

поqтш всех l с 0 = f'k] ицеет шесто равевство

irr,rr*r= 
Б'(g(tDrrrtl, /l5/

бl(Х) оэЕечает прохвводrJrD Ореше отобраrевшяб в точке хе^.
Дока 8етельс т во. Левая часть ревенства /I5/поч-

ти всDду одЕоаЕечЕо определена, так как на основеЕ}tи леIlц 2 слоr-
Еея Фувкцие do9:[cl,|J* 2О абсолDтно цепрерIвне, и поэтоrry ише-

ет почти всDду конечвф проивводtýrD /cu.I l] /. Ппавая часть ра-
венства /l5/ Tat,.uie почтш всплу ,а В определева Еа осЕовении иЕве-
стноf, Teoperrц о проиэводноl слоrного отобраtе"п, /cu. |+ , Э|.
Теперь нетрз|дво вtlлеть, что справедллвость равевства /Ib/ ма
почтш всех/сб ЕепосредственЕо сrедует иа лец5i З.

Текrr обрааоч, следствше докаэаво.

Л е r ц а 4 . IРсть tПувкцrrя f,: Br?J- R суIIIруеIа, а аб-
солlrгво ЕепреFвЕое отобраrенпе g: [n,PJ- Y поtlтtl BcD.ry

дшDФеренцируеIо по Ореше и rryсть *усоfво-локально Д. - непрерtв -
ное отобраlение й): Y- R диrференцируеIо отцосительЕо счетЕого

/п/

раабиения Р= |YK, ke NI l где ,N счетцо€; полоrtч 0r,= 9- 'IY"J
kcN. Тогда если дJIя лпбого ke Дl при почти ."""* /с €к шце_

ет цесто Ееравенство

)({) * о;( (уН) P(t)>, 0 , /т6/
0)к - проивво)lьвое диФферещrруеIое продолrецше d с r.цоtест-:де

l"" Y. (t € N), то !РJrвкция

t(t) = tl,rd а" + а о 9G) 11 б ta,jI )
&я абсолDтно непрерIвноft ц цонотонно неубrr9апцеЛ.

к а з а т е л ь с т в о . фнкция t -rJ' (ddr (teta,|))До

абсолртно непрерцвна, так ка* J суIrируеIа. Супе!повпцпя (д)о 9
абсо;:птно Еепрершвне ва осЕоваЕии лецIt! 2, и так как суIIа абсо -
,&тво непрерцвнцк функцrl есть опять абсолэтно Еепрерцввея rforHK _

цшя, то ясно, что функчия 2 ., опр"д"ляешая paBeBcTBoI /I?/ rsбсо-
лIrгво непрершвна

a



К теории дифФеоечцпальцнх игD в бад8ховцх пDостDаястваJ( Zl

ftас

U Е d(ао 9 u:,,), o,g(ti )). е,
k"f iot

,[ вцес,rе со следrI)щ{I HePaBeBcTBolr

е€rz

Е u rr, rQ), со. 96i), F Б Urr. g(t:*, 1, со" gft i. ))
покаэшваетi что слоttlое отобраtенпе ц)оg абсолэтшо ЕепрерЕrвЕо.

Леrдrв докаааяа.
Hn"@ u$ _дванорцированццхпрострав"rrа, а Y -ПРО-

иэводьное цетryстое под.но8ество простран"п"" .Р .

О п р е д е л е Е и е ? . Отобраrение 7ц2r!э,ý вавшвается

дrrффереццируеш{ш нq rrнolecтBe КС Y , еслп с.tдествует открцтое IHo-
rествоРэК ш дифФеренцируецое по Фреше отобраtениеdl:ý? * 6 ,

совпедаDцее с отобрslениец 4) ва rrнorecTBe /( . При oToll б бу-
деrl ва8цветь ддlDФерепцируеrrцш продолIецшец <д) с чяоrества К

Ясно, что диФФеревцируеlrое продолlенше Iоrет бцть Ее едшнст -
веннцч.

| О п р е л е л е в и е 8 . týlcTb Q=tYхз keNJ- равбпенше
|шноrества f . Тогда отобраrевие СО:Y+ 6' на""ваетс" дIФФеревцш-

lpy"ror. огцосительно раэбиения Д , есл}t оно дифференцируеIо ца

|*оrдоч IBotecTBe YK(key'l) в сrлrсле определенпя ? /ср. с [rrJr.
Повятно, что JDбое отобраlеЕпе(vJ.:Y* б диФференцируешо от-

цосительцо точечЕого равбиевrя R.=l|tJ|:UCY l rr"orecT"a У .

Л е rr r е З. Цусть отобраIеЕие ?rfarPl-Y почти BcDry
дшtференчируецо по Фрешrе, а отобраtеаuеаlr-Y* б диФФеревциру€-
цо Еа KCY . П rryсть отобраrения,til:Q+$1(i=d2) явдяryгся

дlСуферекцшруецшци продолIения*rr cJ с шноrествв ( l гд€ IBotecTBa
?, ( i =!rq\ открцтце и содерIат в себе К . Тогда для почтtr всех

1 lC0 =9'|lk t иr.еет lecтo равеЕство

L
dt Фtoц(t) = *rr,цft). /14/

до к а 8 е т е л ь е т в о . Полошц Q=Q.аQrД=|4[QJП
n(o(, Р). ЯсRо, что lнorecTBo ! открtlто и обе састr докаацвае l

шо"о рЪве"стэа /I4/ опредеrецц лля почти 
"""* tеД . ДЕлее, раэ-

вость Qr! являётся лrrбо rцrетшI llнotecтBor., лпбо совпадает с од-
виц I,rэ ,.ноrеств: l^| ,lf | ,|"rf|, так как ý?>К.

Iýсть ý' оЬначает trноrество ве х rаолпрованщ точеr IBoIe -
ства 0 . Понятно, ,rо 9' иIеет шеЕу нуль. Пололrr П= 0r(Дtl0').
Ясно, чтоЛ со"rо", только rэ предельнцх тоqек ш раэвость 0.П
иIеет lrеру кудь. С другоl спороrш, flC@ , п слlrОg(O=СфrQ!) Ф,
tС0 . Поатоrry прп поtlтш всех l€ fl ч, ,Bl равевство

}



2z

Теперь па осповаЕIп о!sдствпя .reroц, 3 .легко эlцеть, что ллJl
почти всех fб 0д rrеЬт leqтo равенствlr

d-tro = )(t) * ,о'. @ft)) ф(t )dt
при лэбоlr RеFl-r lr таr KaB[a-,1J=Ur9* п швоrество /Y счотЕо, то

в cl4r /16/ мя почтr всех f е [аr!1 шIееI Е€равс!ство

d-zHlrn
H|fLlb/ 'v,

С лругоt cтopoпr, пЪri *"* бувкчпяЁ абсоллтво вепрерrвЕе9 то1 пс-
полЕэуя пэв€стýrD Teopelry Лебега /cu.flJ, стп. 338/, получаеr

Дr0= Iftnrodc + l,(i (te ta,JI ).
Отсэда с16лу€т, 

"rо #у"*оо't явrяется IовогоЕво вэtrrФlващl , таr
как подlвтвграrьIая ФOrпкцпя в посrэдЕеI еоотЕодlевII поrпп вс]пr
неотршцет€дьва ./cu. l'r7t.
Птак, лэша доЕеaalа поrвостьD.

ý 3. OcBoBEle тэорэш

напошш, что f= (Z,X)rS /с". ý I/. IlycTb B_=_]){j:ke1,1| -
счетЕоэ раrбlэппе шоrе^тва Х п ryеть отобршевrr Cni iX+ L-
( i. !,2) дООеревцrrруеш отrо"птеrьво Ё .

Ilшэ проrввсльво9 лшDФерэвцшруеIое продол8евIЪ r оtобраrовlя 0) ;
с шоаэства Хк булэr обоввачать ч€рев аiц, сде i.tr2i ke/l .

введсr отобраrэвr, HiK z |*х IJ хV *R ( l = t,2 i"k€ |l ).

Hir(x,u,v)=f;(x,u,yltff{0!{r,u,0*#Ф /в/

Ерr х€ Х, , k€N, i = t,2.
fiось #о, " # 1.rl - частЕца проrаволЕе фсшэ в тоскэ

o)ix по порэIэвшI z r f , соотвэтстввнво,/сI.отобраrэrrя
, slt-

Тах ra: отобраrэвпя а>;2 (i=-i?;keП) по опредэлэвlЕ л!Ф-
фэревцrруэц, то частше пропвводlЕIе в правоl qестп /I8l сlцрствlr-
Dт в .шбоl тоqЁе Х€Хц(k€.^l) /cu.fO}. Текrr обравоI, прr фш-
сIровr rrтr Ф;д (i=!,2ikcly) отоораrевпс Н;к Gэt2i l<e /t/ ) оо-
Boaвatlвo определеЕ. раЕевствоI /l8/.

Т е о р е r а I. IýcTb кусоqно-докеrьно rА - ве::реFвЕIе
отобраrэвrя Ф2 i |+ Р (i =!,2 ) дФФ.ренцируеш отЕоспт€дьЕо
счэтвого разбrэвrя Р =|ХзэkеN| rп:orecTBa Х п .Irycтb

Ottzc,l;(r)=tG) (i=/,2), /ю/
x+s

гlох€Х lýcS.

х
[э

a



где

к тэооцr лпDфевgsпrадьщ rгD в блахощ пDостDадствсtк tз

Тогда сштyацrя (Рr0) является равцовесЕоl, эсли лля поqтп
всех fe ./'шполвеЕI усдовшя:

Н;д G,t,E,V)>0 i= !,2ike N,zeX! , /zo/

,?ffP,orHrr(z,t,u,i)<O, keN, zeX"*, /ы/

"9ffrl 
Hrr(z,t,a,Y)(O, ke il,z,x'r , /zz,

rде.О=F(z,{) u V.аЕ.t) i l'- Ероекцrя шозоства Х gе 7 ;
Хa' - о"*еrrе шоrесiва 'Х* 

по l , прп ke lV , tc 7' .

До r а 8 ет е.r ь с т в о . фсть Xg=(Eo,t)eX rP€P
r.9 е Q , прпчеI шоtества Ф'( хо, F, Е) "'Qii,,p, а) ""fo.r""/в Gцrсае, когда овr rryстце, дока8атэдьство трпвrв.rьво, в спду
/Э/ п /Т//. Вовьrеr проп8водьще -gеФtх.,Р,1),.9еФ(х,,р, i ) ,

ч,€ (P(x,,FrQ,) и полош
t

L(tl =fFi(i(ф.п
Jёо

i= t,2; i(t)=(Q(
(t),TG))dr + ai Bft)) ( te [to, tg| ),

), t): a(t) = PGftD; tft) = QG(t l) i

l.,G)= йQft),u(d,7|t))dt + alc(7,ft)) (tc [to,t")),
гдэ r(t)=( t), t),Ц(t)=pla(t)), tft) = | rх(il).

lr lt1=

гдэ aft| =

Ясво, что

Fz(tG),йсt),йd)dt + dtft,ft)) (te [t,,tr)),
G).ё),Й(t). FOо) tft) = 9(z (t,).

Ei(t,)=lafto)=a>t(xo) (i=t,2). /zs/
.[аrее, согrасво /lB/, lI€эI:

ft,l, ft)= ttiд G(t),F&ril),|cxrtl)) ( i= 1,21

лдя почтl всэх f€ T-|[XKJ wцkеli/ i

{ П,rО = Н rK QG), р QftD, е а,о))
лдя поqтп йЪrfе 9'[Х*1 арз ke{ 1

ft п, G) = нzкG,G),F GG)), q GGr) )

лля почтr эсех, t€у'r[Х*J ,rр" kel| ,
Ясво, что

[t o,t 91 = Дрu I x,l, [t o,t 9)= U 9' [х rJ, [t,, t *) =rYf ' [ х, J .

Теперь, опшреясь Еа лэщl {, ваЕлэча€I, q1,9 фувкцпr L (t../r2)
явлlDгся IoEoToHBo веуФlвашчll в спýr /2О/, а rfuiвхцrr l,, п /1.2

IoBoToEEo вевозрастащоп в спýr /2l/ а /22/, соотэетсrвэвво, Поaто-

a
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цу в си.,ry /23/ utееу

irG) >l all(xo))z rtо |4 при tc It",to) rе[tо,t9) /24/
п

rtrG)>оь(х)>,Аz(t) прч te[to,t7) t€ [t,.tv). /25/
С другоf, стороЕц, так как отобраrевия Р ,9 rР непрершвнц, то на
ocнoBaнrir /З/ п /I9/ эщечаеI, tlтo

.Ф ir(t) = Wi (хо,р. о, F ) (i=!,2) lt*tо-0'

Ц!,G) =Щ(хо,р,?,ф rft_lrttl=Wz(xo,F.?,y).
Цаковецr восполь8овашшсь веревецство* /24/ п /25/, а Taкre учитц_
вая после.цвпе соотЕошеЕпя, поJryчаеI ЕэравеЕства

Wl (xo,p, q, il 71,,/, (хо, р, |, 9) ,
W2(хirР,q,Ф >, W2(xo,P,Q,y ) ,

I8 BoToplD(, в сrщr проиsвольности точки Хо€Х и отобраrенufr, Р ,

Q , F, 9 ч v , сраву слелует ревЕовесность схтуец"" (F r-g).
Iеореча докаэаяа.

Следст вие. Вигредв}гхлхцс нулевоl суlшоl /т.е.
rогда F=-П = Fz п T=-Tt = Tz / сптуаlrия (F,q) будет оптк -
la.lbBol, если сJществует кусочно-лоr9льЕо fi - непрерпrвЕое ш диф-

фэреrщируецое отцосительЕо сqетвого равбпевшя & шоrеол"" Х ono-
бРаrенше Pz |,* R такое, что

,{trr r(rl - T(s) l /26/

гдеД€ )< ,ge9 ; ш дJtя почти эсехtеJt вцполяеЕш условия

iлt Н, (z,t, ц,? )>,0 stp_ Нк (z,t,E,v )< О /z?/
u eiJ vеV

прпз€Х:,kсN;
rде а = ia,,t),i= |(z, t1, -//- проекцшя Х на J , Х: - сеченl,е.
Хд по t , ч, пакоцец, Н*: ХкХ 1.|t|+rtkeN), прrчеrr

Hд(x,u,v)=F(x,u,v) *9Чцrr,u,v)+#rr> прч х € Хк l

,где 4JK - лиФФеревцпруеlrое продолIение этобра*енпя (D с lЕоtеgгва
Хк (kс Д/) .

Теореч а 2. Еслиситуачuя(Р,Q) такова, чтоотобра-
t9ниЯ {);: |+ft(i = /,2) определевЕце paвeвcтBauu а;(Х)= t;(xrPrQ1(i=tr2) /сш. равенства /4//l кусочно-локальво | - вепрерlвнц_и
диФФеревцпруеш. отцосхтельао счетвого разбпевr"Ё--IХ* з ke NI
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l

ццоIестваХ l то для равЕовесности ситуации (Р,0) необходиr.о и до-
статочно, чтобц дJIя почти г,cex{c,?l пuело цесто соотвошение

:ч Hn (z,t, u,V) = 

'ff 
Н2* (z,t, а, ч) = 0 , /zB/

Inpn= €хёk,k€N,; глеЕ=р(Z,t) ,V=Q{z,t) ,-//- проекция цноIест-

|веХ "i 7, Х{* - сечение шноtества Х*по t , прчkеf ,te t'.
l Д о к е 8 е т е л ь с т в о . Достаточность непосредственно
.сле.ryет иа теореш[ I, iloaTorry докаIеI только нсобходишость.

IIусть хс(z,tЁ Х* Qе il), цс U а € z 0 .' 
Цусть ly'(x. е) - шар рgдлryса € с цGlтроr. в тсчке ХеХк.

Определич отобраrенше р з Х+(/ p"."""n"o,

рв)= I Ц при х'е LJG,e)n х,

ясво, чторср при t*{Ъ] о .no" 
Х'ёЦ(Х's)ПХ '

Теперь пусть 9е QG,p,Q) u x(t)=(p(c),T) прп t>. t . Тогда
легко вшдеть, что при проDlввольноч €z0 l наf,дется т"коеа(0.6<е)
что a+

+аl,(zG+Б)).

Q 6\ = fu 
( x,F,Q) > G, (х, P,Q) >, П(x(t),phcD,a\o))dt + Т Gр)

/су/ ! ,/ц ,/?/ /, tt8

ry - {l| пrrrd, u, Q BrcD)dr -< О .

ПереходЯ к предеJry " по"r"fi"ш веревенстве при 0 -6 < €-О , мя
почтtr всех f€ J' /cy.t"Jt ицеец

**r,ror,)+ Fr(.t!t),u, OaGD) < О .

С другоЛ сторонц, опираясь Еа следствие лецшц 3, легко вид(ггь, чтс
дJtя поtlти всех f€ fr[Х*] ишеет r.ecтo равеЕство

ft * rrr r| = ll,* (ц{0, u, i Er il ) l, П ft(t), u, I tr( t D ) .

И, так как 9(t)=|e^i r To, в силу того, что точка Е проиэволь-
на, дJIя почти всех f €7'ицееш

iff Нr, (z,l,a,7) < О при Z€хl , keN /z9/

Дlалогично докаацвается, qто дJlя почтtd всех { С J I

If HrrQ,t,E,v) <0 прш Е€ Хt*, kcl. /Ф/
.[алее, в cпJýr /9/, лля.пбого 7еQ(х,F,а) ишееш

lc
ФiбFD= 

)Гilхtсl,Р{хrd),f;(хlt)))dt 
+ П(s,r) (l=t,2 ) ,

{

a

+

t
, учldlгцвея, что



где I(Ё) = (9G).t) , 9е = ,Oittzz(t)х-х?-о
0пшрвясь Еа лешцr 2, нетрулво видеть, что фlвкциrr

t-а|iъФ) (t е J', i - 1,2 )
почт}f BcD.ry иrrеUг конечнце проt{вводЕ{е. ПoaTolry после дrrФФеренцп -
роваЕпя поJýрttиц

i ,,rrr0)=-P,lOt),F&FD, IartD) (i= 12)
для ,почти всех *€ l' /"r, |З , Ц'lt.
Фгспда в сшФr /lB/, /29/ п /ф/ получаец /28/.
Теореша докаэане;

3 а ц е ч а н и е I . týсть lдlotecтBaU "V аевrrсят от
ХсХ, ашrоrества| ш9 эевисят oTleJ , r,trycтb вtlполЕевц

сфорlryлировадше в ý I предполоtения I и 2. Тогда rilпцеивлоtевнце

докеsетельства'теореш I и 2 беg суцествGнЕIIх пэшевениl про|(одят и

дIя атого сJlучая
3аrrеч анх е Z. Анелогrrчrпrетеорещ очевилво, вершци

д;rя бескоа;lициоЕншх дифферевчиЬьшх uгр lъ лпц (П>r3).

ý4.Прt{Iер

ItycTb Е - в€ществёввое гrльбергоЪо прострцнство.
При 0< l<* ф псло!,rI

z= lzcE, tlzll>cl , Г=lzсЕэ llzll=zl .
Kpore того, ryсть

|!=|zBE э lzlзtI l Х=[а,*в).
Шгра аадаотся дкференцшаrьнцц ураввеншеч

Ё = .I1z,flц +y1l,t)v GeZ,te t, u,veИ ), /Ы/
гдеЕ - сr,rльная пропаводtшiЦ - управJенrrеrгрока I; v -упрев_
леЕи,е игрока 2.
Предполагается, что прпz€Z для поqти BcexteJ
ZrJ- R удовлетворяDг соотношениD

|yG,t)l- l)Q,t)|=-c<0. /g2/

Рессrrатривается,хгра двJЕ дtчl с вtrrлевоl сушrоf,, прrrqеI F=-E=Faz!
пЪ-Т, =Tz /cu. равенстео /3//.

I. týсть 9= Гr t , е T(s) =Q при всех ýс 9 /сu. ý l/ ,

Покаrеш, что элiтуац"" (Р, q ) , определенвея равенстваши

l)G,t)l. z
)(z,t) llztr

Е
tzl

при )(z,t)*0
при )(z, t) = О

отобраrения J ,lз

,

Рrz,l)=
iэs/
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lJrG,t|,l . z
.рG,11 llzll

z
lzl

/G,t)рб ,

/(F,t)= О

прlt

ае,л= при

является оптгrlальсоl.
Фпобрахевrе44,1 определхш paвeвcтBora

Ф(z,t)= ry pcZ , le J),
Dt покаIеI, что Е{полЕяшгся все условrя следствrя rэ теореrш I.
Ясво, что(., дпфференцируеIо и удовлетворяет условшD Липпшilца.

вительЕо, тек кек

вшеть, что

i

Остается проверrrть /27/. ДеIст-

"P{r,r)=O , то нетрудIо#{r,tl = Д
HG;t,u,v)= I* #[z,uJ, #|tz,vJ,

гле [В, 9] _ скалярное проrrээсдеппе. Отсэда, в ctd4)r /S2/, /Sg/ u

/31/, пuеоI

iпt H(z,t,u,V)= Sцр l](z,t,E,v) = H(z,t, Е,| )= 0цсц vец
прп7еZ и прr поqтп всех tcX Taкto(, что(z,t)С S i где Е=

= Р (z,t) ч V =|(z, t) .

. Такиш обраsоlr, сштуаrйя (P,q) является оптиuальноl . 3ачетиrr,
что если в соотношесuп /&/ ковстанте с peвrra нулD, то в сптуецпи
- -\(Frа) игре цикогда не аакончDtтся, тек кек уревненuе /Зl/ приIет

вид, Ё=О ; ш в то Ie врёr.я, очевидIо, что лобая другая сштуацttя
gпла(F,9) , тлеQ*| /соответствецно эuда(р.Z) , глеР*Р /
raoleт бшть лrпщ проигрrщоft для шгрока ? /соответствеЕно дJIя пгро-
ка l/.

Телерь легко вrдеть, qто цене шгрл /сш. /8/ u /9/, ý t/ опре-
деляется paвeEcтBola

g(х,F,ф=#t
гдех=(z,t),zеZrtеJ.

2..Iýст9 9=ЭrLl gz п ТзG,tl*ilZll, "деSr -7,[*,Р7
п Sz=Z l|f } ,aca.j<+B. ПoKalбlt, что и в aтoll сJryчае сптуация

(Рr q) , определенвая равенствахI /З3/ п /84/, авля€тся oпEllxaJlb-
Hoi.

0тобраrение &) определшц сделупшцrrr обрааош:

l,}

t._9

llzb,zr, при t.ilzll<c(,P-t)*t yL

?-t*ilзtl-с(l-t) при llzilrcO-t)tz п
ЩZ,t)=

а
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Ясно, что отобраrение @) непрерцвно "а X=Z'Й.Y) ч4по6)=Т(S)

гдех€Х ,9€S . Далее, Еетрудно видеть, чтоа' кусочно Д - ""-прерI!Ео rr д.rФференцируецо отцосDtтельно раэбиен", R=.| Xl,Xo I
rt'olec13e X=Zr[n,,P ), где

X'r=|(z,t): z<lzn<cLp- t)*?,d GtrJt " хе=х, хr.
TrKre легко проверяется шполненt{е соотнощенuя /2?/. Напришер, при

llzll>c.(!-t)+ ? " /r! иIееrl: 9G,t)=й, #G,O=C-t.
Следовательно,

H2(E,t,u,v)= !+ |Ёiatz,u] 
* Щ[z,yl*с-|, прп (z,t)e х, .

отсэда, в сиJцr /з2/, /зз/ п /З4/, ишеец

iпt ft (z,t,ц,V)-- *pЦ(z,t,E,v) = нz(z,t,ц-,V)=О.u€u vбЦ
С.lryчаЛ, когда (Zr{)e Х1 проверяется аЕалогttчно.

TaKпrr обравоI! паэа(Р, |) оптиIаJIьне. }lетрудво проверить,что
цена }tгрц определяется равенбт"оч !(lrF,V 1= al{x) при хеХ . та-
киrr обравоI, рассl|атриваеraая игре реЕене полностьD.

В ваклDчевие вшраrаD глубокtrm благодарность П.А.Крассу аа со-
Be,lтl, поIогшхе довести хссдедованше до коЕце.

Поступила в ред.-иад.отдел
26 лекабря I97? г.
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