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ý I. llишоцетrrка п свя8вость бпхроrатrrческих подграФов

Вулсш рвссIатривать плоскпе трrенгуrяцхr, вершпнц котоЕЕrх пра-
вильЕо раскрадеЕr qетшрьця краскtш, то есть впкекпе две сIеtЕце
вер@tш не окраденц одtнaково. Обозпsчш шоаество цветов череs
Z-|a.|,f,r6}. Поо"р"ф, которшl обревоваЕ ва IBotecTBe верщ{н цвета
9 пl l ГД€ S,teZ и s *f , ЕаэовеI бrхрошатпческиц и в отлп -
qпе от даввого графа G булеrr обовЕачать черев daa . Число коIпо-
вевт связБостп и цшклоIатшческое чпсло такого граФа будет обоsЕа-
rэть соответстэенно череs x(Gsc) " )(Gв) .

Рассчотрl.ш теперь плоскшfi граФС типа, иэобраlепного на рис.
I, то есть TaKofi, у которого только одва гревь ямяется Еетреугодь-
Bol, а весь граф раскрапен четt рьIя краскаш такrI обравоr, qтo
BeF.IIr по краяI в€треугодьноlt грани прfЕалдеtат бпrроцатшqескоr(у
полгрgФу. Цаоовеr TaKol граФ Iоаеикоf; с внеOвfIи ц""r.-, б п ;|I обозначltrl его череэ М(БrУ).
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Рис. I

Лдя всякоl Iоза8кп М(s,t) спревелJIиЕ. ра-

/v

/z/

a

I/ ,l{6rr)= K(Ou") ,

2/ к(G..) = J,(G,.") t l,
лэ {s,d}u ln,ul =Z,

Пэрэоа ра!эЕство ди l(Qr)= / очевидно. ,týcTb булет ово справед_
дп.о лдя .l(6n.1= 2 1з >, t) Докалац его дrпя )(Grr) = ? + ! &де-
.rlll в полгрШ Q* TaKol цIш, вЕутри которого находится только
одва кошповента подграфа @.." . Улалиr все BeщirItI п cr.etEцe.c цr-
ш р€бра, прицалл9tащ€ вltутрбнЕеf, частt Dтого цикле. Поскольку
цlкJ бшхроlатичэскиfi, ов содерtит ч€твоэ ч}rсло верЕиЕ. týтеш соот-
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ветствуDщего сшеrвавия одliнаково окраденщх вер8шiн Iошо пDtt(J

ратrть в бихроuатическуD цепь. Ддя по,lцlчэнноl llоэаt{ки П'(g,t)
в€ддшво j'(6rr)=? =к'(Gцr) . Но ý'(60r)=K(G.r)- / , откуда
сдo.ryет равенство /I/. Вгороа рав€нство loaнo поýЕIть, есдш к
agiкe lr|(g,t) добавить ввещпl цшк.л с цветаIх сa u V . Тогда
H(U.V) справедлпво

)'(о",1= Е'(6sс )= rc(G..).
но .((О,.") = ,l(Gu")+l ; что х дает соотЕогriвпе /2/.

прсв-
спра_
ч

IO-
,м

С л е д с т в ш е . В раскрапеввоl плоскоft трианryляцrи
иraе€т често равенство

,с(фt)= i(6,.")*/,
где lS} u l t|u |ч|ч ln| =Z ,

/si

Это следует иа того, trтo лDбJrD pacKpaEeHHyD плоскуD трtlавryля-
цш, в KoTopol ,l(ф)+ 0 лля какпх-ншбудь9*Ё 1 uоtно раабrтъ
на две lоэаtlки NGrt) п fl'(SrЁ) , пrеrще лIщ обппt бихрсrrатшчес-
rи[ цикл. Если re l@rr) -0 лля лDбцх g п t, то равеЕство,'g/
очевшдно.

týсть чIсло вершrн и рэбер бихроrатического пэдграФа бgа бу-
де,г соответственЕо равЕо п(Оst) п m(ОсJ, а число верпriн и ре-
Оер Еоааикu М(S.Ё) гавпо а п2. Введеr, ряд соэтноlлевпf, шЕIлу
этиllи велшчIваllDt. Нетрудrо подсчитать.- что m=3п-Д-3r где k -чис-
ЛО в()!,цив внешнеf, градш. tfuсло треугодьнцх граяеl uоааикtt равцо
2п-k-2. }го следует иа того, что IоэаиБу гутсI лобавления (k-3)
Ребер, соедиflаDuшх внещне верщtЕц, Iollco превратпть Ё плоскJrD т7и-
ангуляциD, л,!я Koтopol число ребэр оавно3п-6 , а ltшсIо треуголь-
шх граней 2п - 6 . С другоl сторощ, каIдое ребро полграОов @r*
ц Guv яв.,!яется освовавпеI двух треугольЕв гравеlt /ва шсlслэqе -
нпеш ввепнЕrЪ цикла цвете S ч t , каIдое ребро rоторого является
осЕовавшеI только олЕоl треугольвоl гравп/. Поатоlry

2[пGs) + m (Gn)]- k = 2п- k- 2 .
откула слелует, что

m(Gц)+m(Gпчr-ll-t /4/
фтеч добамения (k/z) вершв цвета cz и соотЕстстцlцэго соэдlвс -
ния ребер чоlно полуqхть пs Iсхолвоl rовшrп П(ýrt ) воryэ uolalEy

l'||Grц), для tcoтopoft эапlпвэI равевство /4/

tп'(Gsц)+tп'(Ggr) = Rl- t.
Воаврацеясь к исходшоl tоэшiке, получиц

m(Gsu)ttп(Ggr)=п-*-t | /6/

m(Gв")+m(СёL|=п-f;-t . /с/
.Ifпя .шбrх бшхрохетическпх подграфов пршэнrra 18эестЕо€ тоцдостlо

с

,о



9 П(G51)=пlоr)*)(Ф.)-к (сrr), При атоШ учтеш, что п(G"r)+п(Оu)=

= || . В реэультате поJlучиI новце ссотноЕения дJtя MGrt) :

[K(6r*)-l(4.)J*[x(G.,)-J(G,,)J --l, /7/

[к (8,1-J (Gr,)J*Дc(Gt,)- )(G*)J= **, , /в/

[K(6r)-l(cr")]* [KrQ,)- )(Gr,)l= 5rr. /g/

На основании атrх равенств, а Tarсre равеЕства /4/ легко дока8цвает-

о своlствах ьяскпАшвеёrпIr плос тпиангчляппfi q7

ся следrDцаr_

Лецша Z
лиЕI равенства

.fпя рескрапенвоfi плоскоl триавгуляцпи справед-

|/ m(Gr)*m(G,,)=П-2 с

а/ [х (0 r)- ) (Gr)] + [K(G.,) - ) (eu"1] = 2,

,л" Islu lt| u |uJu!vl =Z .

Второе равецство следrет Taкte ч uе /3/.

ý 2. Четвость раскраскп плоскоl трrrанrуляции

1 Иавество /cu. I l }, что раскраска плоскоl триацгуляtЕlи че-
пrрьIя краскашt сволIтся к реш9нш систеш trrраввениl;

lЕl

Ц Хi 
= O(tпd3) , ае К, /I2/

ie На

Xi=!!, j=/,2,.,,,2п-l, /в/
тхе Рlл - IцоIест!о треугольшх гренеf,, инцr,rдецтнцх вершине оL ,

а К - IBotecTBo вер[шrs. Каrлоlry р€шециD систбцц /I2-IЗ/ соответст_
вует едшЕственвея раскраска грqФа,/с точвостьD до фиксацшш рас_
краскп одЕого треугольЕIiка./, п наоборот. Еслп получена .какая-либо

раскреска, то соответствуDцее реЕепЕе систеш /I2-IЗ/ uotнo поrу -
чrть следrDщ}tr образош: I./ присвапваеш /отчечаец/ проиэводDноI тре-
trl,го,lьвоl гралп /соответственно переrенноil х; / эвечевпе /+l/ i 2/ ы-
бшраеr EeoTIcqeHцrD граяь, иrrеDщrD обцее ребро с отIечеЕЕоl гравьэ.
Еслlr вершrrш, протIволеIащlе eтolry ребруl окрадеЕI олrlЕ9коцч цве_
тош, rrptrCBerвeeI цоранЕоl грецш 8нак, противополошшl 8IaKy со_
седнеl граяп, инече прпсвшваеrr TaKof, te ввек. 9тот процесс Еродоr_
аается до тех пор, пока все граЕи булут отцеqец. PeccroTprr для
давного рецевия оро"*"" 

zn_o

р= (|)€ =.П Х,
i=!

В эависшчостr от того, Katcoe sЕачеЕпе прrвIIает р , € loteт
Фlть четwrr Iдr HetIeTEII. ЕеэовеI соответствJЕшцm рескраску четвоl
шJi Ееqетноfi, Огравrчllся эначевrяш,В равццшr О шдш I I будеI
говоршть, tlтo четЕость рескраскх ревва в cooTBeTcTBJrDщ[x сдJпrаяI

/ю/

/ II/

a
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О rдr I. Булеr ваэцвать,areleнTapвoi пер€краскоfi следrэщm операцпD:
шбrrраеr олцr кошовеЕтlr подграФе Gr*lS s.t 1 r rrеЕ*I в Bel цввта
S п f Iостеш.

Ле rua 3. Оrеrэвтарвая п€рекрескаЕa паrrеЕяетчетЕостп
pacкpecкL грsФе.

Дя локаэатеrьства ЕIделпI кацlD-лIбо коIпоЕевту подграфа 6ra
l рассIотрrr подграф граФа G , B&bjaDEtrI эту коIповеЕту п DoB

верщц цвета 
'4 

ч Y, , сIешце с вещваIп ETol коraцоЕец.п. 0то
будет лпбо rоваиrа Pl(urv) , кеN ва рrс. I, дIбо граФ, ках Еа ршс.
2, где S=trt=} . Отот граФ Iоlпо допоrЕпть до Iозалкх M(6,tr),
всrп ввJrтрп кацдоl эaщTptEtoвrrrпo! граrrп поцестить верщtJr цв€та о(
и соедпвптБ ее с верЕпваIп по краяI грави. Так как чIсrо грапеl в
боl шоэаrсrп равно ftl=2п-k-2=0(md2) , пбо /< - qетвоо чIGлоr
то п Еrп псходшl граф пrreeT qетЕое чшсlо граяеl . }lэ p;cyBкot пд-
во, что эдецевтарвея перекреске прпводпт к BageEe вGех ввапов Еа
протrвоподоtsце. Поэтоlry посде перекраскх

p'=(t)€'= p(-t)n= р €|=€(пъоdZ),
что r требоваrось доке8еть.

hлс. 2 .

П р п I е ч а в I е . Еетрулдо ааIетпть, qто прf цделеЕшш
коIпоЕев,lfl полграРа G96 п, окрJЕаDщо( ее верщв цвета lд u Y по-
сrэлЕIб IorTrT повторяться, так ttтo цовеl[ке полlпlится дшlь посrе то-
го, каt e.гI в8ршЕl будв "разреэаrш', олзаNо Еа подсчет гранеf, это
обстоятэдьство Ео влшяет.

Т е о р е I а . Четвость раскраски плоскоl трпаЕrтляциш есть
ВеrШItВа ПОСТОЯЕtаЯ Ш СРаВЕШа С ЧИСЛОI ее ВеРШ,lВ.

Еrделпr в pBcKpaE€EHol плоскоЛ триаяryляцшц oдIJr коrrпоненту
подграРв бgб и рассIотрш подграф, обреаовавпrl вершrпаlrr атоfi
коIЕовеЕтrt r сrrеrЕalп с нIIи верщitпаIх цвета Л п Y /рuс.I п 2/ .

очевплдо, что шоIсство гравеl этого подграФа lotнo раэбшть Еа вес-
коrько цпхдшlасrц ЕепересекаDщtIся последоватбльЕостеl, в которшх
каIдая сrедrщя грань clclвa с предIдrцеl череэ ребро, одlв коЕец
которого окреЕеЕ в цвет 4 tлч V, е дlугоt - в цвев9 пла t /sа
ршс.I граяr oбpaayrrT тоrьrо одýr TaKJrD последовательвость./. PaccroT_

a

t
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) рпa олц}, f,э таrrцх посrедоветвльвосtеl, в koтopofi чшсло граяеfi обоs-
вачш черев /V . Itо-лая граяь в TaKoI послеловательности иIеет осво-
ваЕшеI ребро лIбо rtа подграфа Gg , либо ив подграФа Gu, . Обов-

Еаqш Ех чIсло соотЕетственно qереs N(srt)u N(цi . Иа пре.щдl -
щiх рессJrацевпl следrет, тго

NGt)= N(ц,ч)(ft?юd2)= 0(поd2 ) .

Сделаеr раsIетку гравеfi 8ЕаrвIи /+|/ п /-|/ cooTBeTcTBeHHol с

crcTer.ol /12-13/. IýrcTb чIсrо гравеf, со BEaKoI /-|i ц Еходящ{х в

TIc|o N(St) равно Х , а соответствJrDцее чпсло граяеft, вхолящЕ в

N(цv), paвtto / . Суша всеI вЕеков лля граяеl , входяпDtх в чIсло
N(St), равва NGt)-2x . РасрчотршI последоваrельвость 8наков ,

соответствJrDщrD посrедовательЕости всех грецэt rr mIделrц в Heft от-
резокr соответств5mщll отреsку послеловатедьЕостп lelry двуIя бли -
tаlшlш градяш, lileDцпa осЕовадиеlr ребро иэ подграфа @r, . Н9труд-
,Ео эаIетить, что еслr aвarcr этпх греЕеft совпадалт, то суIIа отрёака
равпа cooтseтcтBJrш1erry энаку отих гранеfi, если энекп грапеl раадпч-
EI, то суIIа отре8ка равва нулэ. Такич образоr, ht(uv)-2y= N(st)-2x.
фша Bcel последовательЕостi эввков, равце в етоrr сJryчае

9 =2N(sil- tx.
HoM(St)=2e l гд€ / - натуральное ч}rсло, поэтоr(у S=4((--x).

П р и I е q а Е r е . Лнтересво, что об аналогшчночjФакте
шIеDщеI Iесто для плоскоf, трпаяrхrлЯЦtrl,t, а llrенцо, что|у; 

=0(пzоdЦ),где с пробегеет rrноrество всех граЕеI, сообшрrл автору Э.Г.Велаге ,
BaIeTKa которого вскорэ будет оrryбликовав.[2J. Такиr обрааоr, суr-
Ia вс€х 8ваков ддя раскраденвоf, плоскоl трrаягуляцпп равЕа Цz / Z -
цеrое чuсло/. IýcTb qшслО гранеfi, пllеIшиХ gпек /-Т/ г"""о /<, 1 8
соответстЕJrDщее чисrо гпаяеf, со анакоI /+|/ раэно k2 , тогде aтlr
qIсла удовлетворrDг сист€Iо ураввениl

kl+k2=2п-h,
ke- kl = 4ъ

Четвость рескрaскп MocKol триалгудяцхп определяется ив соотЕошевия
€=hQпdе) . Но rв спстеII ЕаходиI kr, o-2(z+11. Поатоlryý;

=rc[пd2), 
qто ш требовалось докааать.

Этот рев5rльтат loaoт родить шсrь о тоI, что вс€ раскрескп
плоскоl трпавrтrrяцtп lorEo полJпIить rryтеI аJеIеЕтарЕц:к переврасок,
олшако простоl пршер mровергеет ото утв'ерпдевше. Ilrre приводится
цатрпце иЕцrдентвостш графа rra 8 верш.tв и две его peckpackll 1 кото -
рше не своштся одна к другоf, rryтеI элеr.ентарцш:к перекрасок:
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