
с структурЕ одого ,{лдссА д,l}ФЕрЕкФlАJILньш игр с оБщ{i{и интЕгрыIь
:ш!ли oг,рдlи:IlЕltиялiи

Ii.Л.lригоренко ( iuocKBa )

I. Iýlсть диdФ.еренциельная игра опttсцвается систеIоil дlаферен-
:Jltельнt:х уравr:ениfi

2=ДG'lц+tft,t) , /I/
,д" д(z| - шатрица .Dаахе[)нэстч nIkrEс, п\uet.ire Р'. В"*rор {z

находится в ре,споряIении догоняDцего, вектор t - в распоря8епих
убегеrощего. В е'эндано aa!.iкHyтoe шtоrество б , не совпадаDщее
со всец Lв , навцваечое терr.иrtа,львцч. Двttzепие вектора ' /cu{llt
}rвчинеется иа полоrенuя |(Q) = Zo . Догонязещ,rit стрrrится Бtвестl{
тсчку Е(d) ,е $ . УбегапМi стремится воспрепятствовать этоry.
Дlтя достиrения своих целеfi догоlrяппЕrlt и убегаtщ{fi исполъэ;rэт !{3Iё-
риrЕ,!е упраЕ,rения ц(t), lr(t) , удовлетворяulЕ{е прлt Qc{<*o огрэ-
ЕиченияDl: +Ф

I rlttucslt)ds <уо | /2/
g
,3

J Ф{lиrsll)ds. 
'lо 

, /Э/

о
ru - Ф/нкция, определеЕная не(о,а) /ч,|Z}rпо ""r",9,

M(y)=JptЁ)at, /4/
0- полоf,ительная при f z 0 , непрершвная спрева прп tV 0 ,

функция, удовлетворяDцlая условияr.:

D

-,п |/l(yl

p(t )
неубывс,r,llцая

Р(0)= 61 Р(о) = litn P(t)=Bit,rоб
Ф(g) - непрерцвная lloнoтoнHo вовраствющая Функция, удовлетво_

i]яirхlая услэвиD- 
", Q@l
СUП v =сr, ;l!фФ 9

lШ(Stl , 
'Й(S)' 

_ евклидовш норцц векторов UG), lr(5) .
/0тмt,тццr. что для прилоrениft, в частнозти, предетавлЯ€Т иНТё-

""с М(ч)"lуl^', Ф_(0=lуl)', где,ll >!,l|, >! /.
Сле.ryя работе [ r J , будеш счrтать, что диq*}rэрgп*rаJrьная игра

/l/ проuсходит следуючшх обрааош. При f э Р убегр,лщиl сосбt;1ает до-
гоняDцецу свое управлепие t(Ё) на Heкoтopor, ненулевоr,Jt отреэке вре-
ше:tи f,1 , причеiчl величину €, l 0 убегеDциll вцбирэет по eвoer.y ус_
шотрениr. Предполагается, что догсняючиtt энчет ё6rf о, 9о . По этоfi
и}rФс:шэци:, догоgяюttиl строит свое управJ,..tlиg на то!, Ie отреэке вр€-

a
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Шенш. По истечевии BpeMertl,t ý7 убегsрjl.1цft в MoireHT t - €l вновь
сообц9ет ненулевоi1 отреаок €д и свое управление на нем и т.д.

Такшrr оOрааош, в кахдлit шошент ор€м€ни догоняюциrt анает не все
будпчее поведение убегаrощего, а лишь его управление на Heкoтopoм
/.воu6ще говоря, riебольшош/ отреаке врешеви. Описаннше стратегии бу-
деш наашвать €, -стратегияlи.

дя дальнеfiшего наш удобно ввести новое евклидово пространст-
во 2Е'! = РпrR'"Р', где R| - ч}rслов9я пряtая /одновременное ев-
кл!цово пространство./. Вектор" 

"э 
Rо'2 будеш обоаначать буквоfi Х .

Начв.llьное состояние диФфереЕциальноl-t uгры /l/ характериауется векто-
роr Хо э(Zо,JLо'Dо) , гдеrцо>,0 , V6>.Q . Булеш говорить, что
лкDФеренчпальная uгра /|/, начинаDцlаяся иэ точки Хо , шоtет бцть эа-
кончена эе Bpeu" 7 Еа шноIестве б , если каддой € -стратегии
УбегаDщего догоняDцI,tfi шоает сопоставить своп € -стратегиD такиr,
обраэош, что траекторпя z(t) систешц /l/, соответствJrDцЕя этиr. уп-
равленияll l,t вектору хо , окЕЕется на шношестве $ не позднее, чеri
ва вреrrя Т

Основноft цельD работн является поJIучение общего метода нахо8де_
ния всех начальнцх состояниfi Хо , иэ Koтopьtx игра ,/I,/ шопет бцть
аакончена на 8 эа конечное время. Этот шетод является естественншш
обобщениеш r.етода в.Н. tlшеничного [ I] на игрш /l/ с обgмliи интегl)аль-
нцци ограничен,lяr.и /2/, /Э/. 0тметиш, что вперк.е диФDеревциальнце
шгрц с общлши интегральнцtaи ограниченияt и рассriатривались !Л.С.Николь-
скиli в работе[r].

Сфорlryлируеr. необходиrд{е предполоrения .

Предп ол,оrе н и еД. liатричнвяФункция4(а) непрершв-
на по U на Д^ , ишеет при всех Е непрерцвнце частнЕ!е проиавод-
нце по всешп кочпонентешЕ/ векторез ;Фувкция f(zrr) непрерцвна
по совокупности Е. И , непрершвно ди{,,l,еренцируеша поl ,при всех?rИ .

П р е д п о л о r е rr ш е Б. Для всех Z:P'L, lr€ Rе
lA,;(zll < k,(t*lzll ,

l J(z. rr) l . kr(l + lzl+ ltt , lz1,1lI l \ t
"д" Atj (Е) - проиавольtцлfi элешеuт .аrрпц, A(Z) , irj= f,2,._.

П р е д п о л о а е н и е В. Сулествует такое чuсло уо>.0
что пр}t !2rУо

l4(g) < оQ@| t

N(tу) < kr0 пQ) i
прп всех у|0

у G 6(l+ Q(у)) ,

/5/

/6/
rL. .

/8/

/9/

l

t

"дес" аr6 - полоаит€льнше величиныi ftr1() - полоаительная кон-
стввта, ..""с",rд" от ( , t - лDбое чЙсло, большее I. Существуют
такие to, t " Уr r0 , что при 9 >, 9t
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2!"М(фsl'|(("!). /lo/
3 а ш е ч а н и е I. В соответствиtl с книгоП [а]иэ неравенст-

ва /8/ следует, что N - бункчия М(/) удов.,tетворяет Д2 -условию.
Иэ этого условия, в частности, слелует, что 9уrкuияМ(g) растет не

бшстрее HeKoTopoit степенной. Условие / IO/ является веобход}rrшt{ лд

достаточншt{ дJtя того, чтобш дополн}tтельная к /{(g) /V -Фу"*ци" удов-
летrор"ла Д2 -условию. Iiри этош в пространстве ОрличаL} /см.|2)/
tN -слабая сходимость совпадает со слабой сходиrrостьD.

Сделаеш аа}rечавие, принадлеIащее !tr.С.Никольскоrry.
3а rr е ч а н и е 2. Встатье[З]по недосIотру бцло пропJпце-

но условие ,/I0,/.
Условиrrся в дальнеftшеш, буквой ft с индексоli обоаначать ков-

стантш.
t[усть б 2 0 . иэ определения функц"" М(9) /сч./а// следует,

чтоМ(/+6)у)-М(у)z0 при всёх !r,0
П р е д п о л о ш е н и е Г. Существует TaкoedorO " r"*""

бунк_чия /(_d) , определенвая на отреэке t0rdrJ , что при эсеху>l01

'0е[0'ýoJ мк п6)у)- l,|l(у)< g{6l(Mta)+ l),
причец ! ё)- О np, d* 0 .

ОтЪосительно /V - Функц""N(У) иэвестно /сu.f zl /, что

0rr.
!+а

0тСпда следует, что

/ lI/

t

#=,
U G k,,(/+ lч(gil /lz/

прч !? 0 . Отсрда и и8 Ееравенстве /9/ слелует, что для доrгустишшх

упрашений Цft)rr(t) иtrеDт шесто неравенства:
tt

|tucsltds<(t+|o)kl , !исslаs<(t*l)8. /|з/
оо

Подставиш проиавольЕше доrгустиlrце управлен"rЦ(t) ,r(t) в уравЕе-
нuе /l/ и постяви}| вопрос о нелокальвоfi продоллиraости решений в

шассе абсолlтгно непрершвншх функчий . 0каэшвается, моgно утверrдать,
что при сделанвшх предполо8евиях А и В решение существует на любоrr
отреаке Гоrт7 .при докавательстве этого Факта аелательно ишеть оцен-
Ку д.ltя решенияrпокаэшваDцýrDrчто на любош конечноri отреэке ре!цение
Ограничено по модулD BeKoTopolt константоltrаависяцеlt от этого.отрез-
ка.Дя получения такоfi оценки моано испольаовать неравенства /IЗ/,
оценки /5/,/'6/ч лешшу Гронуолла:есл" t.|). ,hG)- неотрицательнце не-
прер{внше Функции на отреаке tОa З l удовл€творяDlrytе неравевству

0< lL(t)"!tt) + [%illzts)ds, _
гле g(t) - веотрицательная, сумriируемая на отреа*"Го,tJ функция,

i

l
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тогда для всех O<tсt 
tишеег 

шесто неравенство

lO < !G) -}trlgсrl. xp(jg:a )da)ds .

os
Единственность решения следует иа неравеЕстэа /|З/ и TeoperбI един-
ственности fiаратеодори /см.Гr+f / .

2. В дальнеl'tщем Hari понадобится следrDцЕя
Т е о р е ri а о к о м п а к т н о с т и. Рассмотрим после_

довательность точек lo:(zn.pnr|.) (п=!,2,,..,) , сходячqmся к

x*=(z|! 1 
" 

) Iýсть F(fl "ро""вольное, 
допустиllое точкой д*

управление, определев"о" 
""fP, TJ , ,д" Т - произвольное пОло-

аительное число. Нетрудно покааать, что наltдется последователь-

"ocr"fo- / такая, что управJtенuе ||пft)=l.tft)я"пrется допусти-
rrшц для точки X,.=(Zo,rlLп , ilr.) . Гlу"r" /l(z) " JG,!l) удошетво-
ряDт предполоаенияli А,Б, и ц"(t) - произвольное допустимое точ-
коfi Ха управление. Обовначиш череа !о(f) траекторию систешл ,/I,/,
с оот ветс твJrDцým управлениям t/o G ), tц(t) и удовлет воряюIým н ач ально-
rry условиD Z"rc) = Za . Тогда шноаество траекториr( ZR(.) кошлакт-
но в шетрике пространства непрерцвЕцх Функциfi на отрезке [OrTJ .

Д о к а э а т е л ь с т в о. Рассшотриrr шноаество всех решений

ZLG) ""[0,Т] . Иэ предполоаения Б, соотночrенuft /2/, /s/, /lз/
и леririц Гронуолла следует равноrtерная ограниченность по r.о.ryлD сто-
го ltнoтecтBa решеншft ""[0rТ] , , иэ равноriерноfi ограниченности,
предполо8ения Б, соотнощениft, /2/, /З/ и теорешц Валле-t[уссена ./см.

ý tl в[а]Zсп"лует его равностепенная непрерцвность. По теореме

Арцелла, иэ этого цноцества траек,гориr( D.oaнo вшделить равЕомерно
сходяIýmся последовательность Zn;G), j= /,2,... Ее предел обоэ-
начиш Z(f) . Траектэрио ZпrGf урЬ""""uя /I/ шоано эаписать в

виде t

a

zч tf):ai, * ly^r(s)ds
0

Так как Р1(9) удовлетворяет Дa -условию, то }tнодество z -riерншх
иаrrеримцх бункчиfi @(.) l УДОВЛеТВоряюцих условиц)'! пtluсtlt)dt .а,
MoIeT бЕть trорцирова,но норшоit Орлича ilФ(.\ll tci.|rl t и превра-
Ерно в бавахово npo"rp""cn"o ! . фнкции 9o,ft) ,в силу предпо-
лошения Б и неравенств /2/, /Э/, обраэtrmт tci. [Ь] / о"р""иченное
по норше некотороfi константоl k, *rorecnro в Y . Пространство!
/сu.fZ] / "*""r"я слабокоrrпактнцh, поатоrry шоrно утвер8дать /пере-
ходя, если надо, к подпоследовательностп/, что
слабо к фуЪкчии 9z1.) , причем ll9lll < ks
ноft сходиrrостu Za, () к Z(.) с.педует, что

сходится
и и9 равномер-

I
|,

zG)= во + Jy(s)d5
0

а '9п;()
0тсрда
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Аналогично, вводя шетрику Орписа, шr пр€вратиш riнoaecтBo k - шер-

нцх векторншх tРункциft Ц(.) , удовлетворяDпих неравенству
сс

J M{l,.a51; )dg,B ,
0-

в банахово npo"rpa"cr"o Y . фнкции cz(.) , удовлетворяDщiе нера-
венству /3/, обрадтт ограниченное по Hopшe некотороf, констаятоl
Кб rHorecTBo в f . Пространствоl является слабокоцпаЕтнцll1по-

этоlry шоtно утверIдать ./перехоля, еслrr вадо, к подпоследователь-
ностu/ 1 что (4д.. (.) сходится слабо к (Wцкции Ц0) t причеll lUtl < k, .

Фнкция цоi (1 удо*"r"оряет ограЕшчевиD :

t
F

JМ(lц"l(s)l)ds €.Fn; .
0

Воэьuеr прои8вольноа € > 0 . Тек какrЛпr-JД', то наfiдется ноIер
Nб такоП, что дJlя airNe

t

tMltuo, rcil)ds су\ е.
о

Далее счпта_ется пi , Nе . llошtо пока8ать /сш. доrааательство лешl
4rI работш LЭJ /, сто слабвl предед удовлетворяет Tolry te огранlrче-
ниD, т.е.

t

JMИcsll )ds <у+ t ,
0

откудаl в cиJýr проиввольвости ý ,
сF

lм(lцсslt)ds <у .

Отспда, n" 
"*Й"остш 

Е,.(.) 
С- 

Е(.) ц предполоtения А следует сла-

бая сходиr остъ Д(Z2,, ft))uq rc) + | Gоr( t),Uortt)) к ДGGУл(O +

+tРGrri(Ё)) , " ба* как'слабшfi предел едиfiственен,то

|ft) = дGG)у G) * t G t{), t н) .

3. О п р е д е л е н и е l. Оператор /g, €>r0, ставшт в
соответствие каIдоry шоIеству Хе 2О" llпоаество Те (Х) точек

7-(ZуrlЕ l0О"та*их, что лля каIдого допустиr.ого точкоf, Д управ-
лeвuя lt(t) наfiдется такое доrryстиIое точкоlt Х Jrпревrеsие ц(t ) ,
при Koтopou реiцение уравневия /|/ с :яачальшц условиеt Е uЦ-ц(t),
t= rr(t) попвлет 

"а "rrо."ство 
Х не по8tе чеш sа вреш ý

Шноrество точек .хэ(3rl..Y)aХ, удовлетворяDщц условиячд }0,
|) >, 0 , обоэначиll черее ie? Х . Перчислшlr Heкoтople легко доке-

t

l

о

l
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a

CBoficTBo 2.
е/Те(Х)сТе,(Х) np" €'>,€,
at Те(Х)с Те (Х') прч ){cfi' ,

"t Гr(Хl = kezX , ketX с Т€ (Х) .

С в о fi с т в о З. Тr,Тrr(Х)СТ€,*€r(Х ) .

Неаовец 
"ror""n"o 

X однород{цt , если иа принадлешности еlФI

Точки ХП=(ЕОr.ts', -VО) слелует прикадле8яость elry любоfi точки

Д.(ЯОrДriС) , тдеУ>УО . Вдальнеftrцеш r.HoaecTBofi предпо-
легается однородншц. Отшетич, 

"то Гб fi ) одirородно_ пр;: ,побом ,)(

I CBoficTBo 4.ЕслиХ 
"Jrr*"yio, ToTg(X) sамкнуто.

Д о к е а а т е л ь с т в о. Если kеzХ _ пустое-мноаествоrто
Утвер8девхе очевидво. IfycTb ketX - неттустое мношество и последо_
ва.тельЕост" хr.= (ZпrF*, 

'л)€Ъ(Х)сходится 
к XJ= G|ry*rl' )

Покаrеш qто х'€U (Х) . rryсть 7(l) - пролtавольвое, допусти!rое точ-
Koft Х* упр"*"""Ъ, определенное,ва [О, eJ . Как уше отмечалось,наfi_
дется такая последовательно"r" rlо + ! , что управленuе 7Г*а--).tlt)
авляется доrryстиrшш дJtя точки Хп . Поэтоlry сJrществует такое доrrу-
стиlrое для точrи Ха управленrе ЦЕ(t)r?At< е , что Хо (ta)=
-Gо(tпl,,у,.(Ёr), Vп(t"))еХ , 

"де
aа

zn(t*1={ +JаG,"G)IцоG) + tG*(s),7I,LGD)ds ,
о

Еа(ý) - траекторлtя }равненuя /I/ прпцзЦоG) ,1/=?/n(S|,
7(0|=Zon,tne р ,

Ёlt
f

упft)= л"- J 
M(lc^rsll)d5, fo (fо)= yn_

о

В сиду тсороriц о кошпактностt{ шоrно считать, что последоветельность

Za() , сходится в сццсле riетрики банахова пространстваС[о,е]
к некотороfi Qункчии Е(.) $ Z(,) является решеяиеш уравнения ,/I,/

/прш aToll соответстцп)щее4(,) яшяется слабцrr пределоD! допустимоf,t

последовательности Ца (,) /. Рассцотриrr последовательность Xoft)6)(.
Переходя, если вадо, к подпоследовательности, моаво утвер8датьrtlто
tB-r *€ . Сходиrrость_zп(t) к Z(r) ч l,-(tn) к

t
ч(а)=rtJg(tt(s)l)ds

0
Очевидна. Переходя, если вадо, к псдпоследовательности, моано ут-
верIдать, что дп 

(*в ) сходится к

ir. !r'- Цп! МOu"(g) 
' 

) ds .

llorHo покезать, что 0

lln
tM{tuitslt|ds с fu IrctunG)l)ds ,
00

ьа

tqо^G)Иs.
0

a
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то есть

отку

CBolrcTBo
f,ены друг в друга, то

ния

ti1=

i
с

у-- JPl(lutll)ds,,P, ,
о

,да в силу эамкяутости и однороо"о"пп Х следует, .,то Х(DеХ.
Своirство 5. tlустьХ аамкнуто " хсТr(Д)прп€r€о,

у
a

тогда х € Т€.(Х)
С в ой с т в о _6_. До" прои_эвольнцх мноаеств X;ri.lr2,...,

'r(П 
х) . !,т, ( х ,) .

7. Есллt аамквутше мноаества Xiri. /92r...l вло-
ecTb,{;rrcXr lTo

ф
п Тr(х,1= Тr(fr х) .

ти аналогично докаэательству своГtства 4.
Отrrетим, что докаэанrше свойства ?-? опер"тора |6 полностьD,

эа исключениеrr свойства 2в, совпадаDт со своftстваши I-5 on"p"ropa 76
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О п р е д е л е н и е 2. Рациональlшш разбиениеrrО будем на-

эывать проиэвольнJrD конечную подпоследовательность рациональнцх
чисел tr rIi { Tttt, i=Or,,.^rfu , to= 0.

Пчсть для дааного ((,l бi = Q - еt_, , i=!r...rlt .

Половилд Т- ( Х) -- Т6.Тёп_,., .Т6, (Х), lall = tп .

Определиш Bar'oe длi-даr,ьнеiriлего мношество: itЮз,Л.т.(х).
Л е rr rr а I. týсть f ва}.кнуто, тогда Tttttz[X,l=Tr|,ffJ"Ul

.Ilокааательство лемшц проводится авалогично доказательству лемrr
I иэ работш [ '] 

. а
л е м rr а а. Гýсть Х эа!.кнуто " np" t> t ,lо€Е(.Х) ,rо"л.

x,eTi ( Х\
t,оказательство проводится с помощью леммш i, очевидвого вклDче-

Tt (XlC Tt U) и своftства 5.

Сл едс т в ие. ЦустьХ замкнуто. Для лрбоfi точкч7о6,fl.fr'2
либо с,уществует наименьшее конечное t , пDи rотороц вцполняется
включение х"с Тl(Х) /обоэвачиrr его / (Хr) /, либо при всех конеч-
ных t хо ё г(х) i удобно по определениD полагать для Takttx то-
u"* l(Xo) = + ф . Итак. на всеш пространст". Lо'2 определена не-
отрицательная функци" t (х")

Т е о р е м а I. Гýсть f aa}iкByтo и для данноlt точки Хо,
t(x)<+ ю , тогда из этоft точки дисDференциаJtьнАя игра /т/ у.oleT
бшть эаконченэ ня { аа врешя, не превосходящее t(Xo\ .

Т е о р е,м а ?..Гlусть Х замкнуто и для данвоlt точки Хе
t(Х"'t=+сЮ . týrсть убегарпрtfi в каrдцlt ,rош"нт f анает полоЕение

l

о



а

,о стryктурэ олвого кдасса дrФФеревцrальrпrх игр 5з

вектора Х({) . Тогда для лDбогоТ>r0 у убегающего cJщecTByeT такая
€ -стратегия, что диrDференциальная пгра /I/ не шо8ет бшть аакон-

чена на Х эа врешя ( d
| Те ореца 3. týстьвцполцеЕIусловиятеореriц I иубегаD-
| 
отrп в каrдrrl шоIеЕт f анеет полоIение вектора x(t) " Тогда- д;rя

|лпбого ?. , где О <t.t(X) , у убегшOщего сJrществует такая f,, -
гия, что дшrференциельЕая пгра /I/ не rrоIет бцть аакончена

тельству теорешц ив рабош[I ] .

Полученtше реаультатц r.olнo испольаовать для исследоваяия диtР-
Ференцшельноtt игрl /I/ с терuинепьнцr. шноtествош Ь . .t[пя этого
нJл]во. рассшотреть rrHorecTBo, f
таких, чтоgбS ,|rr0 ,!l
lщ.

состоящее иа точек 7=@r|tt) ,

, и приraеЕить докаааннце теоре_
,

0

двтор благодарен Ш.с.никольскоlry эа постановку аадечи и вниtrа-
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