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0 зАдАЧЕ щкOдДЕнуtя llИitдоfuiЬНOгO ЭилЕювА шrльтигРАФА д/Тя сВя3н0-
гю грАФА со взвЕllltrlншliи рЕБрдди
д.}l.Сердрков

Исходная эадеча, рессцатривееrrая в настояцеi работе Форшули_

руется следlDциrl обраэош. Вадац fL - верцинншR Ееориентированншlt
свяанцl грф Q.(Xrl,t) , у которого кslдоlý, ребру а.о е 2l , /€ i ,

;irаrпрllпшсап эес Рё rгдвр4 - в€щественнце полоrительнце числе.3адача
cocтoltт в Tou, чтобц укаsать TaKofi эацквутцit lарпгрут У обхода всех

ребер графа е , при которош. его длина (вес) Zrg бшле циниIаJь-

Hol ( вдссь cylluxpo'a'иe ведется с учетоr. *р"#tЕ*" прохоtдения rrapц-

рута Д через каIдое ребро \l. Точнее, 8адача состоит в построении
достеточно эqФективвого алгорштца неко8деЕия укааанцого riиницальвого
обхода.

.ltля решения отоfi вадачи в частноll случае.( греО d.(.X,0l)- пол-
вцt r в яеш вцполнено неравенство "треугольника"Х/lв статье[l]пред-
Лагается сетод 'BeTBei и грАницl', требtrrшчпrl дtя cBoeft работш поряд-
ка lL22П операциfiХХ/ 

" 
,"*о"о Ie порядка ячеек пашти. В вастоящеfi

работе приволiтся оквивалентнце постеновки исходноit эадачи, уставав-
ливаIугся некоторце cBoltcTBa, по8воляDцие предlоlхть аJtгоритra дJ!я ее
рещеция более эФФективнцfi, чеlr lrетод "BeTBefi п границ".

Все тершиюr, относяrЕ{еся к теории граФов, которцци автор поль-
зуется в ,вастояцеfi работе, цоtцо ваЛти в книге,f а ] .

ý I. ЭквиваJеЕтнцё постановки аадачи о шинишальвоrr обходе

ребер графа

3аrrетиr, что если в исходноfi вадаче вадан оltлеров rDаф, То uи-
нtlцальвцl обход всех ребер саходится вполЕе э{Фективнýц алгоритIоr.,
описаннDrI в книге Г?] . Поатоrry Iатеr.етическуD Фор{улировку исходной
аадечи rlorнo привести в следуDцеlr виде. 3адеча I состоит в точrчтобш
Для хсходного граФе 0.(X,7l) построить TaKott эltлеров шультl4граФ Р_
- (Х, ОО') , что исходшrft граФ является его частичншu граФоц и вес

Р(РУrryльтшграrРа Р шиницаленХ/.

Сш.це равенство /З/ ь настоящеlt работе.*/поо операциеl пон}tlrается арифrrетическая операция либо операция
t сравнения.

*/ В о-""еttшеч под весоrlу(С) вsвещецвого гра(ь 0 ( его части ) будец
пониr.ать cy}.r(y весов вЬех рёбер вавешенного грsФа (его части ) .



l Л е ч ri а I. Дя всякого исходного rL - верiID!нвого граФа

| 0.(X,0l) со вввецеЕшtllи ребрами искоrлri миниllшьнlлfi эlrлеров

| 
мультиграф Р rrorнo реэлоrшть на два обцкновенкrх граФа ц " | ,

lтвких что |- ё , Т2 - част}rчнцll подгреФ греФа d
Д о к а а а т е л ь с т в о. ДrIя докаsательства леrrrщ I доста-

точно покаэать, что у искоriого lrиниliального аltлерова lryльтиграФа
число ребер шеlду лDбцми двуr.я верщшнаци a u l' не превосходит двух.
Предполоrим противное: сJrщствJrDт две верцинч io u ol. , число реОер
меxду которIми в rryльтиграФе Р равно натуральноlry числу f > Z
Так как ллультиграФ Р эfiлеров, то он свяэен и все €гО веррцбgц ,4r"о,
четнJпо степень. Тогда, удалив иа riнorecтBa ребер, соединяDцих верци-
нш io u j , такое число ребер, чтобш в неш остшось ребро, еели

/ ] нечетное, и два ребра, если / четное, получиш Hoвril шультиграф
Р' , у которого число ребер шеIду верциЕаrrи io n /о Ее превосходит

двух. ЩультиграФ Р' свяаен ( следует из свя8ности rryльтиграФа PJ ,

и все его верцинш ишеют четнJrD степень. Следовательноr.цультиграб Р'
эlrлеров и вес его строго ценыде веса rryльтиграФа Р 1 что противо-

Речит определениD lцультиграфа р . Полученное противоречие и докаэц-
вает лемrqу I.

3 а rr е ч а н и еI.Нетрудно ааriетить, что частичкrl,t полграФ |
ГРафа d не содерIит циклов никакоrt длинц, иначе после удaJIения всех

Ребер такого цикла иэ шультиграфа Р получается снова аitлеров riуль-
тиграф для граФа d с шеньдиll Beco}ir.

Пусть а(В) - мнох€ство частичншх подграфов граФа d таких,
что для ка.пдого 7( аG) !.HorecтBo ребер частичногО ПОДГРаФа Г ДОПОЛ-
няет граФ d до эfiлерова rryльтиграФа, которшfi булем обовначать череэ
0 lJ Т . По леtаме I шопеш написать следуDщее еоотноцениез

,

?( Р) - р G ) + r-rliпB)p( Г ),

Дта ре;чения задачи I достаточно паltти частичlдtГl подграФ
TaKo;'i, что

p(f), dlt рГ /z/, т(л(в)
л ЧIро"ш полнцft ,rt -верцинtlыR 1*++ctъ) неориентированшlft граф
Н-(Х,Ц) , в которош его верамнаш вааи!dно-одноаначншш обраэом ,при-

писаны номера BepJMH нечетвоlt степени гра<lд О . При этом каддоlц
ребру iчф 1. П приписан ""с ?rrф , равншfi весу кратчаfiшеft цепи
иэ верший i! в верцину ц на граfiе е

Заме чание ?. Вграфе Н ЕцполненоследуDщеенеравенст-
во:

Fц, V,, "ia /з/
Так как в конечноri граФе число верщин нечетноit степени четно

(гз], стр. ?о ), тоrп-2ц.
Введеu обоэначения: W(i) - !rношество всех совершенншх паросо-

/l/

?слrвl

,
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четаний на графе Н . Ддя какдого совершенного паросочетания
ц' ( W(a) поставиш во в8аицно-одноэн8чное соответствие мнопество

?r.?2(u>) , состояцее 
"" Т кратчеf,ццх цепеfi на гl)Фе В l соот-

ветств}rDдry]х ребраr. паросочета$ry tсtчv(Н) .,V(W(H)) - класс
всех K.{oIecTB 7r(Ф) , us(W(H) .

ив определенrrя веса ребер на граФе F непосредственно сле.ryет
справедJtивость слелrDщих соотноiцений :

/(O(arD.P(22) мя всех оо (W(fr ),
пziп р41)) c?Hitl Бcal> .lr€v(wall ur€w(Е)'

2. Мя всякого исходного граФа ОЛешrrа
щение:

/4/
ц{полЕ€но соотцо_

/6/

В , то необхо-

, ,fri#rпrrР(u''r*ftr?(г), /5/

До ка а ет ел ьс т во. Рассчотричцноrество ч(V(w(frD,
ТакОё, что ?(q);ffiЪrпffr и дополним граФ d ребраlrи и8 t"
Получиш lryльтиграф Ро , которшfi является эfiлеровtrrr, и

f ( Ро)- 1с0) *oft#ro,rPrur.

Так как Р _ шиниuаJIьншfi аftлеров tryльтиграФ грефа
диliо, чтобц вцполнялось неравенство:

f(e)>?(A, /?/
Сравнивая /I/, /6/ п /?/, получаеr. неравенство /5/, чТО и ДО-

кавшвает лемrry ?.
Т е о р е r. а I. ДIя шиницаJrьного эfiлерова r(ультиграфа Р ишеет
,равенство:

f (Р)-/G' , *rff,пir*, /s/
Д о к а э а т е л ь с т в о. Еlttачале докаtец, что

#а{rD>. й|п n,plc) . /9/

Wсть 7 е е - tиницальrшrt подгрgФ uа Q (а) z

f (f,l .ХЁfrr?rr'. / Ю/

Тогда он ( аналогично частичноlry подграфу Т" в эашечании I ) не
содераит цикJtов.

Так как 0lJГо - эfiлеров t{ультигрsФ, то кятдоf, ''нечетноl't'' вер-
шине графа 0 иЕцидентно Еечетное число ребер в частичнош подграфе

Г, . Тогла нетрудно ааметить, что MHolecTBo асех ребер частичного
Подграфа Т шоIно раабить на f попагно не пересекаDцихся по реб_
Раш проетшх цепеit меаду верщнаши вечетной степени графа е , что
иа кgтдоrt "нечетноir" веlд!иrrц будет исходить ровно по одноrt цепи.по-
ЛУченное шноIество цепеii ва граФе обоэвачиli череа Д , K(V(W(HD .

Тогда f(Т)-F(Юёffiп2?rU' , и неравенство /9/ доказано.

a

,
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Сравнивая неравенства /5/, /9/ с равенстваr.п /l/, /4/, по-
лучиш /8/. Теореша I докаэана.

Такиrr обрааоlr, sадачу I rrorHo свести к sадаче Е8хо8д€ЕDtя llп-.
киriального соверiденного паросочетанttя в греrф Н . }ту эадачу бу_
деr. вазцвать аадачеlt П. 0пиrцеш сведенrtе эадачи I к ведече П, пс_
польsуя полученнце реаультатц. ЕНачале по шсходноlry граФу 0-(LЦ)
построиш грф F-(r,il,l . М, определесIя весов ребер графа E-C&OI
llorнo исполБаовать шетод Дfiкстра [5J , которшl поэволяет 8а - lс5
Операциft определить веса всех ребер графа 

' 
. .[длее, д.llя граФе Л

накодим реrцевие эадачи П, по aтorry рещевш одноэнечно строится цп_
нишальrпrfi частичrшfi подграФ ?егlсвl . Тогда BU? - rинrrальrпrl
Эf,леров lryльтиграф, которшl и является редениеr. эадечи I.

Рессшотриш эадачу П лltя проп8вольного полного ,r, - вершпвно-.
то(*а.2к) греФа l/.(Х, И) ,l которого ребрач аr.Crl , /1i ,

/1 lfl, приписаЕ ьес /g. , где f,q. _ вещественЕце неотрицатель-
нце числе. [ýlcTb Л.rчff?ri+ / . Припишеr ребраr а9( а граФа Н

ноы{е веса ?i.-7ц,д . Еслrr t2-(uqir,Иriф,...,чhq* шцницальное
соверценное паросочетанио Еа графе 

'' 
с исходнцrrи Becerfi ребер, то

это te паросоqетенuе Ф явrяется l.иниllшьЕцц соверIецнцш паросочете-
ниеш ве графе l/ с вовtlllи весаraи ребер и наоборот. В дальнеltшеш бу-
деш рассшатриветь граф Ho(Ir|,t) с новшtи весаци ребер.

3 а ч е ч а н t{ е 3. В грвфе /,/ Елполнево строгое неравенство

"треугольцика":

loi .r; "?; , i 1к, j / к. /ll/
Рассшотриtl аадачу I лля граФа l/ . IýcTb Н v? - rинrrrалькrl

эlлеров rryльтиграФ граФа Н . Тогда 7 - ши"пшадьlшfi частrчшrl
подгреф и8 цноlества ,Л(Н) , Так как иIseT Iесто строгое неравевст-
эо /Il/ на графе н , то F(н)эн, v(w(ПD.иlцнЕlfow)п?еvсwrнп.
следовательно, шинишальюrl частичншfi подгрэФ. ?caCBl явrяется со-
верrцевнцli паросочетаниеrr на греФв Н . С другоfi стороЕш, еслч 7t
- соверценное паросочетание ва граФе Н , то 1rr(а(Н), Следовательво,
искоr.ое рещени€ sадачи I для граФе будет таrr€ рецеЕrrеш дJtя граФа Н
аадачи п.

Такиш обрааоц, вадечи I и П аквивалентнц, и еслх Iш учееrl дос-
таточно афФективно рецtать аадаtlу I, то столь re еффеrтrЕЕо сIоlgI
рецить gадечу П и наоборот.

В дадьнеf,щеlr такие понятия теорих графов, как "цшrл С "r"па-
росочетавие u' ф шлш "rryть Р П, HaI булет улобно рассl.атриветь вак
некоторц€ rrнorecTBa 4 , l, , R , еrеrrевтеIп котоЕх являDтся ро6-
Ре, состевляDцltе соответстЕенЕо ц[tlл, паросочетание иtи цуть.

Рассшотриш произвольное совершенное перосочетанrtе ч| с l+tНЦ о"6-
Ро tb ( Ч . Преобраэуеr полшl ,r, -верiцинrrшfi граФ l/ в некоторцi
полшrlt грф HL(X, //) слодrэщlx обреэоI: верцмнач граФа вsеицно-од-
ЕоаначЕrra обрвsоl приписенш ношера верЕин граФа 17' , при aтou каlцо-

!

,
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ry ребру au приписан вес /i , такоfi чlо

[ -r"a ,еслu ui € ч\uс,а,
.р;, t . /l2/

l fi ,в противнош случае

l Л е ш м а З. týlcTb ребро ur,* кратчаftшая цепь и8 верJIинш

l t " вершину ,r"L на грsФе ll' , тогда существует такое шини}iальное
lпаро"очеrанпе Ц (W(Hrl чтоеl.*сЩ .

Д о к а а а т е л ь с т в о. Предполоrиrr противное, то есть
цяrдо€ r.ияиliальное соверленное паросочетание на граФе l/ не содер-
r.пт ребрЕ uсrf, . Рассшотриш прои8вольное шиниllшьное соверщенное
Паросочетанuеч Hs. Н u шlделих в граФе Н цuкл С , обладапщлfi
следrDциши своfiстваrrи :

l/ ue*cC ,z/ ССur|JЧ
Покаlеп, что вцполняется следп)щее веравенство:

деftс твител ""о, " ",{''r::r7';,{;:: :" r' no о." 
"ч.три 

вая 
" "";:::_яое паросочетание u"JСЦrСlЦGПЧ), получаеrr, что его вес удовлет-

воряет следlDцецу соотвоrцеяиD:

1э'с 
at, ) - f,tч О С l -f' с t (l ц ) у. c.rlo ) < р.( ц )|

u ч - шинлlliшьное соверщенное паросочетание ва граФе Н l сод€р_
шащее ребро Ча . Получиrr противоречие исходноtry предполоrеЕиD.

IIýtсть цикл С на граФе l/ состоит иа цепи (Цеil , at)ir, Uф;, ,

'%i2лlizо' 
iiзоrп ) ш ребра ZCrn ..РассчЪтрий-iикл С' gg

граФе /У' , ёостОЪциfi йЭ че1u(.аir;, , uiib 
.r _аiзrз ' . .. . , аi'rлl

u ребра ц;а . В силу /Iz/ u /lЗ/ uуееуз р'ССхЙ;il.riпrа ато ripo-
тиворечит условиD лешIш 3. Лешrrа 3 докааана.

леrrrrа 3 устанавливает лостаточное условrпе вхоlдевия проиэволь-
аоро ребрd uей на графе l/ в шиниrrаJtъное соверrценвое паросочетяЕиэ.
týlсть по-преавеlry uе'аС Ч. .

l Л е tr ш а 4. Если ребро u/,* не является кратчаfiшеit цепъD иЕ

| 
вегшtш е в верцц}r ttlc на грsФе l/' , то суIцествует TEIoe совер_

| 
щеняое паросочетанuе t 2 ва граrф Н , что дJrя весов паросочетавиfi

lЧ " Ч вцполнено строгое HepibeнcтBo:

/'tчl, ?'(Фr>
До к е э ат е л ь с т в о. t$стъt, - соверiцеЕное паросоче-

тание ве граф€ /l/ ишеет виД (uriф, Ulgir,...r Nrфе-пir9'...,Ч;чr)'
гДе i"9_r-C , 'b?-*. Рассrотрйч Щ- --соответсЪЪййdе соверrцен-
вое паfiосочетвяие не гра(Р Н '( .uiii" , Цrgr" О!?9-ri"",... ,
aln_rr*^) . В си.qr неравевства /tt7-Kp.rчiltb" чепъ $;rе-r.iу вер-

щлнiЙ t п ,а ва графе l/' состоит иs последоватеrько черел/Dщ{хся

ребер, приналлеIаIцr.( соответственно z\ clti ч ui.IýcTb Rirn иllеет
вид: |азiч, цфir,..., uiоф, *iiл ) . РессrотршI цхtл Cr на

граФе l/ , rЪторll-состоит ив -ребер путu R"n 1 uсй, ЧrL о . . . ,
or;-rri ' lrin ) и ребра ocn. Тогда в сиrу предЕоrщеIta леш 4

,{

,
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вцполняется следrDщее неравенство:

1'(СrОч) > ?'(сr\ч). /l4/
Рассrrотрим на графе l/ совершенrrое паросочетавие cr>e.(чxCtllJCl \ч).
Испоrтьауя неравенство /14/, получаем оценку для весов паросочета-
нпftФt uDе . ??Ч)r"/(аf) . Леuuа 4 докаэаяа.

Лешrrа 4 устаяавливает достаточное условие перехода от ишеDще-

гося совершенного парососчетанпя 1rr, к Hoвolry совершенноrry перосо_
четавию z% на граФе Н с меньдплrr весоц.

ý ?. Алгоритм нахоrдения uиЕиr.шьного соверецrrrного паросоuо-
тания в полноri неориентировавнош графе со вавешенншt и ребраrrи

Рассшотрим аадачу П д.пя полного 77, - верцмнвого ( 
"r|.2 R) нео-

риентированного граr}а Н-(Х,Ц), у когорого ребреш. азсjaа , !<i ,

/ < ta, ПРИПИСеНЦ ВеСа joq , ГДе 9p|j - ВеЩеСТВеННШе ПРОИ9ВОЛЬНЦе

числа.
Вначале рассuотриш проиввольЕцfi полlшfi двудольнцfi частичrшfi

грф Н'-(Х, И') граФа Н , TaKof, что

X-\|JX", Х, цХ"-/, u}r- uir-Й |Хr|-|Хr|- к. /$/
t[усть Д", - матрtiца весов ребер граФа /' , которая с точно-

cTbD до перестановки строк и столбцов иr.еет следrющ,tfi вид:

,

"Pq-

Так как rrатрица ,4|. сишriетричЕа относительво главной диаго-
Еали, то дJlя построения l(иниllального соверщенного паросочетания на
графе //' достаточно рещить sада\у о па8ваqециш на шивиlryш для под-
rrатршrп{ раэrrерност" frf {r"пппrп, Д;. ) , которая находится в ле-
Bor. ниIяеш углу. .Itля этого потрсбуется порядка zrz'gцgрqцrtr t4J.

Обоввачиш череd ut, совервенвое паросочетgние на граФе l/ , ко-
торое иrreeт следrDцDtft вид:

Ч - (UQф.t, Ui"r'r-з, ",, ЦcK_lt;_rrai*ir-),
а череэ f - класс всех полнцх двудольвцх частllчнцх графов граФа #
влда /I5/, такuх что, еслп фсr,Uрс€, то дJIя .lшбого |-1,4.,.кэер-
цинш с вошеречи ф п 2*к ваходятся в раапшх долях ггаФа {.'. До-
каIеш следrDцýrD Teopelry.

Т е о р е r. а ?. Каrдое совер,rцецное паросоqетение Еа граФеl/
леrttт в EeKoTopoI дryдольЕош граФе lэ шасса f

Д о к,а э а Е е л ь с т в о. Рассшотриrr проиэвольное соверrцеЕ-
gо€ паросоqетлчпе а., ва графе l/ . Тогда lдlоt€сl.ао ребер ц' U Ч
составrяет l.ноIество поперЕо ld8олпрованЕцх днrг от друга циклов чет_
Hofi ллпюr, lrваче наfiдется два сr|еtЕцх ребра, приналлеrадш,lх одноr.у па-
РосочетавиD.

WСТЪС'(tlо*, Qъос, Z"rоr,...,uцr_rаr",Ъо;' - ОДИВ Иа ТаКИХ
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цишов " р"6рл^tъъ , 4п"ф , . . . ,/ъочоrоп"Iат в паросо-
четании ч . Отнесеш верцrиrш с ноцераriи пr-, п", а, , . .. ,

п"р_g ,22P_tK Хr, аверIцdI.шсв.мераши/t, l Пq l...lH2P к
Х, . Поступиш точно так re с другиriи циклац}r. В реаультате полу-

a
чшrr граф
кааава.

4rС , в которош леtит паросочетеЕuе,о.' .Teoperre 2 до_

Иа Teoperor ? непосредственво вцтекает, что для реiдения 9адачи
П лля граФа # , достаточно рецить sадачу П для каrдого и8 графов
классе Е

h обосновши алгоритш решеЕия sадечш о шшниllальноtl соверrцев-
Вош паросочетании в полвош EeoPиeEтиpoвanrнor. П - верллнноч граф,
а следовательЕо, и алгоритш дJIя рещеЕriя исraодвоfi sадачи о кратчаf,-
шец обходе всех ребер /z - верцинЕого графа

Boefi рабопr требует порядка ttJ2
в

lreт
-(X,|l) . Этот ал-
l йlЛa , ОПеРе-гор1,1тl. д"л,яrn:-C

циft ( 2т - цоIцtость шHorecтBa Е ) и порялка а2 ячеек пештш.
Автор вцрЕrает благодарность В.А.Перепелице ва постаяовку sе-

дачи и постоянное ввиriание к работе.

Поступrла в ред.-иад.отдел.
?9. I. 1974 г.
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