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0 числЕ IIдр гдмильтOнOЕJх lIиклов в поJIнOфд грдФЕ, имЕюц[4х зддднноЕ
числ0 0Бщ4х рЕвЕр

А.Д.Корчryнов

ý I. .Постановка аадачи. ФоDrrулировка реа.ультатов

Гýсть { оэначает полнцfr неориеrrтированнцrt граф с /е Hyriepo-
ванншraи верцинами и пусть С есть проиавольшtй гашильтонов цикл
в граФе бо . Обоаначиш череа НоrС,С) число гаrrильтоноslх
циклов э 0о , которше иriеDт точно по Z обчих ребер с циклоri С ,

0 < N< а. В чястности, Hn(C, О) оэначает число тех гаriильтоношх
цuклов в бо , которше не имеDт общtх ребер с циклоrr С

Qtlевидно, что Н*(С,z )-Н_(Сr,z) для rшбцх гаrrильтоношх циклов

С u С, " бп . Поэтоrrу вместо l/|o(C,z ) булеш испольаовать обоа-
начение Н rс lо

Определению величинш Н4(о) посвящено несколько работ fI] -
t6]. В них содер]Еатся реаультетш двух типов. К результатаr. одного

типа относятёя те, которше доставляDт точнше Форlryлш дJtя величиЕш

Н,L(r) при Z , 6,лuвкцх к п . Так, напришер, вЕ I] покезаноrчто

Но(п-2)=Сi-",
На (п - 5) - 4 С: -.jrъ2 . lrz ,

Н. {п-N)-25С: - t.', 17r?*"-/о5п.

К результаташ. другого типа относятся те, которше доставляDт рекур_
рентнце Фор}rуль! для величи61 HorN) при лDбшх z п 

' 
.В частнос-

ти, одна иа таких наиболее проэрачЕцх Форщул, установленная в[6] ,
иrrеет следrюциrt вид:

,

,

н

Кроше того, в [6] покаэано, что
сп.-l>! 7эz \< н4(о)<(п-о!/2.

Полученlше Форrryлш хотя и поаволяют рекуррентно находить вели-
чину Н, r l ) , однако по ниli трудно что-либо ска9ать о порядке этой
величинц. В свяэи с этим обстоятельствош воэникает вопрос об асиrrп-
тотическом поведеЕии величины Н*Сt ). Иаучение этого поведевия и

является предшетом настоящей статьи. Ее ocHoBHoir результат состоит
в следrDщеш.

l Т е о р е r,l а L При лпбой константе С, О , ru-ф и любоrr

IZ, - Zсп),<сlЕ ишеет шесто асиliптотическая форtiула
l
I

,r, - {Г# Н._rIr- /)- # на_2о - t)

- * Hn_rr2 r, * Н?L_2(2 )+ Н'._ 2(N-2Л

+



0 числе гамил

дится точная форшула для величинц
вид.

Н_ (О ) .0на иrrеет следmшлft
,ъ

4

a

Но{ z l - ( rL - t l ! zz-'7 сz! е' t о)

С л е д с т в и е. При tа-ф и любом t--tcny-o<fil
ишеет место асимптотическая форr4ула

Н сN>-сtъ-,tl! zz-t/cz!e2 l,tъ

З а rr е r{ а н и е. 0граничение на ? свя8ано с теш, что при

ббльцмх z асиrrптотика для Н,ъ( N ) имеет другоfi вид. Однако та-
ки!aи 

' 
rд{ не ивтересуемся.

Доказательство теорешш проводится в два атапа. Сначала нако-

Т е о р е м а ?. При лtсбоt а справедливо соотноrцение:

1L 
(о) - со- tr!/2+ iý r- tlё(rъ- t- t l I х

е-о +t
t.t

lъ-ё-lr.1

d.I

t

Иа этой Форшул{ иввлекается асиr.птотиtlеская форlryла для Н,rФ) .

3атеrr.находится асиr.птотическая форrцуле мя Ha(t) при лпбош L<cfn.
В ваклрчение статьи шш покаэшваеU, что испольаование неравенст-

ва Чебшщева в принципе Heвoalio,aнo для доказательства следrDщеrt ги_
потеацi если к-к(Е)) пс|оrъ*С) , где , - лDбая полоrительная
конс,ганта, то в большенстве веориентированншх,граФов ( беэ петеЛь п
KpaTшJx ребер ) с rъ нуrrерованшми верцинаtiи и К' ребраши ишеDтся
геriильтоЕовil циклш.

Иа этого, в частности, следует в€состоятельность "докеаательст-
ва" эToft' гипотезш, которое содерIится в работе Е 7] . Правда, польау_
ясь этиll шетодоlf, шоrас убедиться в справедливости следуDщего ФаЕта.
l Т е о р е ма З. Если К.rъfiс1 trъl , где f(rr|<oo l1рпrъ-.ф,
I

| то в больrд4нстве неориентированнцх rL - BeplrиHнtlx граФов с К ре0-
I

| рами содераатся гашильтоновш цикля.
Ь не будем останавливаться на докааатёльстве этого утверадения.

0но проводится по полноГт аналогии с опроверf,ением сФормулированноfi
гипотеац, которое излагается в ý 5. Отметиш лшдь, что справедливость
чуть более слабого факта бшла установлена ранее В. ПерепелицеП Г 8J .

Именно, им бшл предло8ен Taкort алгоритlr, которцlt для большенства
11, _ вершинншх гра,lов с к ребраr,tи поэволяет находить гаtaильтоно_

вы циклц, если только КrСrп|Бо
Позднее частяцit случаlt реэультата В.Перепелицш бшл передокааан

Дп.Муном [ 9] .

2. Точная форiбlла для Н* C?l

Вулем считать, что верцинш полного грвФа бru перенушерованш

числаши I, 2, ... , rL . В качестве гамильтонова цикла б Boэbrrerr

цикл, иэобра:lенншfi на рис. I. Все ребра этого цикла эанумеруем

ý
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Рис. I

числаши Ir2, .,., lL так, что пepBtllt номер получает ребро( I,2 ),
Bтopoft Horrep получает ребро(2, З) и т.д. и, наконец, Е -fr ношер

получает ребро ( tL , l).
Обоэначиrr череэ R( ýl , Sr, , . ., Sc ) шноreство всех теких гауиль-

ToHosIx циклов С' в Gп , в которцх обяаатеJtьно содерtется s, -€r
ý, -€1 ... , Е -е ребра.

Л е м м а I. При любом п и}iеет шеето соотноlцени9
п

Н" {0 t-ctt -l)!/z,|r-t| }itrS,,.,ý.) l,
l. !

где } 
* 

о.""rr"", еумширование по всеш неупорядоченнцrr вцборкаrr эле-
шентов иа riнof,ecтBa {t, Z, ... , П|, alR(ýr,. ., Sr)l оаначает
шоцность rrHOIeCTBa R(ýl', ..., ýa) .

Док а а ат ел ьс тв о. основенона испольаовениипринци-
пе вклЕчения и исклDчеяия. В сашош деле, если некоторцil цикл с' не
иrrеет общих ребер с / , то С' учитшвается один раа только в пер-
вош слагаеriом. Если пе С' иr,еет Z общ,tх ребер с С 1 то1 оч€tJи.щr

но, с' один раз учитt{вается в слагаеrrоц (r& - t)!/2, paBHoDi числу всех
гаrrильтоновцх циклов в бп , с: раа - в слагаецоlr l'lrrýr'. ''ý,)l
прu L е Е t,c1 и ни раау не учитшвается в ocтaJrbнцx сrагаешaх.такttr
обрааоrr, в правоft части ( I ) ццкл С' учитшвается

'- с: * c:-c:-...,c-tfc! - о рав.
Тец сашлrr леш!rа докааана.

Подсчитаеч теперь величину |P(sr, ,. , ýc)l . IlfirorecTBo
qиеел {ý,, ýr, ...,ý.} при {irr.....i, рааобьешнаlr8к_
сишальнце интерваJ&I с теш условиец, что есди ý, - t u ý, - ',то вшеgтО двух интеРвалов' одноцУ иа которцХ принадлеIиТ J, 1 8
другому - q , рассrrатривается оидв интерваJI, являDщritся их объед,t-
нениеч.

Неприrrерr пусть п = 6r а ý, = 2r' ýr = 4 n ýr = 6. тогде в
качестве интервалов рассматриваеш шноIества {l, а, 6} n {4} , а
не шноtества{ t, а}, {q} " {6J.

Обоэначим через х, тот интервал, котороцу принал,lеrит J, ,че-

/l/ ,



л он

J2

s,
рев - интервал,

{ fn, , ý.}
обоэначиш интервал, которому принадлепит tинимал.ьное число из {q ,

ýz, .,., ýr} , "" входящее в интервалц 4,Хз,...,J._!, ъrr-ZrJ,....,
В paccrroTpeнHor, приriере Jn= {t, 2,6|, , 1". li| .

Иа определения следует, что все ребра цикла d , Horrepa ко-
торцх принадлеаат одноlry интервалу 

'Ф 
, t 1ф <1', обрааJrDт цепь.

Эту цепь шt обоэначиш череэ Ц. .

| леrrша ?.При.шбшхдотrустишшх ý, , ý, , ... ,ýJ та-

|*"*, *rо tHoIecTBo {ý, , ..,, ýa} состоит "?_з riЕтерваловrспра-

|ведливо соотноцение l((ýr, ..., ýa ) |. (tъ-ё-!>!l '.
I

Д о к а э а т е л ь с т в о. Если rrf,oшecTBo(ýrr,l,. , S,.}

состоит ивr2 интервалов, то .lшбоfi гаrильтонов цuкл C'cR(ýr,, f,|, .,{)
иi.еет следуDIýrD структуру. Если переrrецЕться по циклу ,d' , начиная
с проиэвольной верrrrrнш, то при поп8"цении в конечн}m верцину какоfi_
-либо цепи t* , t €фlt , придется проfiти ее полностьр и вцfi-
ти на другуD конечнJrD вершну цепи 4- . Такиrr обреэош, во внут-
ренние верtинц лрбоfi цепи нельая попасть непосредственно иэ верцинц,
не принадлеrащеfi этоfi re цепи. Это оанаqает, t|,г9 tсдlц}rп t|€пь Ц_,

! <tл <1', цоtно рассшатривать как единое целое и лредставлять ее
в виде "обобщенноit" верчп,rнш. Такая обобщевная верtцина отличается от
обшчноfi верцинц следпOциt . Если вэять произвольнцit цикл С'еРС Sr,,..rt1
и двигаться по нецу, н9чиная с некоторой верrд,rнш, о при прохоrдении
обобщенной верцинц надо укаэать одно ив двух направдений, в KoToporr

она проходится. Ведь эта верцина соответствует цепи, двиаение по ко_

ToPolt шоlет начинаться с одноfi иа двух коЕечншх верIин. В остальном
re лрбая обобценнея вершина ничеш не отличается от обцчноft верtинш.

Напришер, п}сть Е- 9, ýl . t, ýr= {, ýr,5, Sч, |, {,9, а чепь
С' состоит ив ребер(З, 6), (6, 5) r(5,4), (4, '?),(7, 8),

(8, а), (2, I),(Ir 9),(9, Э)(crr. рис.2).
,

Koтoporry приня,цлешит riинишальное число иэ
, не входящее в tr, , u т.д. Вообще череэ J_

t

,

1

Рис. ?
тогда l' = 3 и иrrееш следуDuие цепи: Цr-(9, I), (I, Z)lljlQ, il,
(51 6) ; |r.(?,8 ) . В качестве обобщеннцх вершин рассматриваDтся
llноIества {-l,z,э } , {ц,5,6} и {z,B}.

Из скаэанного слелует, что все циклш С'еР{Sr,,..,!t) шошно

построить следrDщ,tli образоri. Сначала строятся все г9шильтоновш цик-
лц d' , проходяшие череэ обобщенвце вершинц без учета направления

l/
\/
/|

t

l

l
l

rl
lr
,

,

,

a
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их прохохдения и череа все остальные верiлинц. Так как число обоб-

щеншх верrцин равно t , а число остальных верЕин., как легко ви-

деть, равно ,ч-(ё+ч) 1 то обшlее число вершин равно ra- Ё .Поэтому
число таких циклов равно ( р-ё-О!/ 2.3атек в каtдом цикле укаэш-
BaDTca нgправленltя прсхоtдения обобщеннцх верцrин. Так как число
обобщенЕдх верщин равво О , то иэ ЕаIдого цикла ,С' получается
ровно 2d цик.fов |lбР(ýп,...,f, ) . Отсюда сJtедует справе.цливость
лешцц.

Лешrrа 3.Прилпбшх t9 u l , l<L<п.,справедливосо-
отношение

l

| фЬ(ё,ru-ll

l z'lR(ý,,.,,, Sб )|- (tъ-|- D! ) zО- t х

ё,tl+1 rg_1-9r,, z z ie**,ci:i_tc
C- t ur.,

(сlсtсл Z' определен в лешuе I ).
Д о к а э а т е л ь с т в о. lýlcTb rrHorecTBo{9rr92,. .,ý, }

состоит uвО интервшов 11 ,l2,,, , Jo . Тогда циIл-f шо*но,
очевидно, раэбить на цепи ц, ц;, Чr, ц: r, . ., Цо, ц;,
где_цепь Чi , |з L<O ,. соответствует интервалу { , " ц"пi
|'; соелuняg1 цепи 

_ {о Чl,r, . Напришер, rrусть !, - |t, Z,9|,

|' |r:: }, l_- |Ч,5,0 } r "r,. рис. 21 . тогла lr- t ), ti, ( t,зl; цiiz,rl;
Чr-, С? ), Ц; - (1,4); Чr - (ч,5),(r,0); l4i. <Z,tl, t э,ll.

0тсюда следует, что для лрбого tiнoaecтBa 
{ d, '. , 

ýa} ве-
личина 

' 
не шоrет превосходить пъLru(L,,tъ- 0r. Поiтоцу вцраIение

J'lПС sl, ., ýt) l r*т:;::;вить в виде

2'lп.ý,,,.,,9.) l-Z 2
O.t

ГДе 2olK'ýr, .,ý,ll есть сумма мочЕrостеfi тех MHoIecTB R(Sr,.,.,ý1 ),
когла {ý,, ,lr} состоит иэ о интервалов. Такиш образом, нядо по-
каэать, что при любош О , leO<raitъ<L, о- L), справедливо равенство

J rПt S,, . ,., ýr);

t

|,t
Убедичся в 9том. Если череэ

{ _ ллину чепи Ц: ,

ние цикла С gа цепи Ч,
следrDциu обраэом:

0.t

о-2
о- |-ъl - 1

,ýr) l,

L-c+t ъ-€-о+1

/?,,/
ur. t

li обоэначить длину цепи Чt ,а череэ
t<i<o , то нетрудно видеть, что раа5ие-

, ., ,.,Чо, Ц; мошет бшть эаданоц;

l

lP ( ý. ,о,

(a_d _ t'l: Z"'' / Z (l + ol ci:i_, с:_: __ _ ,

I. Уrаэшвается набор чисело

|l-t, " !,, l
i.'

(lt, lr, , lu таких, что
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2. Укаашвается набор чисел
0

) lr- "-t, а !i' , t.

t 0n', 0|, . ., е;) таких,что

L-|
3. Укаэшвается ношер Toit верчинш в f , которая находится на

стшке цепеii ff, " Чi
Иэвестно, что при фидсированнош l, число целцх полоцит€ль-

ншх рещениft уравнени" Ё 0, - t равнс С::;, , . Аналогично

при Фиксированном С; ,r'"lno ч"^х'поло8ительнцх решениfi уравнения
,.l

2t: - ,о-Ь - ti ч"о"о C!_!_ei _ t _ . Кроше того, легко видеть,что

'ib" ."u""""* е| " |; " *"i""r"" верциЕ{, которая является об-
цеlt для цепеit Ц, " ц| , rrогут бшть только 2-яr,З-яr,..r(|rr |it tl-"
вердинl!. Поэтоlry число способов вIлбора ?о uепеlt /j, ,. q: , Чt'
ц; , . ., , Цо, ц; , когда цепь |, состоuт пв l ребер, а

Ц; - uа ц| ребер, в точности равво

с l+ul rC|_ 2'_, С:: : _ъ) _ !
0тсюда и иэ лешriш ? следует, что cyrrмa мощrостеfi всех тех мноаеств
(( ý, , .,.,ýrr, которце состоят иэ t' интерваловrа 0r-l, lj - ul,

равна ( п,-| -t>! Z!'' ri_-|_, Cf,,-_'"__ _rcl +ъ,l 1 . Теперь, эаr.етив,что
С, не шо8ет п9евосходить l-it t , а t}. ,ъ-t-о*!, и просуriширо-

вав по всеш q " t; , получаеш соотношение (2).Лешrrа докаэана.
Сгlраведливость теореlrц 2 теперь непосредственно слелует из

лешш I и 3.

ýз. Асимптотическая ла для Но (0)

.1

Наша цель эаклDчается в Tolr, чтобц покаэать, что среди всех
сJtагееццх в точноlt Форц/ле для Нfu(0) основнцши являются те,ко-
торце cooTBeTcTBJrDT значенияti L< lо- Ltogr"] ц 0 . е .С этоi,r

цельD sIрsIение дJrя НоtОl иа Teoperie 2 с учетом равенствагl.,zrl,п-И,|
при rr,> Ч u t с Lо представиш в виде

нв(оt.(rъ-lr!/r-'!Ц{п,Lо)t Ilrlп,lо), /з/
где

tct
ilr{,n,Lr) _ 

' 

c:|l|(o-c_rl!J zo ,r.

L. | о.|
|-о+! п-L-о+ !

, ) 
' 

<|+ъоrс::;.rсi_-i___r, /4/
t.t ч-! fu

Цrсп,l,> - 2 с-|
t-o,1 о-ьЗ?it

' 
2 il,-e-t Ф.!

, аПrъaС.rъ - t)
l'c п-L - l)! 2 Zv 'l

- rо-2 ло-2)Lё-с-t Uo-L-ul- t
l

/5/
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Оцениrr сЕачале величину l/оlп,Ьо)

величине 1l +ul) Ci:i_, Ci_', _- _,

. Раяее ш{ yle отшечали, что

8qлвет число способов шrбора 8 rr

состоит иа / ребер,

. С этоfr цельD величиtry

ь

цепеf, Ч, , Чi , . , ,Чо,Чi, когда чепь |,
е N' - uа а, ребер. Поэтошу

'а 
lakLa l.е-a'

lr{,ъ, Lо) * ,I,* ,tn- С- о! |', ClZo .

1 r"'', t!<rt - ll)-(цбg toe Ьlrо> - о(h1.- lr! )- ,ъ| /в/
{, tot l

Наltдеш теперь асицптотику для l/r<o, t.l
ll, { о, ёrl представиrr в виде

llrtortol - l!r'(,t,e; + tt| соrLо) /7/

где

..l 0' t' r

il|сп,tоl . |t-tl|c*-b- о| | zo х

ё.2 1.1

L-о+!tъ-ё-о+! л - .,-r--2'-'с!*-,с::;_,с::1___,, /s/
С,| 1r,t

а lt|to, bol равнв суrrше остальнt!х слагееrдrх uЕ /4/.
Каrдое подltноrество, в Koтoporr содерrится, по KpaftHefi шрре1

два соседних числа L " i, т.е. таких L " i, что |i-jl - |t

(вообще говоря, неодЕоэначнцlf способоц) шоrно эадеть:
I) укаэаниеri парц соседних элешентов ( ишеется не более ,& та_

ких BoaшolнocTefi ),
а) укаsаниец остшьнцх { - 2 элешентов ( иrtеется 

"е 
Oonee {_-j

таких BoэraorHocTelt ).
Поэтоlry

|-2 tr- t
lo

. jt rъ-t -rr'*C:_:zL - О(rru- 1l! l /s/
|-2

Оцениrr c'epJry tl|<n,Lol . Величина 
*-ý*|r*-rt'_r___, 

аадает
{.t

число реэншх С- элешентншх подцноrеств цноIества{I,2, ..rо},
в катдоrr иа которшх нет. соседних элешентов. Поэтошу ате величина

равна числу всех 0 -алешентнцх подцноtеств беэ чDrсла тех, в кото-
F,шх имеDтся соседние элешентц. Так как число перЕlх равно с: , а
число последних, как J,!e покаэано, не превосхол", пССо'_2, l То
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с!- *ci_| !-ý" rr* -, ф
ul.t

Отсрде и иэ определения il|t п, L,>

l|со,t,r* ý,-rr'(*-| -tll zL С!

-2
-|-ul-, сё

fъi

получаеri

+

f

L- t

|.t

L.I

3,*-r-ll! 2ё.С:_:, /lo/

/ II/

/lz/

,l| п, С.r,ý с - l>t t tъ-L - tll zё Cj

Ь. L

В своп очередь, нетрудво видеть, что
to

,
с. '

3,*-ь - tl| Эё,t,С|-_!,

(fu-t-|l Zt*C ё-2
,|- 2 0((tъ- tr!l ,

<rъ- l)! /lз/

Иа /|о/ - /IS/ и соотнощениfi

ý,-,,' i ="-'- r, ý,-r,' $ -o,n,
{-t ъ! ь\* t

слелуёт асицптотическое тоr\ество

l_tо) u <rъ-- l)! /I4/l' 2е'

ý 4. Асишптотlлческая Форшrла для /rъ(?,) _

СпРавеЛпивость теоррllц I устанавливается следrpчЕ|м образом.
týlсть R'С ý, , . . ., ýn ) оанsчает цноrество тех гаraильтоновшх циклов

C'CR<ý, .,.,ý"), в которцх содер8атся ýr -", ýr -", ..., ýа -"
ребра цикла б ш нет других ребер иа С . Тогда

Hntl).,_ z ^. lR'(ý,,...,ý?)| /l5/
(l11..,1)2)

Наfiдеш асrrптотику для lR'( ý{ , ,. , ýа ) | , когда мнопество{ýr, ..,ýn 
}

состоит иэ u интервалов. КяrýrD чепь {, , ,t< i<Ф , как !Е при

дчкаэательстве лешшц I, будеш представлять себе в виде обобщенноfi

верцинц. При TaKorr подходе цикл С шошно интерпретирсвать к9к цикл
С мutlц tt- | при условии, что в кsIдоfi обобщенной верцине ука-

эано направление ее пDохоrдения, когда обходится цикл f, , начиная

,{.,-,,L,o- 
t -tl! z' Cj -t 

rt ; 
-,f i: + 0 ( t ) |{.'

a
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с Heкoтopofi фиксированноfi вершинш.

То re car.oe справедливо и для всякого цикла C'CR<ý,,-. ,ýt ),

которшit при ншlеlt интерпретации будеш обоаначать череа С' .Сог-
ласно лешraе 2 число таких циклов с' , а следовательно, и циклов

d'СR<ýr, .,.,ýr) равно (tr-|-tr!2o-|. Однако нас интересJпOт не в_се

циклш е' , а только те, которше не ишеDт обчих ребер с циклош 4 .

Число таких циклов, как шц yшe знаеш, аадается Фор!ryлоlt

R' (ýr, .., , {,, п(lъ-,l,- л! f-|/e' . /16/
Заfiшешся теперь нахоадевием числа подмно8еств {ýr,. ., ýn}

мношества aL =|r,,2r,,.,n}l Kaiдoe ив которцх состоит в точности
иэ d интервалов. lýrcTb Т{п,t) означает совокупность всох z -эле-
ментншх подriношеств rrноrества 7П . Представиу Т{ru,о1 в виде

Т(fu,ъr-\(о,?)UI(tъ,|), /lZ/
где \(fu,l) есть совокупность таких подriноIеств иэ Тсп,l), в Kall-
доrt иэ которшх содерIится, по краftнеft шере, один интервал длинш З
или более, а Тrtп,?,) есть швоЕество остальншх подtlноlестg цgТtп,N).

| Л е rr ri а-+. Пр" rL-ф Llt.о(r;,2|'rсправедливо соотнощение

l l\ (tL,L)l= 0 QТ(п,I,)l).
Д о к а а а т е л ь с т в о. Кятдое шноrество па Ц(fu,?),lоче_

видно, шоrно пслучить следrющим обраэоrr. Сначала вшбирает,ся интервал
длиtш 3 ( ато шопно сделать rъ способами ) . 3атеш среди оставrrихся
r0_ 3 элешентов иэ й отбирается ?- З элешента(иrrеет"" с:_',

таких воэlrоrностеfi ). Следовательно,

lТr<п,ъ>tr*С|-_', - < ибо l,.о(lъz|r)r -Ьс C!l.
fuя эавеРшеtrия докаэательства лемцц остается эашетить, чтоlГrо,оl.С:.

обоэначиш черев Г(rr,t, a) совокупность т€х liнgr€CTB uв\(а,t),
в Koтopьtx содерIится точно по J интервшов дJIинц 2rО < с < Llz .

| Лешша 5.Если |ч<фl ,а N<CП lгд€ С._проиа_

| "on"""" 
полоtительвая ковстанта, то 1Ttn,,t,Olt - С!е-l2l'

Д о к е з а т е л ь с т в о основано на исполь8овании принципа
вклDчения и исклDqения. Е}се интервалц длинц ?, обраэованнше иа эле-
центов tlнolecтBa й , проиввольнцll обреаош перенушеруеш числаши I,
2r.,., fu . 0боамчиш череа Т<п,'l,,ir,...,iо) совокупность всех
тех t' -элешентнцr подliноtеств иэ OI , котоFе входят в f,co,zl
и в кеtдоr. иэ которцх содерrатся i,-fi, i, -fi, ... , Ll -fi интер-
валц длинц ?. Гýlстьrдалее,

Цlrlt7,6l=)

Тогда согласно принципу'r,i.БJаi;;

lг(о,|, ir,,.,,ir)l
, ,il, fo'
и исключения ишееш

|р

/lB/

| Т ( ru,,|,,О ) l = | Т2 ( 4,| )l - z ( - l >|'l1, { ru, L, s'!
!- 

'

/19/
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}
Теперь будеш рааличат\ дв9 случая:
I). о ar<fi i z>. 

Sli 
< t -< cfi.

Рассшотриш першf< случай. Каrдое t -элецептноё подцноIество
liэ aTL , которое состоит иа J интервалов длиЕц 2 ч Ъ -Z' 'интерва-

лов длинtl I, шоlttо, очевшдЕо, поJryчать следrDщtц обраэоra:

а) ив шноrества m, . вцбирается J интервалов длинц 2 ( ишеет_

ся ве Оолее Cj воашоrвостеfi ) :

б) иа остацrихся tъ-2J алешентов_ шноtестве П отбирается
|-25 алецентов (иrrеется не более Со*-zэ вовцошlостеfi).

Поэтоlry

Llz Цz

tji-ll'71,1,п,,l,,а,|. Я '| 
CI-" ,

!,! t, !

. (ибо t-|fr> - ocCll1 /zo/
Отспда, а TaKie пв /l9/ и соотноцения

l|tп,л,11 - |Т{п,t)l - |Т,{п,ъ> |- (сш.лешцу 4 ) - С: /Ыi
ПОJryчаеш |ТСП'r't,rl)| - N| . Неконец, дJlя sаверцения докаsатель_
ства лемшц пр".Lзй остается воспольвоваться очевиднцц соотно-
щениец С| - С! g-'l' 2/п

,tru
Рассrrотриш теперь второfi случаft. Квк и в первоl слJrtlае, убеr_

даешся, что
Nlz

l Z с- t)'11,{rt,,Ф, ))| - о<С).
l-€oo

EbrecTe с теш при tзСft
С! u-l't"

Поэтоlry

tlz

li <- r>ollr*,l,,)| = о(С: ,n'/\ .

',hъОтспдg, us /|9/ и ле,tiц 4:слелует, что лля докааательствв леr.rш 5
остается убедиться в справедливости,соотtlошения

0rr.rъ

IT2(fu,rlt+ic-ll||,l,cn,|,5)- С!r-О'/" /22/
7,t

Длв этого оцениI величину Ц(О,L, 
') 

. С одно,-t сторонц., повторяя
рассJrrденИя, проведенЕ[е при рассхотрени!r первого сцучая, поJгучаец

'll,c о,7,, ot. С| С|- " . c: ri t hl" /2з/
С ,qругой сторонш, покqrеrr, что

iltп,l,, ,) - с:с} {|)" t, - #!л)
Предварительно введеr. следrDщее понятие. t[усть q " |,
произвольщх интервала, состояпрtе шэ элеraэнтов шHorecтBa

u |v, + <rО ИЦееra

с, с:

/24/

- два
tп



Скаrеш, что tI

tlчислоli иа
" t, рбаделенц, если r.одуль раэности шеrду любtлrr

и лD(hr, числош ив Х2 не шеньще а.
t

Легко повять, что только lpe слагаеlGIg 1Т(rъrz,ir,...,ir)l us /I8/
отлцчш от нуля, когда ir-fi, Lr-й, ... , i, -ft интервалш по-
парно раэделенш. Такиш обраэоrr, число ненулец{х слагаешцх в /lB/
ревно числу вшбора б поперно раsделеннцх иfiтервалов дJtикц 2 пgй
Если обоэначить это число череа МtrЪ, )) ,, а черев И'{ru,!) обоэ-
начить число таких способов вшбора J интерваllов длинц ?, среди
koтopьtx присутствует хотя бш одна пара нераЕделенншх интервалов, то

ИtП, lbC!- И'(rЪ, О' . JIпбея,совокJrпность иа J интервалов дlиlш ?;
которая учитцвается в Ц'С rЪ, 5 ) , шоtет бцть получена следrDцшш об-

раэош. Снвчала вшбирается пара яераэделенш{х интервалов дJtинЕ а(ише-
ется, очевидно, не dолее 5п воашоrностеЙ). 3атеш отбираптся ост8ль-
Е!е J - ? интервал€t длинш 2 (ишеется шенее С; - 

воэшошвостеit).

Поатоlцу

Ис ru; l>, С!*- lruC:- 
22 

1 uбо .<l,t,rъ >, С| С n- "^Т" . 

' 
, /z5/

Ьц""", снизу величину |Т( fu, |i ir , .,, , ir>! в случае, когда . i, -fr,
. . . , ia -fi интервал{ длинн ? попарно раэделенш. .фtя этого вве-

дец шношество ТtП,,Фrir,. ..,io), состоящее иэ следЬIш,tх С -олешент-
шх подцноIеств R. э T{l . Подшнопество РСТ'Сп,а, i' ,,., , io),
если и только если в неш присутствJrDт все числе иэ с, -го, ...,

0о -го иЕтервалов и в Herr естЕ хотя бц один интервал длинц не ше-

нее 3.
Ив определения цноrеств T(o,|,ir, ..., iol, Т' Ur,L, Lr...,Lr,

и того Факта, что чйсло всех t -элешеЕтншх под{ноtестэ us й , в

которше входят алешентц l, -го1 ... l io -го интервалов, равно.
пl- 25Un_2a , следует, что

|Гtп,r,i,.,.,%rl - Й_i'r-tТ'{п,r,ir, .., i!)l /26/

0цениш_свер]ry величину |Т'( rv, N,-il., ..., ir)| . JIюбая совокупность
xв T'{rt ,T, ir., .,. , Lr) шошет бцтЪ получена следrюцрrш обрааом.Сна-
чала вцбирается интервал длинш 3, а эатем отбирается недостаrощее

чпсло алешентов иа NtrL . Воспольаовацlись атиш, нетрудЕо впдетьrчто

|-f 
|{ ru, ъ, i1,., .. ., ir) l . " С:- _::- 

З * 2 э С :-_'r: 
-'

0тсодв ,u uв /?5/, /26l получаеш

trl { п.,N, l >,с| с, - czИ:' П7 ( С: _'r'. - " 
С:_1'о-'- zo c'i|oo-' ) .

Неконец, воспольаоваыlись теш, что .J <0** u t<ОГrъ , нетрудно убе-
диться в, Tolr, что правая часть последвего неравенства шоrет бцть эа_
ценена направJrючасть неравенства /24/. Кроuе того, используя /2З/
u /24/, убеIдаешся в Toli, что

l



еrrn'i-,-r>o 
|L(п,ъ,.) < C|cu-z'/"- t, ( ,t - o(t), ,

t.7
efufu 

^l -r'|о ]

f c-tf 'Иtо,N,a )> Cice-o ''- l, ( | + о(!,),
!=|

Иэ /2l/ и последних двух Ееравенств следует справедливость соот_

ноrцевия /zz/ . Тем cattцш , леraма доказана.

i--;"uua 6. Если lч+ф,',У;rL."{i l гд€ d _произволь_

l ная полоrительЕая константа, u. 0 < l < lоgrrъ l То

1Тrо,t,о,l- b<#l'
Д о к а э а т е л ь с т в о. Все шноrества иэ Тrr*,") l кото-

рые состоят из J иJrтервалов длинц 2 ц ?, - 25 шнтервЙов дд!нш I ,

rrolнo получить следrrсчиrr обравоrr:
I. Отбирается d попарво раэдельнцх иHTepBaJtoB дJIиlц а каr.щt.

.лa
Число таких BoalfoпHocтefi, как цц yte аЕаеш, асиr.птотически равЕо С; .

а. Отбираётся Ф-2a попарно ревделенЕцх интервалов,дJtинц I KBr-
дцй. Согласно леш.е 5 число таких воаlrоtrrостей есиrптотичёскп равно

Q:'o /u'o-zo"/n' 4 0:-_э^о ; "''Оl?-6

Следовательно,

_л! л7,- 2, - l,U* 0r-о е
2lo

|Т( fu,,, 5)| -

Так как прu t , Иr* u

с:-': - с!,(*)'о ,,ъ- э ll

3-L> lrъ

С: - *'la!

1тl ru,L, оrt- С!, n" l(.o ,! u"'' )

то

лемша докаэана.
Теперь Jrпе нетрудно докаэать Teopelry I. Вулеш раэличеть следm-

щие случ9и: а_ J _I). ъ <-fi i il. "{i с t,< cfi ,

Первцft случаi. Представиш J па /l5/ в виде

где 

'' 

берется по теш набораш иэ Tr(o,'t,) , которце состоят и8 l,

интервалов, а 2" берется по остальнцш наборац иэ lrrrurt). Еьчис_
лий теперь ка.пд/lо cyroýr в отдельности. С9гласно лецre 5 чшсло слега-
еrrцх в 

'' 
"""unnor".r""*" р"""о CN* е-tЧ' . Отсода, испольауя

/I6,/, получаеш

2'lR'({, ..., Snll- С|<о- + - t>! 2L-!/е2+{|fu

- (ибо o.'{i ) - (r+-t>!'z|'t/(t,!e2+r2/'fu). /27/
Все наборш (и кое-какие другие наборц ); по которшш,6ерется 2nrrror-

2,2', 2"

L



но поJýtчцть следrl)цЕtr. обраэоr.:

I. Отбирается интервал длинц 2 (иrrеется ,9 Boвlolнocтen}.
2. VId оставrцихся lL - Z элешевтов r.Hotrecтne ,&D отбирается

t - а алёцента ( lrцеется С:-_:, воэlrозrостеf, ) .

Поатошу число слагаеццх в не превосходхт величttнц

Отсрда с испоrь8ованиеr. /lB/ прu О.r- / поJIучееr

!'lt'с ý, , .,. . ýnl l . cj . fu-L -!r,' 2|'2 /( ёfr ,

- o((tv -ll! 2|'t/, о1 ,l++'l2пу . /2в/
Пв /27/ ч /2В/ слеýrет справедJIивость теорешl I прп ъ r't/i _

Вtоооfi сдlчаf;. |Прелстаыш 2 па /l5/ в виде ! , t'* ! " .,

гле 2' берется по' теш вабораl иэ Тrl п, r) , Karдrl ив которЕ
состоrт не trенее чец иа О-Иr" интервалов, е !" беретея по,
всеш ocтaJrbhr пабораrr. Теперь, rсподьэуя /16/ u лешýr 6, иrrееш

!*Jп'сý,,..,, ý, ,r\i ci,y;i;i"!.4 (|')' -

- ltt -lll zc- t 
/ с ot 

"z'Ь2fzП 
) /zg/

Оцениш l". Сначале убедишся в Tolf, что обцае число тех наборов
ttэ T;o,t), по которцш берется Z'" , естъ ocC|l . В саlош деле,
все оти наборш цоцlо поJччить следlтЕиш обраэоц:

I. 0тбирается l' интерваJов длинш 2 (иrrеется нэ более
эоэчоrrrостеf, ).

?. Ив остаюttхся о-2a элецентов g,олестэе й отбирается
|, -2t элешентов ( ицеется не бодее С|'25 вовrоэrостеf,,) .

Осталъше наборr, по Koтopьlrt 0ерется t" , являDтся такиши,
что в каrдоlr иэ Еих содер!ится интервал длинц 3 или более. Соглас_
но лоrпе 4 число таких наборов есть О(С:)

Такиш обрезош, обцее число наборов, по KoToFra берется 2" ,
не превосходит

c|ci-" t otт)) - о(с:) .

Фтсрда п,uе /16/ рле.ryет, что

'" 
lR' (ýr, ..,,d )l . 0((tt - l! zt't/e2 +L'lэп о, ,

Таrиr обравоч, с учетоtr /29/ получаец, что прп'{,l. <Ф<сF
нr(Ф) -( п-lr! 2|-| / с о! о'11'/ЭtО , .

lgц gдrrшц теореlrа I полвостьп докаэана.

ý 5. 0 неприrrеНишосди_Щ
týrсть 0(r|,х) оаначgет шноrество всех неориентировенншI графов

( беэ петель и кратнцх ребер ) с ,& нушеровsннцши верцинахи и к реб_

4

b|-2
Ult-2п. .nc:$"cj/ft

t

4



о числе паD овцх циклов 5з

раши. Если считать, что каIдшr-t граФ б cG{ru,xl вшбирается сцучаfiно

так, что все вшборки равновероятны и неэависиlG[, то при JIрбоu u 0

для случаltноlt величиtдл |сь,к ) , paвHoit числу гаrшльтопоЕrх цик-

лов в случаfiно ш!бранноtl графе, сцраведливо следrDщее неравенство

чебцшеваl

П{ l1ca, к, - Це( п,к l|>zr} <9цсп,*)/ n',
где Иg<rt,K ) и 9{rп,к) суть Daатешатическое оtидание и дисперсия
величинц q(п,к, . Полагая р- !ugrп, к) , ишееш

r |Ц t n, х' -Нё,(п,к l r > f Н |<п,кl| " ЧЯцп,к1 fl"|2 gс:п,к),

а следовательgо,

Р {qrе, Kl - О| <Ц9qсп,хl |Н2 с,сп,кl,,

Таким обра8ош, справедливость гипоте€ц, вцскаэанноfi в начале васто-
ящей статьи, бшла бш устаяовлена, еели бЁ удалось докаэать справед-
ливость соотношени" _

|;1n Я qс п, к, /Н2 l,c п, Kl. 0 /Ю/
rL-Ф

,ри к>- п(еа"ru+с,
Иэвестно ( cll., например, ftOf l стр. ?33 ) , что

Я |tа,к) -Н |2to,K) - Н2|{п,к).
Следовательно, соотноuенuе /3О/ эквивалентно равевству

Й" Hq'co,i> /il'gсо,к)- , . /Эl/rL+Ф
К сопалениDi ато р9венство ишеет шесто не для всех к€ |пtlоа+ cl,C'nf,
а ТОЛЬКО ДЛЯ таких к , когда hm к lп'|' - ф . поэтоlцу в

случае !з " lоЭ12.@о справедпffЙf;r" сфоршулированной гипотеэш н€ль_
эя докаэать с привлечениеш лишь укаэанного неравенства Чебшщева. lifu

не будеш вцяснять невцполниllость равенстэа /Зl/ при всевоsшоrнцх к ,

а ОстанОВиliся лишь н9 случае, кОгда *-Г* f;7
Итак, пусть Cl0 ) оаначает чtсло гашильтоновшх циклов в граФе

0еOtп,к7 . Тогда

И|tп,к) -
lб (о, Krt ) cc;l /зz/

С с G(.1D х,'

0боаначиrr череа G(С) чиело граФов 0eO{n,Kl , в которшх со_
дерпится гашильгонов цикл 4 . Тогда, очевидно, ицееra

2 с(Ф - 20(с), /sэ/
бе 6{п,х1

где сушширование в правоfi части осJпцествляется по всем га}lильтоновцl.

циклаrr. Так как В(il- С:-" , число г9мильтоновl|х циклов в пол-
с;- п

Hot{ ru -верциннош граФе равно (/r - D! /2 , а |6trъ,кr| - С: .
LrL

то us /З2/ u /ЗЗ/ слелует, что

Иqсо,х)-(п-l)! С:-П /2С:, /э4/Ci- " ё;
.Щалее, пусть б |,'lL,x ,С||С2) оэначает мноаество тех граФов а€С{п,к>,



в кАr,цош иа которх ицеDтся гашильтоновш циклш q " С, . тогде,
очевидно,

М7ztп,^l - |rcr/L,x,C|,Cr)l / l0(п, xl 1 -

, |lСсцх,сr,срllф , /s5/

где суцширование осJrцЕствляется по Bcer упьрялоченншlt параu гаllиль_
тоновшх циклов (q,С2' (не исклDчается случаfi, когда С, . Сr)

Так как

2
,Сr'

с| равно ( а- !,)!/2, а величина

не аависит от виде цикла q l То

! 2 l бtп,к,Сr,Сr)l
С, С,

(с|
число цишов

týrсть

,2
С, С.

|6 (п,к,Сr,Сr'l l - |0{о, xrCr,Csrl

I tСtп, x.Cрcr)l

JСlп, х,С ,С1|z
cL

где С есть цикл, которцrt ш Jлfе рессцатривали ранее. Следовательво,

(o-tr!
=т

2
с,

|4ц2са, Kl - + ) rc, п, x,C,Crll t
с, 'i:

,
Cl

l0c а, х, C,Crl1 . I
|.0 alеtr7,х,(,Сr)1z

LL

где I
ц

KoTople
, означает суr.llироваfiие по т€ц геIильтовоstш цшклаla

ишеDт по 
' 

оФд}tх ребер с циклоll d . Текиц обраsоr.

с2

, иrrепщlfi 
'' 

о6-
польауя теореlФ,

.2fr
нц2{п,^, , (nil'! 

)
|-о

^ 2v4
fi4'ra,xl _ 9
Цz|п,х) ' |о

"l0 
t,ъ, х , С, Сrц r СIL

Так как число графов, в которцх содер8ится цикл
пЕ{х ребер с циклоra | -2fu+Ъ

I, получаеш 
L 

'РаВНО 
uC!- 

zn* n r Tor
с2

ис

Следовательно,
zfа

ид\п,о , I
N.0

0тсшл9 u uа /Ц/ получаеч

- a 1-2,L+lL
2'Cit- CcL- 2ru+,|

r -,a+t
С!- 2оьъ

( t -о( 1)
l: e.lr|,2/2,| ( Uл2

ьь
;аrт.
-о

zlt
ý
д

|,0

a-i lL,|-

z| ,П tС'. - ll ,l (з-/a.-a,
( l - o(tr) /э6/ol 

"а+ 
i{/ii ffi,"

В свор очередь, при L-Oin' ишеDт rrecтo следrDщие легко проверяеЕrе

I
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соотношения: fu-7

a.0
tL- q,-1

П,Сi- о-!) с c'">n-l 1е'
t.o

далее ишееш

lъ- 1

1ru:О)|
fftъ)

t.o

Подставляя /Э?/ - /аО/ в /Э6/ u проиаводя сокрацения,

П,ri- о, (с:)"/е ,

П,л - ,5 1- "n{, -*l*-Le*p
t

t ,ъ- Ъ>5 |

бсх - п)z l

получаем

/эz7

/4о/

/з8/

a|-L-| ф-,L- t.

П,л-'--)r-,r-.r*-' П, t - !l -
!.0 |-О

- (,-n)o'',*[Trcl- frl|
Испольэуя ра8лоаение

lп (|- +,.i,'*,''?,
и производя tоrдественнше преобрааования, убешдаеrrся в Tolf, что

'Гi-iл -r|-4r-(к-,ъ)'-|еэрl #.: - #,,-осr,|. /эg/
t-0

Наконец, повторяя расс;r*дения, проведеннш'е при установленuu /39/,
убепдае*ся в справедливости соотнощения

|lZ2 t п, r,
Н2Ц<о, х1

ИL'сп, к>

|'12|tп, х)

t

ztt-o
ý,д,

to
2ti,

.fа
L.0

'q1; ,з
L.O

(1 - o(lD -

2Le2 ( ,'
t! е П Klorp 

{
+ о(7

aL
K-l1

o2N(t-o(|r)_

В своп очередь, при L <zГtt и l< - C,t г* ] ишееri

схр |l ru - ol21 с . - п >|- еzр( i\ t - 2:"1

Поатоlry при больпшх rr
zli

ftlпýд
ь0

i|le2lvt,/ в

ъ ! ц| е (fr +1|d12/ 2а

- tибо crp |ttln *'11;l'1z*|-Y-" >

fr*fr
еz,р (|'+1,е)

,а
fu2а е2Фе/к

,v! кr
|.о

i u"-;:"" ,oryl{"""|
?.0

В свор очередь

/4l/
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Кроше того, легко провершть, что

Поатоlrу

,
N,lБ,'fr

- l-
ho+ Yla

9э
Qао

orP
{

ttz
7

*'iTJ'r - ok-.p|#- "u*/,|

fuz| o2,1|l 
r

-;|-T
i c?f ь,

- оry lЧ ,'*'- |

'},,"оо к.[п,|Ъ])

| - *r1$,rl'.0

Отспда п uа /4l/ полJruаеш

t4\z@,K,

|1\,со,r1 l"*';*, 11 1 еzр с i- t t il|t l - o(r r)

- le(t-o(D)>c>!.

п2
r

2а(l +е4р х{

теш саlлlц невшполнишость равенсrьа /зl/ и, следоватьльно, неприме-

ниtIость неравёнстьа ЧебцIдева лпя докаэательства гипотезш устеновле-

нш.
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