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о числtr{ном ршш{ии одног0 KJцccA здддч оптилдJIьнOго уIIрдвпшIия

по шстро@ствиD с пOraоцЕш пРин[lшЦ l[А}ссишп,4А л.с.понтрягинд

В.П.Носоченко

týcTb аадаяа систеча дифФеренциаJrьнцх уравнениfi

ч-l(,z|,.,rоrtiВr^,ч*, i-12,,,,,4, /l/
x-t

с граничншши условияши

ч (lо) - aiо, co.r/r)-zit, i-У,2,,.,,4,
при ограничении на уriравляюtлие параriетрц z+ е !?r ta1, , .2 ?аЬ

lýlcTb правше части систешц /l/ яэляется непрерцвно-диrференчи-

руешrш}t Функцияrrи в Rп, Plx РЗ 2ro, nl, /о - аад8янше Фикси-
рованнше числа,где 1о, 1, € tО, ёо € ,?t,

Л (4z,..., 4*, -|*,f *1- , -о|.
,{.t

Рассrrотриrr для систешц /I/ эадачу об оптиrrальнош бвстродеftствиш
обоаначиrr

14

hrr.r, ..., zп, tt1 l,,, l о*>- |с *r,.,., -olr| 8r. о"

и определи! "'/

6, А С h, С zr,,,,, За- j 4!r,., ?л ), ., hr.r zrr,.., Zп j ?1,..- ?-), f?, zо, 1 )
как шноtество всех управлениfi tэr/).(чG), ,?л(t)) , определеннцiс
на раалиqнtlх отреаках € < ё,< + , Taкtrx, что дри со< /о € lt{ t,

al.(/) = 1ь, Z.. (ё|) = аr.! , i=/,2, .,., лL.
Предполоrиш, что А не rтусто, и дJtя эgданноfi константц z4 рассшот-
риr класс дuiр А)с, Д управлевиi 3(t',, непрерlвншх и удовлетво_
ряDцDtх условиD Лиrrш,tца

|осrt'l - tос/,'1 t < д lJ'- /"t
для всех пер l', ё" иа некоторого oTDeaKe сёо., ёr7с, tq,, q7 .

Будеrr считать допустиш!r.и управленияши такие упревления осс/) ,
которце принедлеIат aclipA ) . Управление oo'rt) наацвается опти-
Iальtýlшr' еслп ёj- ёо-< ё!- ёо дJIя каIдого упрамения ,<ё)пЕ д(lФА ) .

Ilредпмоlиш, что
Ф Д rllрА ) пе rrусто ,
6,} суцествует такое полоIительное 8< а ,чтоlасё)|. В ме

всех реrцевиh эr t > rсоответствJrрцих управленияlr иа аrliр,{) .Тогде,
согласно Е I ] , существует оптиu&llьное управrIение u'(l)c Д(r'iРА) .

Введец в рассriотрение вектор рё ,) , кошпоневтц которого удов_
летворяDт совокупности диФференцишьнt!х уравнениfi следrDщего виде:

.i
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п
ёhrlz",...,dп

1-1

Так как граничнце условия для
определяDт ceMeltcTBo решениrr

4

т,
2,7 ёa,

i=/,2,.., а. /2/

/э/

/4/

4l ,.-,'ц-)

рrё) не эа,цаны, то уравненuя /2/
,r' ,. 

:":Dtотрим 
Функчию

H(a,p,ur-2e lo.r, ,.,z-) -' I 4, Р..а.
i.7 L'll К-1

при помочл,t котороЙ уравнения /|/, /z/ шо8но 8аписать в виде

a.-
L

аН(аrр,4)
ёр;

о'.7 2, ,,, 4,

)Нrz, u)
п 1-1r 2,,,-,, rr-.

ёа;

[ýсть z'сёl- оптиriальное управлейие. Тогда иэ принципа мак-
сиrцума следует, что с}пцествует непрершвное нетривиальное решение

рl'сёl - {еirt ), р! сё ),.,., p)rtl| сопряtенноft систеш /4/ такое, что
для лпбого llошевта вреrrени ё€ Llо, /r7 пIполнено условие шакGиrФrча

i ( 2f( ё ), .а' ( ё ), У( ё )) - 
хъ 

Н c.z. { /), y'rl ), az l,
где z'(ё) _ оптишельная траектория, соответствJrDщая оптиriаJtьночl

управлениD zо'(t ).
Условие шаксиrryriа по8воляет определить оптиriальвое управление

'ё(/ 
). ДЯ ЭТОго 3 1пппFй rrошевт 9реrrеви / необходиrrо наftти zz,

доставляDщее шаксиrryri функции

н rz'rё2, р'rёl, u)-fir'rrrl(1|d2 , з, a)+fif /r.p,rt.,u.
.'-' о'./ х./

при услович zz!rt2*ц|сtЬ..,+2а2сt).l. дltя решения этоf, аадачи рассмот_
риш Функцию Лагранrа:

/,r 7lсё27r{ l, zlc/>). f Я /,. р! rl)1 ctl+vlrtl( ý а! сё l - l ),
t,-! к-! х-/

где 7оё) - шнопитель Лагранrа.
3адача нахоадения шексиrryца функции Н(2'G4 y'(lla)no хсс,Л эквива_
лентна нgхоtдениD ч* тъ /,rp'ct2ztrt),7/t|

Приравнивая нулD частнше проиэводнце па а| п // , получаеri:

ёl(о.(/ l. .// , z"lt 
П

ёсзr{l) 
,д2 =Z grrр?rtl+2rr(ёlо.ilё) о 0 /5/

i'l'-
ёИр?il,?'rе/,оо'ftD _ý ,.,2(ё)-/-о /6/)//ё) - L К

x=l
Решая coBrrecTro /5/, /6/ u учuтывая, что шаксиrry)r вшрsIения

fL l7,
YYi D.'(с)7о(с)
Е а all. к



достигается при одинакошlх 8наках u. п .р' , получаеш

о

'tlЯtirr, рl сlt)2
piel-#'

0;.2.'с ё l

Яr 6rrр: ctl)'
uiсёл.

Так как оптиIмьное вреrlя перехода :

точку оr= |аrr,.., ео,} неиввестно,
тельное условие, которое поэволило

условиеI является требование (сш.t?

л .J i=t
I{3 ТоЧК}t' € . |',,о, , r,rО l
то требуется еще одно дополни-

бш определить вреr.я {; .Такиш

])
|/(а'(ё]), ч'сёr), p'(tJ) - t /8/

Подставляя *} (t ) , определеннце по форlryле /?/ , э уравнение ,/8,/

получаец дополнит€лFное краевое условие, которое в совокупносtи е

исходнцraи краевцши условияraи
.zrСёо) -сrоl zi(+' -Zal, i-|,2,... tO t

по8воляет н9йти решение СЙстеlл /З/, /4/ ш оптицальное врешя 1;
Поскольку рещение систешц /З/, /4/ полностьD определяется начальнц-
ши условияwt а(ёо), p'r{o) х,вреценеш l; , то 8адача состоит в
нвхоtденши pi- p'Clrl и врешеви lr' таких, чтобц реtценuе а( ёi t сов-
падало с аяланш!ц zсё, l на правоra конце. Дпя нахоrденпя ро', /i
испольаJtеlr итерационншlt процесс, ocHoBвHHцlt на rrетоде Ньртоне_РаФсо_
на. Как и во всех аадачаr(, в которцх приходится рассr.етривать итера_
ционшfi процесс, проблешоit явJIяется внбор начального приблиtения.
В нацрш случае для решения нелинеfiноfi KpaeBoit эадачп в качестве на_

чlльного приблиаени я для Ро' , ё; приЕиraеется реrцение р;, ti лuнеil-
ноfi краевоfi аадачи. Последняя получается в реэультате линеариа9ции
систецц /I/ относuтельно приблиаенного реrцения -сОlё ) , являDщепося

решенхеш свободноil систешц

ar-l(31 ,,.. l 4о), с-/r2, ,,, /L, /g/
с начальrп!ши услоЁияши

2i (to ) - 2.o t l-t, Z,. ., r 2 .

Линеариаованная систеraа при атош }rшеет вид:

n,fОу1.*Яrr"n^* с;, i-lz,.,.,,f,, /Io/
j't к, !

где

- )/" .ý ц l .а,:сtl*, - 
Ч |c*i 

с ll, ...,. z; dD, сi.{i(э:(ё, "r2' ДЦ lrr7tr,, 1с01' 
ni'.'

Сопряrенная систеrrg в этом случае принишает вид:

п--iоr,ч, i.12,.,а. /II/
d',t ,

в



о численноrr рещении одног'о класса аадач бI

0бозначиrr
,La

|r(rr, ,Ф4) &r,. .,'-r,ЭОч 1r216114rt с. , i - 12,,.,,,z.

Проиэводя те ае вшклялки, что и для нелинеltной аадачи, поJту_

чаеr, оптишальное управление д;lя линеitноfi аадачи в виде /?/. Но так
как оптиrrальное управление 8ависит от y'rcl u ё; , 8 р'(ё) ,как
рещение систешц /II/, в cBoD оqередьr. 8ависит от pi-pl(lo) ,то на-
шеfi цельр является нахопденше ,d, l; . 3адавая всевоаllошнце ре,/1
и решая систеrry /lO/, /|I,/, по4учаеri поле решений icB,4, ) l хо-
торое в дальнеfiшеш испольэуется дJIя итерациfi. Такиrr обрааош,чтобш
наftтп pj, li , шц долшtlц рещrть векторное уравневие

grро,ёr)- ai, /I2/
где ,-lar, . , ао,; |, ni - |4l,| . ,.., l| .

0боаначиш Хrо- frо, Хпr4о: |t . Тогда /IZ/ llowtlo ааписать в

,|(2с) о 2r., /Iз/
Хо - |2rо, Х2о , " ,, 'n*"l 

,

Как отшечалось вшше, для рещения векторного уравнения /lЗ/ rсо-

виде:

где

гласно t3] l испольауеш итерационншfi процесс, основаннцfi на методе
Ньютона-РаФсона, которшй иrrеет следrпцч,tit вид:

Гrлllll!=.оi-r(t:), /I4/
lк+ /
о

- Х!+ |Xi ,

/( - ношер итерации.
Предполагается,

Якоби вектор-Функцlли
аом.

иавестно.3десь Гr.Хil
, которая определяется следmпrylrr обра-

аочто Ао

,а:)
есть матрица

Пl>едполошиш, что решеяие уравнениЙ систеriц /I/ уловлетворяет
всем необходишцr. условияш непрерцвности и дифференциtDIеriости.

тогда согласно f 4f ишееrr

Га * ^'l d,Г ёе*-
LTJ-aLq)-tt] ь#] ,[#] tЧ /$/

с начальн!{rш условияtiи:

Г#]- pJ , lз#1= [,]
Данвое r.атричное уравнение интегрируется одноврешенно с основнцlIи

ди,lференциальными уравнения!aи /|О/, /II/, а вшчисление коэФФициен-

no"ff " 3* проиаводится вдоль траекториЙ, определяемых реrле-

tлuеч"'.4(э.о,Х!> " 1^c,li, zo) . Добавляя к шатрице ffi] раа-

шерности о x(t1+ l ) строку, алешентеши KoTopoft являrстся
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dа ёi4,...,iБ

4 - 
i(л,,,,, 

r:, ff * х,,1,, ff)
j=!,2, ,,rП+!.

Полученная rtетрица есть не что иное, как taетрица,Якоби вектор-Функ-

uuч ytX!) . Ив /l4/ видно, что на к9Iдоч lцаге итереции приходится

реrдать систеraу линеfiншх алгебраических уравненuft (п + /) -го порядка

относительно 8Я- с шатрицеfi Г(Х;) . После ,о"о *"* J/j вайде-

но, в итерационнJrD Форщrлу /l4/ gводцтся перацетр 0. р . ' 
и рас_

сцатривается Функцшя проr.аха /неееакu/

Е(r,F, - сl; сt|+palil -.;r"

, получаеш riaтpиtly (fr + ! r -го порядка, где

i.I
Ццчисляптся P(K,ot , Рск, t> . Прп условии СР(к, lr<Q(к,0l

схеха сохраtтяется, в противноI сдучае вшчнсJqflgýQ_я Q(к, //з) . При

условии Ф(к, //2)<Фk, а) вновь гспольауется стеша Нь,этова-hФсоваrв
противноrt случае находится ?ск, t7, ) и т.д.. Итеряцtrонtплil процесс
продолrается до тех пор, пока не Бlполнится услоше ФСк,р l < ё ,

где Д - наперед аsданное фиксированное число. Наltденное л: ис-
польауется в качестве начального приблиrения для нелинеfiноfi аадачи,
и весь описаннцfi вцще алгоритц нахоIдения Х: повторяется9 8 вц€с-
те с этиra определяDтся оЕтиl.шьнше управление и врешл.

Ьедение параuетре F обосновано теlr, что на отдельнцх отА-
пах итерациtt велшчttна lщга /jJ окаэцвается слшдкоll большQfi и пте-
рациоцнцfi процесс либо эациклшвеется, либо расходится в окрествос_
ти искоlого решения. Последнее свяэаяо Ё ,"u, что raстод Ньrтона-Ра6-
сона испольэует инФоршациD только об исходноfi точке итерацtdи. На ос-
новении этоlt инфорlеции, даDщеfi, по существу, представrение о Фнк-
ции в raалоfi oKpecTHocTDr исходrоfi точки, прогноsируется полоtение ну-tя, и по неftденноlry направленпD проиsводится следrDцDtй шаг. В то re
Dреr.я точность теitлоровского раэлоrения t!trlнкчии , аР падеет по
lrере удшения от исходноlt точки. Еlrщеиэлоrеншrft цетод бшл прrrшенен
к реrлениD конкретноfi sадечи, оmlсцваеrlоfi следrпшеfi систсшоft уревне-
ниlt:

1' 'r,
+., + (' - Ц - fа cos c2Jrl)+ Еr+22rl $,oou,,
is- - +r sia. ( 2ct) - 2 а, - Т + Q.o zз l

-g-а|

при огравичении на управляDцDtе парешетрЦ 4, ui - |. о и креецlх ус_

п,

лоЕиях:
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ar(O) -.Crol Z|(ё|r - - Zlо,

Еr(О)'Э24 l 'з(ё/, 
с2о,

Zr(0 ) ' 2ot at(q), - по,
aq(О)- 2оо, Zr(ёr) - 2rо,

гдв zф ( i.t,..,, !), d1,4).4g, GL4 _ фиксировакЕце tшсла. Линеерrtвация
сиетеlЕt проиэводилесь относительно 8аданного приб;rиIенного рещения
aocJl-(r|,o,4 g|l, в реэультате котороfi линеАриаованнея систеIа
прхниraает вид:

4=r,
ir - св, * 2а - # cos ( 2 *f, )toou,
i --:fr,ýiп (заil- zс, +,6Lo21j9t (а7
bdgЕ- з 

-'ас '1
Коrпонентц вектора оптпшального управленца *(ё)ос€rtе, ?r(с r, ч DB,-
аора р(|)- (п(ёr,...,р:О) иr.еDт вид:

р ср.ёl - -3(рзоýitъt+(2р*- рr)с |-cost) - zPJo( ё -lСпt|rс , Plc ,

B(B,I '- раофsa-С2рrо-рlо 2sёаё - 2по (/-фrСr/zс ,

Pg(P.,J l - Pgo - 2(2ри- Rо ) ( l-соsё )+ Jpn

Р"(4,ё)-pto,

2с (l , _ 8rв,ll
' {{,о,-ь,-р,

фнкчии р(ё), L-f,..,,l

о ' =ар7 ,

h, 2rЕ - Рr,
h- -2р, -Fl /а| ,

h-о

, являDтся решени€ll систеш уревнениil:

Pio, pi, Ё, рь, !" , лuнеilноil KpaeBof, вада_

tЬi -pplo- +rаае,

ll (lli ,a(Pc,t'

+Ъ,+ cos(2,;),

Начальное приблиrение
чlt

il

,
ч

,tr
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при тех re kpaeвtrx условиях вшбираётся иа условия
lI

"r.ltyrp,r, ,., f49,ё) 'сп 
lчL ac,r"osar'!*.rsrolos != о,

попrч*Ь"ося в реэультате интегрировавия линеfiноft систешл с ис-
польвованиеш краевшх условиfi . фнкuuя/(f-,.|.,Ilо,ё) прu этоDl ишеет

вид:

l (по, ,.., рrо, ё) =

ё) , ё)+ ё)

вrB, t, Г+ . ft (ft , ё)-в rв, о ЧРJ
(рr2(2,{). (п,/D5

+

+

(в,/, t fiсд,0)
Поступила в ред.-иад.отдел.

?3 сентября 1974 г.
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