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Рассшотриш следуDItvD игру. В r} - rrерноt( евклидовоll пространст-
ве Ro аадано коцпактное riнof,ecтBo 4 . Игрок Р вшбирает точкуд€ / ,

игрок f, , ве эная вшбора игрока Р , шlбираетточку у€С . Цель иг-
рока Р - уuнuuп8ировать расстояние PB,t) шеIду точками э и у
Игрок f преследует противополоtн)rD цель ГI]-tЗ]

Как иэвестно, I I]-[3]rB aтorl бесконечноfi антагонист2|ческой игре
суtцествует ситуация равновесия в сшещаннцх стратегиях.

в настоящеfi эеuетке Е{яснене структур9 оптиша-пьнцх стретегиfi в

двух случаях сфорlqулироваяноi вцце игрц.
ЬбОаНачШш чеРа 9a rf,ар r.иницеJьного радиуса, содерtац}rfi с (пЕ

коцпактностп С слецет существование и единственность rшара 9" ).
týlсть точка 0 - центр этого tmpa, F - шlпуклая оболочка пересечения
цноIества С со сФероп ý- |Л:|(qЮ.( } .

| Л е ц r. а. Если С -вшпуклшfi коцпакт, то 0€ F
Д о к 9 9 а т е л ь с т в о. Предполоrиц противное: 0e'F.

Тогда суцествует точкё ЦС F , наиболее блиэкая к О . В силу коц-
пактности F , ЦQЦl, ' 

. Череэ точку r?, проведеш гиперплоскость
Г с норrrалъп 0Но . ( В дальнеfiшеш череа ДВ будеч обоаначать вектор

с Е€чалоt{ в точке Д и концоll в точк*8 .) Очевидно, что / будет
опорвоfi гиперплоскостьр к F . týrсть Г' - гиперплоскость, параллель-
ная к г и прохоляillая череэ середиву отреэка опо, а П - аашкну-
тое полупространство, ограниченное гиперплоскостьп Г' и содерrащее4.
тогда F не пересекается с /7 , поэтоrqу для лпбоfi точкч Пспflс
иrrееш р(O,П)<,? . Фгсюда в си.цу непрершвности p(QП) и кошпектности

П0 С слерует, что рtQП)<R-ё при некотороЕ J r 0
t[усть 0' - ,a*ai точка, что О'(0ПоПП " .рrqф<! , Тогда если

;1(СПП , то

! ( 0', П )<1с 0iOlycQt|l)<3+R -0-R .

Если re П( С\П , то lto! Н)<?t4Пl<R . так как для НсСХП угол
цеt'цу векторахп 0'Н п 0'О больце ?

Такиш обраэоrr, С содерtится в открцтоц щаре радиуса R . Но
тогда 4 содерrится и в Heкoтopoti шаре ценьлего рsдиуса, что противо-
речит llиниrrальности R . Лешrrа докаэанrr.

Иа лешlдl следует, что существJmт точки \. с СПt и числа

ft r. О, i.lr2,,..,K, такие, чток

Zп.r,Еr,O-Н,.О,
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причеш к <rL+| ( ср.ГаJ, ГЭ] l .

l У т в е р [ д е н и е I. Если С - выпукrшfл коrrпакт, то ана-

]чение игрц равно R До" игрока Р оптимальна чистая стратегия О .

|fu" ""го*" 
Е оптимальна стратегия, состояцlая из смеси чистшх стра-

lтегиfi Пi с вероятностями Р;, i-4,2,..,,К.
Д о к а э а т е л ь с т в о. При укаэавiшлх в утверадении стра-

тегиях оIидаешое расстояние булет
,(

Еrr,.rtQИr),R
i,1

tlусть /{6 С - проиавольная чистая стратегия игрока Е . Иэ

вклDчения СС,fu, слеАует, что 
"P(QH)<R , поэтоliiу оrидаецое расстоя-

ние не болыце R при лDбоf; стратегии Е [I-J, [а].
týlсть теперь Е придерIивается укаэанноfi в утверадении страте-

гии, а, ,? влбирает проиsвольнуD чистуD стратегиrс П€ С . Тогда оrи-
даешое расстояние равно

к
f(|'tl-t r, уr|l,Н.r.

i-a

В Rо введеш декартову систеr.у координат с началош в О. [ýсть

|'7 - (alt a2l ,, ,, Фrпl, Mr-(ai, Ot,...rOLnl , i, /,2,.,., к.

Тогде

р ( э1,.э , ... , ,о, -ýе, L!,rr- о; ,']:

Кроше того
к

I t.i ,' - К', i-J,z...., х . /2/
j,a

Делееrв силу докаэанноfi вшrце лешцц

п

пЕrп 
oj - О, / -l,a,,.,,B. /з/

Цэ /2/ u /3/ сrcцует, что

ry = - 
Ё е, $ |ý,"; ff-ta ;-l, 2,..,, fu ,

т.е. 0 - стационарная точка ,7ункции 9(Н) . но <рtП) шrцукла
как сушша вцпуклцх Функциlt, поатоlry О явJtяется точкоfi шиниrrума:

Y(Н, > 9c0l. R
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Иа /4/, как и вцшэ, следует, что оаидаеrrое расстояние не шень_

ше R при люёой стратегии Р . Утверш,деrrие I доказано полностьlс.

l замечан ие I. I4здоказательствавидно, чтодля справед_
l

[o""o"n" утверJ[дения I достаточно коriпактности С и условия ос t
týсть 4 - коriьцо в плоскости с декартовшrrи координатsуп ,z, у ,

т.е. С-|<z,у l : 7,2<а3* у'. R' 
I

l Ут iе ршден ле2. Вслучае кольца l оптишальноit страте-

I гиеl'r игРока Р r игрока f ) является paggoriepgoe распределение на

l o*py""o"nll 32+у2- 22 (соответственно на zЗ*уа-R2 ).

Д о к а а а т е л ь с т в о. При ytcaaaBнtlx стратегиях оIидаешое

расстояние равно (ср. Г4], [5])
.|

aЗ - 2R1,olca-!> dgdg -

t, Rl ,

ll--П2

2п -2RъаэЕ dg - срс

где f и 9 -по.пlо*"углt{чистцхстратегиfiигроков Р и f соот-
ветственно. Если игрок Е вцбирает точку Н с полярнцrrи координа-
тахu f l f , то одидае!iое расстояние(Р придерrиваетсяукааанной
в уfверцдении стратегии 

' 2п
тс z,1b fr t

о

ъ2+t'-2z7оэ€ dE

Легко видеть, что при tc2<R (Wнкция y c"pr-f'*z'-2"JoйEuoцoTo1-
но воэрастает. В частности, 9gоl<9t R l прчz<?<R.ОтсDдаСР<2,fцСР(a,R).
Поэтому при лпбоfi стратегии Е ошидаеriое расстояние не больlде йZ,R).

ГýСТь 't,еперь точку Л/ вшбирает игрок Р . тогда оIидаешое рес_
стояние равно

,,

2ft
qсf,Вt=;iI R2*12-2Pn-re dц.

Применив правило Леt:tбница, шошно убедиться, что

ёП_О!fu =о. aaqlPiR) - о. zчз-R0f ' ор2
Отсюда следует, что СРСУ, Ql шонотонно воэрастает по Jo , поэтошу
cPClrRl<cPtl,R) . Таким обравом, ошидаемое расстояние при любоfi стра-
тегии игрока Р не меньще qЭ(NrR' . Утвершдение 2 докааано полностьD.

3 а м е ч а н и е 2. 3начение игры равно интегралу

R2 + о2 - 2Rъсоs I d2, - q< о, R>
I

Тr
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lH,"

Зашеч бн и е 3. УтверIдение 2остается сrrрав€fiлиЕлltи
rrHorecTBa с
шеlду ниши.

, содеравщего окруаностч .r2+ у'- z| z7уlеDп л€t8-

Л и т е р а т.у р 9.
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