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уIrрАыlяЕмость линЙншх гивридшх систЕlt{

А.А.Аrундов /lluнск/

Исследуется а8дача управляеrrост}r систем, состоящих из совокуп-
ности диФференциальншх и рааноетных уравнениfi . Полученц необходиtttше

и достаточные условия относительноlt управляемости, вшрахенные череэ

решения определяDщего уравнения.
I. Постановка эадачи. t\усть дана линеfiная система

I actt - lзсёl +,4;лG), /l/
|yOl - е/rc - h )*Lrr(t) +r2эG -h)+Сuсt), / с Го,Т1

с начальншми условиями:

lо(.)=|эrо=zо(о), -h<о<о, .(o).zol, /2/

!о(., =|7сы=fuс0), -h.<e<o| /з/
Назовем ее гибридвоft .систешой управления. Испольэуя соответствия

rсt) 
-Х^сr), 

аа- ы-Iк(! - h), iG)_X^*|(r) ,

xCtl-\Gr,l|G -lъ)-Ук'G -|tt, ло(ё)-V^ cjl, /4/
получим соотнощения

|!^.rсэt - ДY"вl,ДrI^с4), /5/
|Y^ cl) =е\(t-/L)*a, l*cal +Ql*rl-h),CUxrt>,

которше наэовем определяющей системоft уравнений fI] . Начальнше

условия определиш следуючп4ri обраэош:

Xrol = Y;(J)= о V!, l<0; l|сll -
Е J. о,

0 7#о;
/6/

X;cll =lcll эо Vl 1i=Q!,2,... ; l=|,2,!,...l,
0 п р е д е л е н и я. I. Систеrrа /|/ относительно управляема

по J на отрезке (qГJ , еq'Iи для любцх начальншх Функшиfi 2о(,),уо(,)
tt для любого п. -вектора 

' 
сущестзует кусочно-непрерlвное управле-

ниЕ u.Сёl такое, что для соответствуDщей траектории .gС/) выпол-
няется соотношение Э(Г) - С

?. Система /l/ относптельно управляема по ,Z на отрезке Gf ),
если для любшх вачальнцх функчий со(,), !о(.) и для любого п -век-
тора ! суще2твует кусочно-непрерцвное у'правление оо(ё) такое, что
для сJrЩествующей траектории ?,ft) выполняется соотвоrцение ц(D=/ .

З: Система /|/ относuтельно управляеша по |с, у, | "" Jro".*"
(О, 17 , если для любцх начальных Функциfi .rr(.),7с() и /z _мерншх



УпDемяецоспь лиrеtнrr.. гибрrлтгrг- аиотеrr 5

векторов 4', / сJrществует кусочно-непрерцвное упрашение ud) qa-

кое, что дIя сJrществJrшщ,lх траекториfi aё) | ,lft) вrfiполняDтся со-

отношен}rя Э(Г2. С, 7,(Г)} l
Ниrв вrrясняDтся услов}tя отвосительноrt управляемости. Веэде

предп олага еч, чт о rе (ltai, (rto + l )hJ ; rп, rтt> О- Фикс и рованЕ ое цел ое чи с л о .

2. 0тносительнея управ;Iяецость по , ва (q ГJ ,

т е ореца I. еистеша относительноупревляешапо- Наот-

PegBe (q П тогда }l только тогда, когда

ренг {/.(r' :', 4 h,..,, Ысi к, Q !,..,,псt+z+t н|,а.
Д о к е э а т е л ь с т в о. Систец9 /I/,/З/ аквивgлентна сис-

тец8
lrg йс

iсёl - f tracl-ihl +)р, urt-itcl +|сil /?/
i.O i.O

с начальнцrr условиеш /2/ . Здесъ 0. -Д, +Д6r, е; -ДOi- t|B, tBar| ;

?r*(ё) - н€которая функция, полностьD определяеriая начальнцtiи

данвцr.и /2/ , /g/.
уравнение /?/ поцчается путеr. последовательноfi подстановки

!(il uэ второго уравнения систешrл /l/ в первое предполагаеш, что
ЬСtlrуСt)са(ё+h)-о прч J<-h). как иавестно [I], определяDщее

уравнение систеrrц /7/ uуеет вuд

lr*, ,rr.2q f^cl -lh) , 2r uK н - ;h) /в/
1.o i'O

с нечаJtьllцr.и условияуп /6/. Критериft относительноfi управляешости
систеIц /?/ слерует иэ [Ir2] .0сдалось покавать, что tiнolecтBo ре-
шэниfi определяшцего уравненuя /8/ с начальццrrи условt{яuu /6/ пол-
HocTbD совпадет с шнЫествош решениf, X"c,l систеriш /5./ с начельнш_

r.и условияwt /6/ .

Деlствштельно, после первоfi подстановкч Y^clt и8 второго соот-
вошеншя сист€ш /5/ в первое получхц

Ir r, {! l- |Л, ilBr|xrcll tДё, I^{! - h) +д вY, ( ! -ъ t.

Eюап пt- 0 , тоrIсак следует ив ЕачаJIьншх услоэuй /6/,
l^сл-ъ>=У*с!-hl= 0.

Еслп l*t> о , то посл€ второf; подстановки будеш ишеть:

lr 
r rc 

l )ъ е, \ а l 1 + Д Q Х, с l - DrдS l.q lxo - h ) + r, lr ( ! - зh ) + 0 У* r ! -2 hl | -
.|olrcl)+ е, \с l - h )+дO|q|Irсл-2hл+OУrса -зъl| .

Karc и в порвоI слуqее, ёслц l*. t , то

q

?
a
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X*cl - 2lъ) 
= 

Y"{l -2hl= о.

liетодоrr ивдrкцилt нетрудно докааать, что после rt++ t подстеловки

полученное соотЕоrцение полностьD совпадет с соотцоrценuеч /8/. На

aтol. дока8ательство утверйдения 8евершается.
3. Относительная управляецость по ! "л 

(qr). Iltэ уравнения
/7 получееш

э(l) -

t
где с*G)-tfd,п?пrc)dа Fft,C) удовлетворяет ypaBHeHnD,а

0

/lo/
i,o

..о

t

J
0
)rсt, r,i/d4 асDdт + сй(l), ё с |о,Г!, /g/
|rl

.'о

ёFrl.tl
dr

с начельвшriи условияши
Fl/,J)=€, F(!,t)=о, с>{. /||/

Нетрудно убедиться, что второе уравнение систешл /|/ oKBuBasteHTBo

уравненщ)

t(ё) - 4э(l) - fl, В'-'1а, *Bal| э(l -ihl +о 
',,

* .f ъП'С rпrё -;h) +d*сё ), /l2/

едесьilt) -Функция полЕостьD определяешая начальнцliи условпяшr,/2//Э/.
ьедеш обоэначения

Ко - Ot. Ц,- 8'-'|l, *rrr| 1i . !,2,,..,r+zl.. /IЗ/
В атих обоанечениях уравненпе /l2/ пришет вид:

уrё) - f,цrr, -аъl *f,fc*G -1tL) +d_сё ). /l4/
1-о

Учитцвея /9/ , поцчuч
с-4h

у 
r r, .tr ц I frr 

r' - Jh, о, ibt * col 4с,}оЙl+ t л -а* ) + фа). / l 5/

Ие /I't, испольвуяОrrrr, no" /. Г ичееч

fn*

ylD -I2 z+n r-d,h, l+ih,|*cod.r ,
0 з,о i.o

D|

* )f,с*rr-сh)+d*t7)ёо
/ 16/



i

Упраiляешость линейншх гибDидншх ешстеш ?

Определиrr Функцию {(r,Ol :

rry,D=r,fЯ ъr lг-аh,о+iь)| . /п/
а.о020

Шэ [а] слелует: для того чтобш эFлача управляешости имела решение,

необходиrо и достаточно вцполнение хотя бш одЕого иэ слеýrDцU/tх Ус-
ловиit

Ф qt'ai| r о Vцe Р*х{о| ci - q !, ... , rтъ) 1

6) y?,r)t0 YyeR*r{rl, усrqп.
llorHo подсчитеть, что

р"',r,rl- rчt)'t,F_, 
i^пr,г-о", "*пýЦь 

l ,
с,.о ко- о ,-о

'L 'r,а"
/lB/

týсть . 3апшдеш /iB/ в коrrпактЕоr. виде
е

Р, '2 К,
tJo

F"'r|,ol - c-tl)',Я ,. Я_,_ 
^LFсr-аh,?иьа,-.-о 

|Ko,.,.,L|=o
/19/ёr.1.

й
3ДеСЬ СИrrВОrо, 

{о,Jr}.rооо"""чена 
суriше

Исслелуеш величину

О t'r!,"' - ru/l'i 
tr,,Z, rl=о&{ftr,аl, "иh 

- ot -

- F(r-dh,,t+рrh*оl|е*r.. 4rоъ . /2о/
При о{ Т-@+Р, lh , AYo{g, r'l = О . Расшотриш случаfi, когда
t - 7- (a rq ) h - . ьедеш Функuuпуп,rса ) {T-ah, t+N t - D-F/ 7- ah, t +4 ь + о) .
0чевидно, что

fq| ( 7,ra+pr>h)-E, /zI/
а в остаltьнцх случаяХ fa,C!) = 

4 . Прелставиш /2о/ в слеýrDщец впде

Ь У'СЦ t l, С', t lexl 
ro,|, ^ryn 

{Коц, сt l +. . э цу-,rо l| t n, оr. / 22/

Принишая во вниllание /2I/, ишееll

а{Oсх,r<*цлhл.с-tlСу'{+r,,,€л,q, . /2э/
Из второго соотнощеншя /5/ шетодош rдагов получаеlt

|""flц\о-аhхfi,Fсq са - dlL ). /z4/
ё.о аф

1,я
Io.0 4о.0

a
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Учитшвая /8/ , uмееч

Y^ *, {!) - frX* {l -(d,+;th) +

- ir, t/, cl-ra *;Яl | -Я йq,, {! - аh ) -

'=014 OL

2r.l2
1-о ё =о

1-о

- 2 Z r*q \( + са * i)/ul r) /, ry r, {, r l -са + ilh l +

оa ,+-3

1.с.-.о

ишеет шесто соотнощение

-2ПrЦ,!(! -acLt
t.о

Нетрудно подсч-итать , что мя |4 к

Y cll-}.х+1 а
d.о

4.о .'.о

й

.4

/25/

Q). /2,6/

|-,,2,ъl.оr,С^, 
ЕIк - |(!,,о*/,)h м"о, к,

3десь

rса
R rrl-) 

'
K...L а laО G а-о |rо,. ,кr|

К, Сr, 6*-
-о

,'| 
О. -, ( J- @П' 

" 
Жл.... r, (JD ;/ 2? /

йa

К*_о , = Z Z К_а.Q cl -са +кс)h) *) dcc4,, н - dJL ).
' е-о ко-о - 4-О

lýlcTb nc- ntfr . Нетрудно убедиться, что

Y**rlа"L)= r-t l^ay'"'cx, T-'a^h ),

/2s/

/2э/
Т е о р е ш а?. Систеuе/l/ относительноуправляеuап.оу на

отреэке (0, Гl тогда и только тогда, когда вцполняется следrDщее

условие:

в) ренг |Yr, cihl, е'С, i- 0rl,..,,fu i k-4 !,,.,,fu{ttъ+ l>l|-п.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Неоходишость. I[усть систеше. отно_
сительно управляеца на отре8ке (0rГ7 , е условие в) не шrполняет-
ся, т.е.

га*" {Yr*rcJl : !.0,h,..,, &h; t-о,!..,.,п,ft++1t>lРп. /Эо/
ие /зо/ следует сJrществование ненулевого вектора р с Ро такогоrчто

t/Цr; (!) - 0, 1-4h, .,..пh : lc,4!,....Bcnt+ t)-/,
Шrrееш

0- !;Уr.. y'n h'b^. ;- $ t c*,. Сr, ,rQ.-, -! l'ayalц, г,аrh|.. ;.
Нетрудно проверить, что

f (!,t' - y'K?Oi О)Р, /Sl/



a

упDавляешость линеfiншх гибридtцgх систеrr 9

тде

Р<|,г).

F( С D F{ Г,r+h l Fс f, г*2h l. .. Frf, г+rа,hl

Fсf,,r*иFс|,г*zЪ) ..,

Fс|,t+ rаh > 0

|rl. . . }го следует ив раренства ранг{ r}
(сш. /33/.).

4. Относительнея упрамяешость по |",{l

ро
I
а

;й
К = ГЦ К, , ,.. , K,*J . 3десь испольэовано свойство Frcrt)-F(ё-4о).
ДФФеренцируя РСГ,rl по r , поJryчаеr,

ry - _?(7iD0, /эz/

р-

= petr|KбiP,bo@l.

нs(4ГJ.

где

Ив /3I/ ишееr.
ci

р | !, r, . с - t f х' 
кФrт, с ) е| Р. /ъэ/

Отспда поЕятно, что Рlt,7) удовлетворяет линеfiноrry однородноцу диФ-

ференциальноtlу уравнениD порядка rъ(rtъ+ l ) ( п(Еаq)t a{tn+/r_ реэr|ер-
ность llатриtш 0 l . Приrrеняя техЕтку из [а] , получееш

t(fu,n) = 0,
что противоречит условиD б). Необходичость док8вен8.

Достаточность докаацвается по схеlrе иэ [а] .

3 е ш е ч а н и е. IIРи вшполнении условия в) теореlш ? раllг

0

qe,

бо

во

ct

е
,+1,

-с

L Те ореца 3. Систеша /|/ относUтельноупревляецеНаоТ-

lo".*" {О,/). когла Е[полняшгся условия:

ранг {.[rra ).: J.4h,.,,,mh l К-4/,....а(rtl+l)-l|=п., /Цl
pu"|!;C: i-4|,...,tа|,п. /Э5/

l

д о к а в а т е л ь с т в о. Iýrсть l/ - шrоrэство точек вида
Т-оцh, a-_Q!,.,., r+t, i

Pt. |Т- аh : 4. 4 |,,.., nr|

Предстевпш ./9/' п /|6/ в следrDцеI виде:

зсГl ,! ýrrЦrrrrr|аttldо+с,-с7l; /s6/
ГиflxHi,o



ý i 5rrr*,c+i h)|шt>dt +16dсuьаh l+y'^6 2. /з? /
,rо.о i.O *'О

- упревление, при Koтoporr z(Г' = f . пg /Э?/ прu

п ycfl ,c поJryчаеr.

, -i 6|sцаГ-аh), /g8/
ё=о

где

g . с-d,_сп - ! t ý 6r, r-о, t+ й )€ ъGrdt .

ЦТ)|п &,о с,о

Иg /з6/, /ЗВ/ слеNtет, что дJtя относительноil упревляеr.ости по l"r|l

у crl -l
цп

[ýсть ос ( ,
lС.' -4,(''

достаточно
векторах
/u/, /з5/

цrполЕения соотноrцениfr /Ц/, /36/ при прошэвольпцх

ревносильно условияш0,1 . llошrо покеэать, что это

малогичнея схеца исследоваяия пригодна дJtя иаучения ведач наб_
JIDдения общих линеfiнцх гибридrпrх систеш fЗ] .

Поступила в ред.-иsдоотд€ло
23 сентября 1974 г.
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