
Управляеrдле систеlш. Иl[ СQ Дl СССР I9?5 г. вшп_уск 14.W

нЕOБхOд4мшЕ услOвия оптилдJIыIOсти уIIрАвrгш{Й в гиБрI4д{ъD( систш.tАх
Ф.М.Кириллова, С. В.Стрельцов hФлнск/

Дпя систем, поведение которых описцвается совокупностьр диф-

Ференциальншх и раэностных уравнений (гибриднше систеrдr) получен
п!rинцип максиtt(ума в терrиншьной эадаче опти!iального управления.

I. Рассмотрим систеrцу:
iсёs-|rасё), 2(/-h),7ё), уG-h ),,.(/), ! ), /с |qёrj - Т , l ,
! d )-FG ё ), аd - h.), 7G -h), tлG), / ), zG)уосё), ёссh,оJ- С |

tс п - | z1 G ),..., z" сil | ; 7 k t l -|7ct l, ..., hG )l ; t'сЬ = {э'сt l, 7'с/ l|,

где ilё) - кусочно-непрерывнше функчии, со эначенияши иа огреЕи-
ченного шношества U i *(t)cV, ёсГ.

Haaoвeri уравнения /|/ гпбрuмоit системоfi управления. На траек-
ториях /l/ uсслеryем эадачу llиниriизации Функционада

/(ml =f(g (ё/D. /z/
týстЬ ФункциИ {са,о'у, l4r, *,ё); р(!е,r,r.r,&,о, dlc,,*7,-,*-cz.

ёо(а. й tлr. u, ё )

ry,#; f(t,;#irod)
непрерцвнш по совокупности перешенш[х.

?. Обоаначи}i череs Е(tЦ irё1-2ё) -АZё) траектории сис_
тешд /l/ , cooTBeTcTBJmIIEte управленияt{ 

'.(ё), 
аG, -аоr/l- д *G).

Иrreerr

аг

дiё)- |c.ictl,Ert-hl, ?dr,?a-h), dсt),ёl -
-|tа.са,заl -h,),,/ё2 !ё -п), 4 ё), t),

дrlсё' .p(icll,itl -ht, ic-il, аft), l ) -
-р(rа,), ,(ё ,hz чG - h), ,/ (ё), ё ), ё е 7,

дЕсёt - 0, {,с (-h, oJ = Б .

Получиш форrryлi для приращения (Р5lнкционала b7ft1.1 , поль9уясь схе_
шоп [I,2] . Ввелеri вспоrrогательнJrD ФункциD Р?|) -lylill,yla-2)}TaKyn,
что уft,) - -ёуr,zlёrп| dе , последовательность lql -le: Оl-е;rr-h,
0, - l,, l -Lt J -' | и ска;lярнце функции



необходиrrые чсловия оltтицальности чпревлениft а5

Ц@(ё), zсl- D,усё), чtё-ьl, уlсё l, асёl / l .

= у/'(ё), /cacrl,,ё-h), 7c/1,7G-b). a(t), t ),

Нrrа{ё), zdt-h), 7а - h!, F'rc - Ь), *(ё)ё) -
- y}it -hryrзс!), zcl,h), ,/(ё -h-), zoft), ё ) .

Далее для краткости в функциях liногих перешеннцх будем писать толь-
ко те переrrеннше, которше претерпевшт изменения, и перешенную / .
Используя тотлества:

ё|

где

l "|'сtlдiфdёJl
0

Qсtl-цlасt), Е{l-h),
|-l t-l
) y2'c1,1 ау с еr,,l - /

ёt

tcicll -ц (,tDdё =2,
0

y'Ol, 7rt-ъ), fl(ё), Oct2 tl;
yz? а, 

_ rl д!( е;) 
= у2'с er_rl arl(orr,

i-o
получиri

t,.0

дха/) - Цrgrlrl)
dr дrrcr) +

ё€tвtlr))
dу дуёr) + 0r( lдаtl.)|) -

|у(0;)+ q(ilДСGrrl' 
=

I
ёh(,.

do
l+ .G)dt

-уltёrlАаG) - yz'cl, -bl о!|(ё|) * 0, ( ll7 (ё1) lD -

,q+
--у/tё,lаzСё,l * l,y/otдiФdt - lr,qсr-ц(.,tDdё -

06

f- | |-!
- / у/t ер лу r 4,, t l -j Yi е;_,rо
L-0

|-1
уа
i-o

tt

о.0

ба Нr(rОO,ч1, t( 01), 7 
(0;r, yl(q ), u(еL.+|),е;+|) -

J
0

!; l|calil, aG-lil,,|(ё), 7а-Ь) уtёl,цё),t)dt -

0

q. q

!ry^g.ldl-
-h

i,ff*.(,,ё)dl- iЭlrr-Дa dpri, i.tlonft)a _

!флr



q-h

+ 0, ( пд|drl|) .

В /4/ сделаем следmц8{е преобрааования:

,,'j,,ШrР- да{ е; *,) i ri Ч l Piоrе;_, t-aпrqlf -
i=o i.o j"i

)oictlat;
|-l 0;+l

)h(., ejt
dz

e-,t
ýз
j,i

=zJ
0.0 ei

(

z/ i ry д,@0) -i'i' r,i,Ч) а io ldt ;

череа
В чле

е c-z

l ara,t +2h)
0

dа!,
+

ёрr.. /(а, t + 2h) )ul

rJ>dt +

7c/ldl|4 сttлtсtll>.

0e-z

,| а
0

Продоллея делать aar.eнy перешенвоft 1-1-h в членаJ( с запаэд{ваDIrиш

аргу}rентоli до тех пор, пока последниil интеграл не стенет равнцм ну-
лD, получаеt{



3десь введенц обозначения:
k-t

f {а., k, t ) = 0са, l + k lъl . I
l=t
k-|

qЦk,h,е{ос,l - tЫ.П
i -t

l Ц t,l )- а/а, ё+rt + t lfi . ]j'l
0

и учтено, что flq - l
Далее, """jilnr, uro

|-t 02-у а-! ес-к

d = Z l Б,о,k,!.lА-рr.,u,l)dl- Z { | cQk,,/laa<ё)dt +

k-!o k4 Б

dpr. ,u. t +h)

|-1 0с_к

- Z l €'О, k,lldzсtldl ,0r(ttbgcёllt)
R.2 0

т
t

0е-к 0с- t

I r l ; ifr,,|,r ldT ) дiсll dl =

0L

)p(.,tl.ё+ (j +t)hl
ёцl

Qpr.,a._tLcj+t>h.> . )рr:;ц.,t> .

k-2
ё+ +! )ь)
71'

l )н, r:. ll
J Тlzсildt- J

0

d,r)lirildt;
lI

0
с-|
ýа
K-l
с-1
ýл
к-'

|-l
,а

Lq tl
)Н, (.,г,

dz,J
L

1)

0i

I

",
(

е-2
ýа

L-0
сс-х

I
0

r
0

-(

€ri,t,t) д;р(., d/

ес-к |-,l

l 
',u,k,tlaoctldl-/

0 к-!

Z Е rо, k,llA2p(,lldt ;
к -'
_l

F| (а, k,т)dт) А ift)d/ -

-t c-|-i

a-t-i

k.2 0

|-l 9;п

ui
i-0 0;

|-2 0;,, |_t_L ос_к

L-0 0; (.l L

ес_-r l- t

I €,O,k,l)ArG)dt=Z

1-1-i 0g-,

2 (J Ilа,l,rldr)Аic)dl
| -2 с

а-! lt

Af!lt)- -ZooH, {., е;) - l оо Ц (.,l)dt -

'r,,., 
)r,

ёу

k-2

Имеешt

l,.0 0
lI

I
0

|-z 0;,1

А;Р{,,t'й - Z li.o 0;
)$rd,k,hдорi.,tлсt +

к-'
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t ýr1rn,_n,- Чl д!(о;) +

!lЦ!аlаг)апФdt -

l
0

dly|'(tlдictl
L-c

to ll |,

-l!"relliclldt -JtI
0 0l

:l"3"
0ь
l, ,t,,I(J
01,

l,- hц- h

I(I
0t
|-2 ei+l-z 

J
i-0 е;

)fu (.,i,,trrb)
do dr дiсёldt -)

)h(, i,,c)
ф

)fu (., d,ьь)
ч

, ) i rt dr) аiёldr -

,а
C-t-t,

C-l -l

.9с-,
(l I lil, k,r)dr)дidldt -

L

0с-х

(i |,o,t,t)do) оiсlldё -

I

ry)Mdlde ,

lp t.. J!h)
do

d) l;сёlаt -

t-l 0;*,

zI
l-c 0;

Ft е;чIJ
i,0 0;

с,2 Qi-tII
i.o е;

(

r- |

ýLl
r-2
а-|
ýл

t- t-i

z(
t- I

c-t

i.i r!

ОпределимФункции Ylttl !2сёl следm!р{l, обрааош:и

i-L
0-|
ýэ ry)^atldt + pr l prdlll)

y,[el - {t|,l *i*,Y*':1'llupr, +

!' Т t ьt)аr:iry,,rпi,;*,п" *

uf-;,*, 
t,оdг) -'i'(l-i , *, t,tлолф ,

сК=2l
2,t

(

+

t

- Zry -Z ry ; ос |е;,011), 1 -oP,
l, е j.i +t



Необходиtсше 1.словия оптi{irальвости .yправлениft Z9

ylcl t _ yl( l|) + j' 'r#о, ," ! 1'U, '.t-r do +

tt
ц

+J
,

{,t- lt,

t l r, {а, k,tr)lt +

t

lцс.,еl .
аl

)рс..l)
dg

ё;
M*J

t

h )ilr ,/+rL)

* dHl (.,/l-h)
dэ

ау фаr"

+

+ ,

+

Испольэуя /6/, пэ /5/

ьХ(а,) - - 
.
,

3десь

с - l-'b

З-1

l,H" r,L-",.,
dэ

получаеr,t

аН, (. , /,- h)
ёа t е 14 -2h, L- h ),

- y|trl +yltll !+rо-|Т.Ц,L!!хr +

)н, r,*-h)
)z /с Г/|-h,ё/),

yt1,1 = - dr!дr/,л
,

у2{о,_r). ry, F'(ё,-ьl- ry ,
-

;.4t-t

,-|
/ьонrr
-0

q
t.

1-1лаЦr,t)dt +l
0

R-
t

Р = -R, - Nr- Rr- Rq * q( llд7(ёцl ),

t' 
ан ','о," Аа р r, ,l) d,ё +

'l 
0i+l-,J

i-o ei

цltрr- ltIоо
0|

ц-h ц-ht lt to,0а

2 r , a,k, {) да р r- ,/)d/ ,

)Hrr,Tl lllb:ichde +)а

'Pr")aitlldJ +



)э

ц11
- JtJ0t

d{
!I'(I"o )fu (.,t

ьа

u
!-2 0ill 

'-t-i 
0r-k

- I I С I l оо r{u,l,г)dtlаirё
!-с о; r,1 t
|-! eiч 

'ц-i 
ф-к

+ Z J( Z !ооrru,k,г)drlаirtl,-0 0i К,2 ё

1- t 1i+l |,l="ZItZoiry
i-0 0i j.0
|,2 0;аа с_|ra!,',J,oory

ёрr-.г, dt)дi(ild,t +

+ъ )р{.,г * ,liсёldl +

)ь Псёl dl +

)ьЬttldt,

)
ат

>dt +

dt,

р
з

R, - ,2(оо ry)lyte;l.
L=0

З' ПУСТЬ 
[ о, t? |о,,е,+Е7

Аr.r'uG) - 
Iо-uсё7, {с L0',o'+[), /g/

где 0: С - произвольные числаi О'сС о'+6,6Г, с,о, d, - проиавольrrая

точка иэ а
Введем последовательность :

|ri|-{r; ,r: - 0'+ih, L-Ф, о) 
"ё,, 

о) _tl ,

iiэ /З/ имеем:
|J д усЬl| < L ( lъэсt)I +trа*G-hrl + lь!G-h)ll) + llла р (., е ) Х,

W, G ) || < i lt, ut ь 

"с 
/',ll + I д rG -h) х + пА !( ё, l * n д !ё - l,ll )+l ьа|(, а l ) nldl,

0
Л е м м Ъ. Гtусть Функции {С.х,tlr/rолr,чrl), frв,Qt|цt2удовлет_

воряют условиям п.I. тогда при специальном приращении управления
/9/, где 

' 
достаточно мало, величина lt&!_d z G)I имеет поря-

док ё , а веJIичина llAr,r,yft)ll- IДар(,,d)l при всех le Г ,

о'еТ, i, с U
До к а з а т е л ь с т в о. fuя проиэвольных de Г цilСа

в силу /g/ дr,r,z(t)= 0, А6,6,хrсёl= 0 прп tс Е0, 07 . оценишt

l|ДЕ,о, ac)il ,с |Дr,",7сllll н9 отреаке Cd, е'+ е1 . В силу малостид

имеем 0'+Е <О'* h . Учитшвая , что Ьц6,3G- D = 2, поцучаем

sar r, 7cll rr.i!or,", z сёltl + лда р (., l) ll,
|| 
1, r, "ё 

r, ! 
ir', t, ll дар (, t rn +l + /r 

., t l tl l dё + t, r, l j loro, titl s at.

З0 Ф. ivl. Ки г,и;lлова. С . В. С.:,,рельцов



Необхсл,,lдые:/слсвия эптилrа,:ъност:l ../пэа;,.те:t.:;'l .з;

Следовательно [З] , 
о,+е

Iде,о, а ( t Лl < с zp ГL ( / + t, le1 l,< L llдй р (., ё ) n + I ла lG, d l tt l.dl = 0 ( Е )

,, lbB,o,7d)ll<llbip(,,ltll+ С'Сё) . Теперь при tе |0'*e,O'+h1 :{!ree},i

1ле,о, ?ё)ll < l хл€,о, оё)лlо,

llь€,е,рd) 11 < 0{ё) + L(/ + h t ltьr,",zсёlll d,t ,

0'+ а
и, эчачит,

I лЕ 
о, 

а d ) ll 4 0с е l, еql r t + t lh - q G ), х оr,r, lr|, х < оr' {о ).

итак, llАrr,эсёlх<OzG) , lc |0io'+h) }

llьq[, f(hn< lдi?э{,,l)ll + |сец tс L4' е' + Ь1

Можно показать, что
ll^€,o,td)ll<1rcr, tcia*t:h,e'rci+llh7,
llде,о, уG) tl < i/, ttaop(.,t -t,h>llt |'rrcet, ё е i0'+;/t, ?'td + ohl ; .ф.

Следовате"qьно, для любого t е С 0', lrJ
llД,,,,atll-ё, L",
llдбо, ,|drltn liдар(.,О'rП .|

Оценим остаточныft _член Р в /7/ при специальном прираценIr;i
управления /g/ . У|меем Et* Е, Аа р(, , d'). далее,

t, t, t1

!' i ^о Ч'" ) а аэ ctldt, t 
!^о 

ffа")о"о,|о' *

Ll 0'+ ё

* 
| оа # о"сtldё -t.bo# о" (ildt
od
. )Hl(,,0')

= Да #ьаtО)t n €Z, 0'( |0', 0'+ Е1 ,

откуда сл€.ц}9т 1 что Еz * Е 2

Если 0'+ 0i и € достеточно мало, то Е, -0 (ве,,-, ксэффl;-

циенты под энаком интеграла при Ьitt) равнц нулю). Ecurlt ]ке

0'- 0; и
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так как в сuлу /9/ Аа(О')- О u дz(о'- Ll - о . Имееш

I
о'

д-u #оrф/t- о;Чdrt
tК,

R,

b.ocO\El * ё ;

Q; -0' l во

оrrс'

0 , так как Да

уrOtl - 0 ;

)Hrr.. o;l
)al *0 при

q| ( м7ё)D - q ( ма р(.,а')lD 0q G) + 0, tЕ) + QOtbipc.,d>lll.
4. Предполшим, что мнох(ество Р(аrlr, tlr Orrё ) вшгцrкло при

фиксированнtлх а, 1r, 1r?, t
IIусть uG)*u'(ё) - оптимальвое

соответств]/ющая ему траекторияi УОrl) -
вдоль zooCll " хо ё) , тогда

(в противном случае сJrцествует а.
Итакrнами докааано утверпдение [4l

угеу?Ft1"""t

|уr'се-ыI

loXcooolz 0 мя дOбого Zct/. /ll/
Подставим Д4guОСtl в /?/. Прп 0'- ei в силу результатов п.3 дtя

Jшбого Е>0 получи}'

ьr.r, 7{а,Ч- -6а Н2ц d ) + 0( lьар (., d)lD + 0 (ё ) > 0 l
а,зЕачит, и' Ё оа Н2(,,0') +0(llАiрt,,О')l1> 0.

.Щокаrем, что

- оfrНr(,,о')> 0. /lz/
Догtустиш противное, Тогда существует Z ,при Koтopoll

бiНr(tе')- |, 0 . Построим управлеЕие Ч, такое, что bn;Ldl=
-ЕrД2Р(,,d); О<€r<!. Ишеем -trl*o(qr>- о длtяёrtоi,q<t ,

что невоэмошно. 3начит, при 0'- 0; вшполЁяется /l?/. Прч О'#е1

для достаточно малшх Д отреаок LQ О'' Д] содершится только в од_
ном из интервшоЕ (|, О;*| "6аЦt.,О;)-о, i -m . В силу

реэультатов п. 3 ишееш ьr,о Тt,u,О )- -да Ц (., е' ) е + 0 ( xа,; p{,, 0' ) ll ) + 0G)

для любшх е> 0 . Поэтому

даЦ(.,е')> 0 /rc/
такое, что дйЦrrdЬх> О) .

Т е о р е м а. Пусть для ФункциП|trсtl, эё-hl, чr/)уG-И,*,(/),ё),ppё),rl{-h),,?(d-h), uG), ё) и ? lZ) вцполнеЪц условия
п.I, i;ноrестэо р(а,оrаrrЦd) вшпукло при фиксироваянцх 

',dra| 
l

Если tl,'ctl , uОе (/ , оптимальное,у.п_р.авJtqние, io (Ь - соот-
ветствующая eriy траектория; уО(ё) - {[|r'i!"r} -о"r""" е /6/ вдолъ

Ur'Ctl и Zo dt , то справедливц неравенстве:

l/ Ц аlЬ, эОtl-hl; xrocll,|?/- u, уl?il, н.Оrl), J)>
) Н, tlr|2, t'tt-hl, /rO, rG-h4уlсlt, u,0 пчч ёсП|Оr|,

a
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