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В настоящеlr работе paccrioтpeн вопрос а цщзаr,Ц€llии асиr.птоти_

чески оптимального решения в эадаче календарного распределенuя п
наиriенованиft плана по / периодаrr вречени [С] и в задаче Ддонсона

о нахошдении расписания обрабоакu rl, детелеit на ас станках tа] .

0бе эадачи сведенш к а9даче об z BeKToPaJ(, и последняя решене в

том сшсле, что построен алгоритtt шаrой трудоеrtкости, которцf; при
rtъ =о(п) гарантирует получение асиrrптотически точного рецrения.

ý I. Формулировка эадач и определения

Сфорtlулируем некоторую обчryю задачу.
З А д а ч а I. Дано мношество !iатриц с неотрицательнцши коэф_

Фициентами, причеш число строк /, raного болыце числа столбцов ,"
Кяrдоil матрице A-(Oij) сопостаелено MHorecTBo ta) ее допустиllцх
расписаниft ( их сl,,tшсл булет определен поз[е )rи эадана неотрицательнея
целевая функция |(J, ,!) t ё € tИ) . .Щоrгустишое расписание !о шет-

ричш ,4 наэшвается оптицаJtьнцti рgсписаниеш шатриrsl Д , еслu

7(Jо,Д, - ofrft,|(J, 
Д).

Задача состоит в Tolt, чтобш построить достаточно эФФективнцft алго-
ритш, которцfi бц дlя каrдоfi t атрtlцш ,{ находил ее оптrlцеJtьное рас-
писение. Условишся алгоритш считать достаточно эФфективньш, если с
pocтotr Ф его трудоеrrкость растет не бцстрее чеra ос , где С - не
эависящая от ', константа.

Поскольку в рассшатриваеrл{х эsдачах цоцЕIость llHorecTBe J(,{) ,
как правило, порядка (ф!)по [3] , то решение таких аадеч шетодоц
полного перебора вариантов Jcta' окаэцвеется неэффективнrпr. yre
на протяхенцu 2О летrс теХ пор, каК бцла опубЛикована ИЭЕеСТНаЯ Р9-
бота JIroHcoHa [2]r поиски эФфективнцх елгоритr.ов дJIя raногrх сревни-
тельно простцх аадач теории расписаниl пока что остаЬтся беэуспешш-
шп. Поэтоlцу стеновится eкTyaJtbнof, эадаq8 построения достаточно эrфек-
тивншх алгоритшов, которше ати 8ддачи рецши бrr в асишптотическоl|
сцшсле (сш., непришер, работу [I]).

поrrцтка приlrенить асиraптотическхit под(од к sадече дfонсоне бцле
предпринята в работе [s].здесь устанощено одно достеточное условttе,
при вцполнении которого ективное (т.е.неУплотняеIое)расписаяие ллл эа_
дачr дlонсона удовлетворяет условиD есltцптотическоfi оптиl.аJIьности в
Tor. сlGlслеrчто его относительное уклонение от оптиrryl.в с ростоIаста-



0б асиlдптотическоr, подход€ к нек оDнм эялеqам 4I

новится сколь угодно_r.алцш. 0днако указанное условие является черес-
чур fесткиш: сrЕсл его в том, что развица в эвгруаке выделенной парш
стаяков не доJIана превосходить некоторой константш, какой бш набор
деталей rдц ни вэяли.

0 п р е д е л е н и е. 0ператор р, сопоставляючлдfi кашдоft
raатрице l ее допусти}iое расписание с' с ý( Д) , наэовем асишп-
,отически оптишальншш решением эадачи I, если

0(f (Д), Д) - |(!о, Д)с ?(паr,llI l! ,

где ll/tЦ - Tf "ц l v(rfu) - некоторая полоцительная rDyHK_

ция от 27 , т'.ё. эначение целевоЙ Функции от такого рещевия отли-
чается от искоraого riинищуriа на величинуl н€ аависяцýrю от о

3наченше опереторе р(Д ) нёаовем асиuптотически оптишальш{rr

респисаниеr. дJIя исходноfi rrатрицш zl . Приведеш теперь постанов_
ки конкретнцх задач, рассriатривае}rшх в настоящей работе. Сфорlryли_

руеш эадачч келендарного распDеделения. иэвестнур такае как эадача
объеr.но-келендерного планирования [а ] .

3 а д а ч а Z. Мно п деталей, zzz станков. Иэвестна шатри-
це /l-(o_.:) (i- !_п: j-ti)BpelreH обработки деталей на станках.Найти
раабиенrе Ц -{"q.'' ,'1l мношества l -{r,2,.,.,п| "а / непересека_
Drцtхся подaно8еств, tдиниliиэируDщее функцпонал

|/п€, l) -.ft,ао . ry, t Z,ац - 2,.% l /|/
/<t,,<, f.jiBl"" tcya;l 

' 
t|lsali 

l

Инцши словеми, HJrrHo равношерно распределить аагруэку станков по/
календарншч периодаri.

СФор}ryли.руеч асиllптотический аналог эадачи. Дя этого введеш в

рассчотрение /. векторов иа |* ,.

Шо- |Оr, ..., е* l,' "о" 4 - (а;r,,,., а,,*),
Полоrиш O,rl О, . Для лрбшх натуральншх /, t й в пространстве

*n llатриц раамерош fo,x rrr,. введеlI норшу

lAn, - .rаоо la;| .

3 а д а ч е Z/ (асиrrптотический аналог эадачи календарного р8с-
ПРеДеЛевИя ). Наftти Функцию yr(*) и оператор Jp , которцf, по дан_
ноfi шетрице / накодил бн достаточно эФФективнцll способоrr такое ее
доrrустицое респисание tа!l' - ?(Д) , что

аrt7 rl1, Д) < yr(,a),l Дt2.

Чтобц реЕить а9дачу ?' , шц рассшотриш некоторшfi оператор .Р п,
оценивая дJя него аначение 0/|(l), Д) ,.получиri функчию f;(fta) .

.[,пя атого введеш ортогонаJtьнше проекторш

Рr:Р^-1, рr:lil-1',
где !,.{ocl*lta,a)-O|, а t'-{lа|Сс,?| - ортогональное дополне-
ние /,



сJrществовалв п
пLt'

оследовательность
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.I[опустиrr, что tдц ушееш решать HeKoTopyD эадачу З, которая

форrryлируется следrDtщtrr обраэом.
3адача 3 tэадачаоба вектораr(). I) НайтиФункциD

y(t") TaKJrD, чтобш для lшбого l?L u для всякоlt совокупности векто_

ров .6- |l, е R* l;-!,2,..,,,z}, облалвючей свойствоrс

-о, /2/

слоrения l'- Gt, ... , io) векторов
лrсбого /nj" * вцполняется неравенство

g;, | " qс*, l?1д'
l1 iЗ rъ

Iq,l
l-t

4;, ,

t-/
Искошое равбиение

иэ J , при которой длF

lJ
обоснование э<I,фективного способа нахо[дения искоrrой пбреста_
новки ?'.
Так как для векторов uЕ Р,|< а> вшполняется соотношение /Z/ u

подпространство l uuеет раашерность (|r? - ! )t то при сфорlqулирован_

ном вшде допJдlеЕии (о тош что нац иавестен цетод решения аадачи 3) l
цц rroleш эФФективно Haf,T}t TaKyD перестановку d. , что лпя лэбого
/<j**

,J
где aJ-Z

lB ralll< yt,*z- o rff_ТlP]( 
a|.rl < ftr+z - l), аlц, /s/

UJ:)'-1Ц,...,4l л получиri, если "реареtец"
наfiденнJm перестаяовку о, на / частеfi по следrDщеlry принципу.

fuKTow1(.l,ai ),...,в(;h{. )лолшtш как rtorнo чэныце от;ll}rчаться по
шодулD. Так как Ъсе вектоф'О; uшеDт полохительнJrD проекциD не век-
тор а , то вектор б r al ) цонотонно воэрастает по шолулD с рос-
To}i j и, следовательно, для лDбого |<х<| легко наf,ти i -j(x) l
шиниr.иэируDщее ФункциD l кy(j,-ltО-р,c"j]
После этого в качестве l, береш отреsок перестановкtd l' Ф ноIэ-
па i {9- !)+t до j(g) ', ,.". ,6_ . {Lirý-rr*r,...'сr.сгl}.

.Щ,пя полученЕого раэбиения ШLf - {Ц, . .,lo | оценilш велшчину

||Цiltfor, l) . Обозначиrr ,r'i о; . По определениD,

|,,U]:)', r';з,тr"hr_ (cr(i) - co(i,) -

, ?r7az *1,а2 l(сr- 1) (irl , /q/
где аапись a(i) o""",,JJt"', li'trfioo"""r, векторе о . вIраtениэ,
стоящее в правоft честu /4/, оцениц сверr(у, и9ходя пв cBoilcTB вектора
сr - q . Так как cr-ajCtl - oiff-ll, s Дllя Oj внпошяется соотноше-
нпе /З/, то

lп (Сr)l < 2у(,1-!).lДll2.
l, следовательно,

| п ( 1 - cr>l <lty t,,+ -!),ll lll2 , /5/



0б асишптотическоll поJIкоде к орцш задачаш 43

Кроше того, иэ способа раэреаа перестановки ?'следует, что

14 сс"- ,rr, -.2r?!!n lpz(q,)l - 2lllll" /6/
С учетош /S/ п /6/ для любшх

получиш

|<t,lc 
' 

и д.ля лрбого i=!,2,

|(Сr- q)(i)l< lCr- Crl . - с.) + pr2rcr- сr) .2llДU!Цt|Ч,а- l)-/

Вовврвпвясъ к /4/t ишееш

o,trl!t', Д )* z-l'ty',,- - ,ut llAll 2 . /7/

В качестве искоrrоfi функчии h(tt1.) достаточно ваять 2|@yl
Такиrr обрааоr., Еахоадевие асиrбптотически оптимального календарного

респределения ( т.е. аадачу 2'2lш свели к эадаче 3.

Д-@i' (i-Ф; j./Vl врешен обработки деталеfi на станкех. Наf,ти
цатриr{у (расписение) r-(tj) ( гле tq - вречя нgчала обработки
i - fi дета;lи на 7 -ш стаiке) , удовлетворяDцýrю следmцщц требовs-

нияш:

|О.'dпt,,,.- 0;
^"l'l2-. мя.lшбшх |<lc rt u l. j<rtt-| верно t.. * Оr/.. ёtrS.t t i

ЗО. для Jшоцх i , /' , К интервалц rrrj,ri *ай) ч(tr,,tri+аrt
не пересекшOтся;

4О. вначение целевоfi Функции ?2(Сl) L T,F(o,+4g,) лuнuмально.

Расписанше / , удометворяDщее треОовани?( Id- 3d, наэовеrr до_
пустишцll.

Булев исвать асиltптотически оптиriальное рещение аадачш 4, при-
чеrl, дJtя каrдоil шатриtш ,| булеш rtcкaтb ее аси!iптотически оптишаJtь-
ное расписание на шноIестве таких доrtустиriцх расписаниfi, в которых

детаJIи проходят через каIдtй станок в одной и тоf, re последоветель-
ности t- ( i , ,,., io). такое расписание булеш неэцвать пороIденнцll п€-
рестановкоf, r и обоаначеть череа fuCl .

1 0 п р е д е л е н и е. Расписание Гttt неэовеш уплотняеrщ.i,
l
| 

еСЛИ суЦеСТвJrDт 
'i 

u е> О такие, что при уменьшении l.. на€

| расписание остеется допустиtлш '/

Так как ясно, что уплотнение расписения не увеличивеет энвче-
ния целевоil t}ункции, то дост9точно ограничиться рассчотрениеrr толь_
ко,веуплотняешцх расписаниfi .

Л е rr ш в I. Дя вского неуплотняеrlого расписания Гttl l по-
ПеРеСТаНОВкоfi 

'- 
lL r...rior,'целевая функчия ст него и1де-

следЕцýп) $lадитпсескtrгп Форtry :

о rГссt_ l ). rla, ( Z q,,.
е7 ' fз,|ra\<...<\-_r<n |.1 l'

rrl

I

+

12

2 q:,
|.\'

- 
;P;yrlLyt|), 

/в/
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ДокаэателЬство.ДляпростотызаписиДокДЕ€llЛёl|.
ьlу для перестановкu ',( 

tr2, ,.., Q) .

3апицем усJIовия неуплотняешости:

,-l
tr,2оj. i,1,2,".,fu; /9/

1,1
r-1

{r^
ýд оr, 

'
K.t,t, r?l, /ю/

j.t
,i = r*rlёi_l,Jtai-t,j ; ёч/-, * ао;1- tl /ll/

Докв8еr, по ивдукции, что для любtлх lc i< tъ , l< jC,rt,, вЦполняется

рааенство:
i-l

* 1,or, ).

|'!-l

ll

t,,
oJ

a

' 
зКсс (З5_r. i' r!ror,' r!r,oo'

l. к'
(2осr-2асr,
|,t t.Xl

\12

',!3,- ,!,!ri
ýоr,* ýоr;

1.1 l-rl

io- l

/ lz/

/lз/

ДДя L=l ,tcjcm

t.
4l

с учетом /Ia/ uмеечz

i -t j-l
' 

,!,on 
' ,-rr-, ,|,4,

I llraa
o-<l]<..,< rj_r.'

t..
?

-

fuя l<is tt, , j, ! с уцеточ /9/ uuеем:

a-l L-t

'r, = 
,2rОr,' П'; ,luou

-

Предполоrиш, что для
докааано.

Дока.шеlr его для
го предполоаения ишееш:

о
*| а., ).
l.t, 'J-l

где ,4 ъ, j. jo, i*j.io*jo равенство ,/I2,/

j - j" , иэ /lI/, /iz/ и индукционно-L
о

'ф ' -on |'u - ,,jо'оъ,,,ii 'о,, 
jo- ,

= пrd. ( trat
o<lr<,,.1BJ. _

irаt
ОзКls ... з x,;-t С io

;,?,.:,,rr',
* х 9,j,- r'| ,

с,Ьз

f 1-1
(

Приведеш граФическtrm интерпретециD вшраIения, стояцего в правоl час.
ти соотноrленuя /l3/, .[пя атого ttэобраэиш часть Iатршцц l прul<i<i,
l.ja jo рис. I и 2 . Укаэанное вшраIение ревно шакси!rylry дв]в чи-

сел: d, ц р соответственно, где d есть ш9ксиlryш cytI вдоль сту_
певчатцх траекториfi, идrщих иэ яqеltки I в ячеftку 3 (рис. I). llHorecT-

. Величина р есть r.акси_
).

во теких траекториf, обоаначиr. Дr,r-{Еl
tryш суцr. вдолъ треекторшП 

"g-Д1,2 
(рис. 2
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Рис. I. Рис.а.
Сушry вдоль траекторил Е обовначиш ýllt , тогда

а, - r+ur $1t1, в . ааr &8l.
есД1,5 ' l 8сА1.2

Если ваять произвольнуD'траекторltD 8еЬr., , то она проходит
ч€реэ ячеf,ку а либо череэ ячеftку 3, следовательно,

ýrel<d+ Q.,,o ч ýcll<p * abjo

С другоlt сторонц, шоrцо наfiти траектор}tи q п 8, С Дr,, такие,
что

ýc{l-a *au, п trQl.p *Oi" ,
следовательно,

ff|:"'", 
э "t'o, |n'oiir, р *аii } = *' |,,pl ' ori '

откуда ичееш ,-

!ч,, *,!::'i, i?ir'i'' - 4ц. ,
что и дока8швает соотнощение /12/..
Иа /l2/ и равенства 2r(r(rr, lЬё; qa легко получить утверlдение
лешшц.

Введеш функционаlt

ц'tО, L .talz (
u ОaЦ..,,. lй_f 1fЭ -

К|А) - r+оа' ý
lc jctla .',

t?

*...*Z ai_ ) /l4/
!tI*_rtl'

4|

z
х,

*^z 4i2
С -I.+ll.]

оЁ,

и обоаначиш

Легко видеть, что

oi

ylct < r.ar1/'(t, + (ftс - tl llД ll, . /l5/
Kpollo того, дJtя лrrбого допустишого расписания / иrrееш мя7rl|,,|l
ниtнDD оцанку

l(1) е 2rlt ll. /16/
Сфорlryлируеш эадачу, которая, как будет Е|вед€но пз /l5/ п /16/,
является асиlптФгическиш анмогоra задечи 4.

Задеча 4'.НаfiтиФнкцl{D frc,*1 иоператор / l кото_
pri лля данноfr r.етриtц{ ,{ эФСективнцц способоr. находит TaKf,D пере_

стеновку ?' , что l'(c) < КД) t,lrctll, |Дli,

I

a

a

a
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Речд,tм эадачу 4' при условии, что эадача З решена. Воэьrrеrr

проиэвоJIьн)rю перестановк} 7= (', ...rLa.) и "раареlеш" ее на по чgс-
тей . Получим некоторое раэбиен uе fu! -Щ, . ..,/*l MHorecTBa,y' -Y;Z,...,.Y.

llycTb ,lJttl - riношество всех раабиений, получаеriцх раsрезаниеri'
Ha r|t частей. В соотвесс't'вии'с обоанgченияши ý I иrrеем or'rkor.
Испольэуя последнее равенство и элеriентарнше свойства ортогонаitь_
ншх проекторов р] L а , получае!, оценку для функц}rонала /l4/:

""" 
-'пtйr, ,|,";'i' 

'оmй,( z Р, C,il * 

,l4c, riD <,

<alffiltl 
,i""'24fo, ýr, cn,till, /l7/

Учитцвая, что векторд ВСr. и а параллельнu| ишееш:

offir, ,i,',"r;" ' .#,r,,i ry*,c;11)
- 
#ri,r, r:: ,a"lco'r7) ' tr|,:,*al7') ' ttL4),

Отсюда, обоэначая 
"-I rr, 

и подставляя в /l?/, получаеri д;lя функ-
ционала / 14/ следуючуб'оченку:

uo,t'tc t < r,n, * offi,"rt f 2 с.:, ,, - 

,i, п, "i'' ci ll .

-I0) +n;ffjr", 1r, p,";ri ) - пс0 1о' ь 1 11 . /lB/
Пусть вцполнено предполошение о Torr, что шц у|{ееш рещать эвлаау 3.
тогда, испольауя рещение э9лачи, ltц шоаеш эФфективно наfiти переста_
новку 9' , TaKtrrc, что дJIя лобого l<1< о вшполняется неравенство
lprail< 9(rf,-tу. lДХ2 см. /3/ , и следовательно, при.rmбоrс разбие-
ниtt ,lf C.tЦrC') для всякогоi. !r2,.,.lrиli€€ll

lпсLIl У(r+ъ-lr. lДХ2. /I9/
Иэвестно, что

*Щ?rуr'*+Р| 
t n"ffi!,yr(n+P',llV , /2о/

Иэ /l8/, /l9/ п /2О/ получаеri оценку
jl.' ( О.' < КrД) + (.*ъ - t l1T у t,*r-- t l. llД Х, с

. К(Д) , |2},i.,+-t)уOrъ- t l. UДtt, . /Zl/
Соотно.ценИе /2I/ оэначаеТ, что решение эадачи 4'наfiдено. Еlернешся
теперь к задаче 4. Иg /I5/, /16/ и /2l/ следует:

Д(Д)с |2iГоп,*, Д). ?z(Г(trr, Д) -rtt., d
< КU ) l 0,z. - ОпДlt, + 

\ tc*, t| ll+z-! ) l Д Хц.

=t((/l;ttl,t-|)(1*Гпъ!(,а-lrt lЛllr, /2Z/
т.е. r(l') является асиrrптотически оптишальнцlI расписанИеШ (Р€rДё;
ниеri эа\ачи Ддонсона) для исходноrt шетриtlц д ..

l

a

d



Рещим эадачу, сФормулированчую в ý I , инлукцие1-1 по размерно9,-
ти пространства Р- . fuя rtъ = 1 эвачение |(/) = I и искошая

перестановка тривt{ально в{iходится. Гlусть дана совокупность векторов

Х -{t; iРОL ] L = !,2,.,.,r), такая что

ý+j о,
i,l

и пусть мы умеем реrцать эадачу 3 ддя Р*- t . Рааобьем пространст-
во ,?- проиэвольноfi гиперплоскостью l на два.полупространства
Р^ и С* и обоэначим t t;*B ; тогда- l Цr-В, веа ограни-| '2 l;|th{ ' ,rrrlпtrО

чевия общности ,}.ошно "u"-i.r", 
',,rо S/ / . "Тогда'.,шбоft вектор te l-

одноаначно разлагается в сумму своих косоугольншх проекциlt: проекции
на l (обовначиrr ее p.cбll и проекции нs пря}цуD {lBttcR| tобоэна-
чиш ее P2(t) ) . Так как, I_л__ п(r)= О , то.rrц мошеш найти такую

последовательность tt ,43f,j,l[b"" векторов иэ р, < i П Pr, ,что
все промешуточные суммы не выходят иэ шара радиуса yr,*- tlr7ЭlOtltl
Аналогично находится пЪрестанобк, Cz для векторо, ""х'iЪ'tЦ*,
Искошую последоватеJtьность О' сложения векторов иэ Е получЙll,
чередJя номера перестановки t, с номер,ами из ''r2 так, что есJrи пО.

лученная проrrежуточflая сумм9 лепит " Rr. , ,о "Йо брать очередной
вомер иj 

' 

и наоборот. При таком порядке сложения для лрбого, век-
тора промеiУточноfi "',")rr, !'" ,;;,":l"я. 

соотнощения:

БФ', /2Э/

iп ( llll * 2у,,*о -'ty ёr8l + , /lii
где ё(8l'ffirrr, , 

". 
j.r - угол,"*д6, b"*ropou В и нормаJIьD

il й'п7оскости l 1рис. З).

ý З. 3адача об rr. векторах

в
l!

a l,

a
flffi

I

l

+

I

т

I

Рис. 3
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Иа /23/ и /24/ следует, что дIя люоого f
0к# ( 2УС,* - r l - liay )2 * Ol' I

фý9
llу2t,- - !|ol + 0уtl* - 12. tio1 . #t29t,,*-|r+!). /25/

6[пtЗуl.+о-!t t !) . Blдrol
анЪчение |lr+ъ ' 

. Наltдеш та-

4g

В качестве 9lпъ, доствточно вэять
что чеш меньще угол l , теш шеньrде

a

KJrD гиперплоскость l , чтобш угол l бцл ценьше некоторого, не-
пер9д заданнсго угла l, . Дя атого наfiдеш шакс}rtiвJlьншft по raодIлD

вектор ае| 1 т.€о такой, что ttt,tCE) , и в качестве перво-
го прибли*ения воэьмеrr гипермоскость У с градиенто\ tl, r н8п-

равленншш вдоль вектора J . Вr,rп"лиш вектор 
'(Ц_) 

, Z l; .Еслп

угол шеадl векторsши 
'(4) " N, больше t , #'t''*:r!!i:" сле.ry-

Dщего приблиlrения береш гиперплоскость с норшеJIьD ЦL еtЦ) и вш-

числяеш 8(Ц' и т.д. 0ценич число IJtагов, аа которое шш с гаран-
тиеfi получиl, искоrФID гиперплоскость. Так кек на каIдоц чаге||0l;)|
увеличивается по KpBfiHelt uepe , L реэ, а rrаксиIаJtьная по шолу-

лю сушша векторов ug t не ОолЬ i ttll , то таких шагов будет
не более че!i

шц 
'(Ц' 

эвтречивается порядка ,2 оперечпfi тппа срgвнениl, то все-
го шш аетратили на rr, -N индJкционнош rдаге порядка пOr* операцпfi.
легко впдптьr что если велtrчина ,* о:рsниченв сверху, то не нахоtде-
ние искошоtl перестановки С' эетрачивается порядtса ,o2rr.l операциfi.
При этоll

|tL+a' . O|lr*+ -!) *|,

гце а-J_Фt?"
f

, l.# . Следовательно,

|rлэ ) о oT 'J , a"О-2 t + а,*{ l+ ..
- о4- t* !._*!-. а*|-/ ^,+l- l 

'4-- n -_'
+ ,

a-f

откуда видно, что в качестве lc,*' цоlно вэять

=+#?,(#г)*''-п,
t-саrз2 t ! ,с*- tй |бrт/|rao2 -

/zB/

Чеш ченьщ,tfi угол у, шr булеч бреть, теI r.eнbme будет 8начени€ ФOrнк-
ции rlLal, , но теrl больше будет трудоечкость вцчислониf,. a
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ý 4. Некоторше эамечания о функциu ytrt,t,

Иэ соотнощенult /?/,u /22/ видно, что Функция !trrl) rдоает

бшть испольэовtiна не только для оценки отклонения асимптотически
оптиliального реrления от оптишального в задачах 2 u 4, но и дJtя

оценки саriого оптимального реrления. С этой точки эрения полеано

ишеть Функцир |Уlr+а, принимеюцryD как !tошно меньшие зн8ч€н}tяrчто_

бш оценки искоllого оптиr(ума бцли точнее. fuчислиш более точное
аначение ttral . Если'в описанноrд в ý з алгоритше не каЕдоrr ин-
дукционном tшаге брать такую гиперплоскость / с градиентом ,l/ ,

что векторы 0ll) ц il параллельны, то !гол f l О и1 сл€.щовQ-

тельно иЗ соотношенuя /25/ получим:

lt*), t ( 2ytrrъ -cos? У
r)+ýitty|'+ |y2trm-|, +t ,

ОТкуДа ,ftr*t- Чу2 tt+ъ- I ) + l . Такиш обраэо!r, учитшвая y2cl l- l,
иriееш

y2(,nt - lt^-'* h*'2r ...+ !- # о

откуда видно, что Функция

у,.*, = # /27/,l5
удовлетворяет требованиям эадачи З.

В качестве искомой гиперплоскости достаточно взять гиперплос-
кость с градие!rто}l

что

бн

| еr, = #il 2g8; l

Вопрос о нахошдении перестановки 0l в это!l случае сводится к воп_

росу о нахоIдении эФфективнылr способом вектора 
'пНо и в полученном эначении t tr*) шц не иабавились от ее экс_

поненциального характера, так как он является следствиеш примененно_
го наDtи индуктивного метода. Вероятно, существенного уriеньrцон}tя зна-
чения функции у моано добиться только неиндуктивнцrr шетодоra.

Покgшем метод нахошдения t(2) , не испольэуюциR переход fi од-
Hoмepнorry пространству. Пусть дава совокупность векторов!.(;lR2|;,*фУ,
обладарщая своfiствош /2/ . Будеч строить перестановку t' = {Ч , ...,LI
по инлукции, определяя кятдуlс посJIелуюlýrь ее координату по всеш пре_

дддуtиli. ьедеш обоэначения: $^tt) -{Цr'l i=i,,i2,...,iB| (|<к<п).

fuя ВекТор" аС R2 введеш подмноаеств9 плоскости П, Р2 ;

к'(э) - U, П tq|эl -< 60oI ,

к-tэ) - -К *(э)

п*lоl -{!rП lч,r), ol; Л'соt--П'(оr.

I



50 С.В.Сеаастьянов

?

a

Рис.4. Рис.5.

В качестве r, воаьмем проиавольнgg l-. i< о , тогда l|'l-Et$l,
Процесс нахоадения последовательности f; рааобьеш на этапц такrчто
если в конце этапа rдш имееш подпоследовательность L| . . . .: &f , тО

ll' tt 6t8l . tlусть шr уше наrдди i,,..., iз , ПРИЧеш |rsl<Б($ .

BoablreM вектор 8; СХr', Err Cl , имеючий наибольtшдfi угол с gS ,и
полошиr,, ir*r'.,i . Е".,r"" &_ .е K'tl'l , то 9тап ааковчен (так кек

в этоl, случае имееш 
'S't't 

(t|| ё<$ll . Иначе во rrношестэе ПgstlorrlТ
П Д r &s., 't) берем вектор f. ( согласно /z/ это liнoxecтBo

непусто), обраауDшry]ft с Lig*, 
"""u""itш,tЙ угол, и полагаеш Ь*rr, L

Этот угол будет, очевидн3]'больше I?Oo (сш. рис.6 ), следовательно
+ |, l G EtBl

о8+2

&

lb,,

Рис. 6

, то атап аакончен. Иначе во шноrестве

a

|t t.
LS*l

l;rr,

Еслчl +t- (К-(09)eg+! Х+2

Щ_tt;_..r l; _) ЛЛrJr*
,"ff"#Л*'у"оп't' 

""*ropou''
еш условие

t,+
|+t

,tt )

'.+'!+ t

l+
'+2

береш вектор . ,i
,
Ь+

!t полегаеш
обреэушиfi ваи_

+r:- l. Проверя-
{

N,

2

е
i к-(,

'l +5

ь
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Оý асцлдптэзцз_99_ц9.tl п9ддщ._д Ёекотошш аадачаr. 5I

и в случае невцполнения его продолrаеш процесс построения С опи-

саннцli вшле способош. [ýсть этап аакончился нехоrдениеr. ir., -го
члена последовательности t . Из описания алгоритша ясно, что для

любого t< х< l
е*L *...,В; еl7xK*(6\ ч llk8в),

'E+l Ь. к
следовательно

tlý.0l< Б ёtхl,
откуде дlя лпбого l < ý < rt получаем

l lý l < tlT lt9l
Иэ полученноfi оценки видно, что в качестве эначенuя yt2) достеточ-
но ваятъ

Y(2r.tr.
По с5rществуl irьl описши алгоритri построения перествновки
ешкость которого составляет порядке ф2 опервциf,.

Дя сравнения индуктивншfi rrетод в приченении к Pz
ние

|(2l-{Б7 -Б
Это еще раа подтверJшдает шtвод о To!i, что необходиtlо искеть неиндук-
тивнце методд рещения аадачи З.

В ааключение пользуDсь случаем вцраэить благодарность В.Д.Пере_
пелице аа ценнце советц и пэстоянвое внишание к работе.

Поступила в ред-иэд.отдел
3I октяСря 1974 г.
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