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ý I Постановка задачи

Пусть в ка*доfit точке{!rt) иэ эадан}rого прямоугодьника П'ýхТ ,

S,Г4,!"7, Т- гь, L*1 , э9висимость_ мешду уflравлением Zlr4,/)e ЕС

" со"rо"""""" {Zrl,tl€ЕЗ 7 С4,0е Ей| процесса определяется уравне-
НИЯМИ: gJa,l) - f 

lorBra t1,7rl,/t,.r(!,b, J, /,)
/1.1/

JrH,/) ={"u",/tцra), *11,12 э,ll
с вачальнцши условияi,,!и:

Е(!о,/,)= ta), 7а,ё) = /'al. /I.z/
3десь вектор-функции {"'rg, v,z{, J,/,.), L-|,l , непрерывнш по

(Jrt) , в капдой точке (!rЬСП вепрерывны по (Z,j/,7l) , непре_
pr,IBHo диФференцируеш[ лоGr/) до 2-го порядка, удовлетворяtот усло-
вию Липцдл.ца по t. вместе с первцми процэводнш!!и по (zrv)r{а),r/В) -
ааданнше непрерывные Функции.

Под допустимыми управленияши будеrr пониliать кусочно_непрерцвнше

"а П вектор-функции Uа, l) , вшбираеrше в каrдош Url) иа неко-
торого ограниченЕого и 9ашкнутого шноаества ?2 евклидова пространст-
ва fа,

ardl) еd. /I.s/
При укааанЕ{х предполошениях для кад,дого допустиtaого управленIя

рещение эsдачш /I.I/ - /1.2/ cJrulecтByeт и единственвоЕIJ на некото_
po" подпряriоугольнике пряrrоугопо""*а Л в классе кусочно-непрерцв-
нцх по l, , абсодотно-непрершвных по J Функций aЦ/) и кусочно_
-непрерцвЕшх по J , абсолютно-непрерцвных по l бункчий 

'/Ur'
Будем считать, что это решение одно8начво продолшиriо Еа весь пряшо,

угольник П
Кечество процесса оцевиri Функционалом

lra = lf а uк,, / )d,l- 
Iг 

rz" /" ), l )й +

+ t l { rB rl, /l, 7rц il, 7.(4 0, 4l sJl/4 L ,
n - ц /1.4/

где подitнтеграrrьнце екалярЕ{е фrнкции вепрершвно-дифФеренцшруецц по
( Z,Х) до второго порядка, Er"rvr7l,J,/) удовлетворяrrт усло-
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вzю Липtlд,tца по 1) вместе со своими частншми проиэводншllrи по(/rу).
Управление tlo(|l) , доставляDIцее функционалу /I.4/ наименьшее
аначение на рещениях /I.1/-/1.2/ прu допустимцх /l.Э/, будем наэц-
вать оптимаЛьнш!i!.

Системаши /1.1/ - /1.2/ описЕваDтся многие явления физики u

техники, поэтому процесс упрsв.тения /I.1/-/1.4/ довольно часто воз-
никает при моделировании конкретншх технических процессов, например

t2].
В работе [а] при исследовании оптимальвого процесса с помощьtо

принципа riаксимума [З] бшла аамечеЕа воз}iоаность появлен}rя особого

управления1 т.€. такого, вдоль которого необходимое условие опти-

мельности типа принципа мексиму}rа неэФфективно. Исследованию этоfi

еитуации и посвящена настоящая стетья. Следует эаметить, что нес!{от-

ря на интенсивное р9эвитие исследовений особшх управлениfi в систе-
riж с сосредоточенным параметром (сш.rнапришер, [а]), в распределен-
ншх параметрах этот вопрос еще Dлало раэработан. Отчасти это свяааяо

с тем, что в отличие от принципа максиlýп,а пря!!ое распространение
необходимшх услови;'t оптиriальности вцсокого порядка, имеDщихся в про-
цессах с сосредоточенншм параметроь,, на распределеннце наталкивает_
ся на принципиальнше трудности, которше преодолеваются нестандартllц_

ми способgми в каJкдом KoHKpeTHoll случае f5] .

ý 2. Форм.чла приращения

.Щпя упрочения аапшс}1 введеrr некоторце обоаначения, а такае при-
велем ряд предварительных реаультатов.

Iýlсть

,,r,, -r;:':,7, D/(4rЛ'::,1, о, *, r, {/to 
"'' 

О7

Тогда процесс /1.1/ имеет вид:

D/rцо - {r/, а,!,/). /2,I/
Предполопим даJtее, что ,/r.r,l=/r1/), (l,/) е Л l - эл9меЕтш банахова
пространстве, напрдliе9, /h,) ( /зф"' П , ш управленuя7/(ъ,) -ЦЦ/),
Цt)СП l _ т8кrе алешентц баншсова пространстве, наприrrераС.,.)С/rh

t\усть /r/,, а, , , . l , l! ^П,l|П -{*^П . вги предполоrения согласу_
Dтся с сtфршулировенЕIliи вшпе условияriи сJrществования решеншя систе_
w /1.1/ - /1.2/. Пg Этих re условий дJtя прошэвольнrsх t/a'),r/, il
слеýrDт обобщеннце неравенства Лиrrшица:

l l'i ) r /| а| l, tl - y'l' ) 
r /1 /, а t l ll < ]r( п s|ц, D - !' ц / )]| +

+ ll!|o,/l- /{l,/лl +llut(J,l) -dц,il]D, i -42,

,



? ле,

|ittDcДur,l,tl _ a/or4a.',1,o11 ,
< ttOtgtr+-zfu,/)tl+llr/o,' - зlr1,Lltl +

+ nm'{4r4r1,1lпl, i-У,л, ">0, t<+ е. /z.z/
3десь \аru,l)Х - евкпидова норма g ке*доllr (1r/) в отличие от

XO(,,,l|| - элеl,tента a(,,ba(4l), сц0 { П , банжова простренства.
týrсть такЕе как обшчно сt4мвол Д{ оэначает полное прираще-

ние, а lz{ - частное приращение.
Если irопустимоrrу u-ШЦ/) соответствует состоянце Ь /r4/l,

а допустимому a-7la,l)-Д^tr!,l) состоание /=/(4il +д/(r,/) lTo

Dl/rl,/l= o/r/,7J,1,1), .lg(y'o,/)-l7ra4) - о. /?,.з/
П р е д л о а е н и е I. При выполнении условия /z.з/ для

|l/L1,t)ll а lr'lrJ,l)l справедливо

|lАgцl)х 
" ц ГО!,,ооG,/лd;+!!

IAJ/(I, /)ll , Ц d;lоrо,llйr $l,,

|lla q,слМdr),

пдоЦ,Сil/rr/|J, ,$. r-.
До к а э ат е л ь ст в о. Следует из оценки по Еорме интег-

рального вида систелм /2.З/ е учетом неравенств, /2.2/, к которому
последовательно применяется jrемша Гронуолла и неравенетво ВендроФФа

Гоl .

Пусть далее

грGО1
!Цh -|.'urrrr, 

Jn'***, рсl,ёlе fП, ,(4/)е Еп,

причем |(,.)ё lrОr^П,
Ёведеrr в рассшотрение: скмярнJrю скобку

<{(.,.) ,fh.Dп -IIrro,ttlral)d!c/t -tJ Гf'rаtrrс4/l +

+ ?o,/l7r4ilf dldl ,

где ,_сиllволтранспонировения;
скsлярнше функции

Ц q, z u,4il-рO,D{'?7, *,l, D-ццil'/a+Za,J,y')
He,Z ц!,/)-Цq,Z 1/,с,!) - $ r/,a,a/);

Функционалц

4 r* 1оо - tt ц ,п /, a,4illldt ,
п

tl сF, /, *l = !! Н(п ,/, цl,Ddldd,
п

rz.4r
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Еф -l i rca*,l),l) й +t $ rцH, !"i,l l da .r.
По аналоги" " U , 8] определим вар}Iаurlоннце ппоизводЕше
E,t rУ, /, t1,1 t i 0/rл,ёl,tуr/l//D/Ql)соотношениями:

. оltr!,l,а-<Щff, 9д/(.,.й +

+ оrР{ lч /с., . ) lD -о2 aZ / (., rlu,.

а, Pr/l=< ffi , 9А/(,, ,))п * q(Mz'r,rlD,

П р е д д о I е н ц е ?. .Щдя поставленсоfi эsдачи /|.I/-/1.4/
!к

t 
tHrP,iba,all д

!

п.5f

/2.6/

/2,?/

/лйdl

ttrф /,u) _
dola,l) ,

tprll
lDлцl.)

lЕGqr,il,еl
d2

dБryrq, ёх),л)
rч

До к а э ат едъ ст в о. Вtачале покеЕешсправедливость

форшу4ш /2.6/. Ртя этого эапшцеш раалоаение в ряд Теfiлора

)Нс*z,а,-1,0|/r/, lц ",lIп
(t/, /, ct , l, Q,ll+

*)z

il o|r па / 14 l ло d,ldl -t! а( и х ц llsl /э /}

Лrшll*

лlфц
п п

К первому слагаемоrrу в правой части с учетом /2.З/ пришевиц праrило
интегрирования по частям, например,

yt )н, l)
,

лас4,1ldлd/ =
/,

7,

J
)нпп/,u.Е.l) ц ]

Mr4ll
)з

to
Проиаведеш оценку остаточЕцх членов

0<lq(Mftъ)l)l = tllBrrrrltlll dtdl| <
п



К исследованию особого управления ?

,

,. fr ll чl / с})fdJй <,t M /r,,, lll2,

О <'| о,ф r lд / (.,. ) ll) Kl ! !,/ r 4 l 2' о| r w l ц t ltp dl сИ l <

<frll лу71,1лп хА/u,,il2dldl< tИMyr,,.lll2 , п.в/
п

где Л/ > n|(,,,)l, И 1 +со.
Спрвведливость Форшулм, /2.6/ покаэана. Справедливость /2.7,/ следует
иа вида Функционала ft/) и начальных условий /2.З/. Очевидно TaKIe,
что

аr/rg /,lэ)- '# , Оl/{.,.))п +

rt<дl Ж,9.а7r.,.))п+
+ о| r м / t,,, lll2) - оr( llд/(,,, )ll2 ),

д/.Р(/) - <# , DJ/с,)>п+У<ц#, ,9l/r,,)п+
+ 05 (lд/(,,,)l2 ), /z.g/

где 0о( |д/(,,.)il2)/ bд/(.,,tllZ- 0. гри llд/(.,.)||+о.
Кроме того,

ttlrщ, Jr,a;
clc7,r4ll '- -/r/,a,!,/), ФЖ =

tя
/9tc41,1 ,',а) Др 4q,llD=(!фr,,,l,

,

Теперь переходиr, непосредственно к ,..зучению формулы приращения

Функционала /l.a/ на рецениях системы /2.1/. .Щля нетривцальных Функ-
uuft fQil, !УЦil приршlение функционала мох(но представить в виде:

л7а,l - l оF, (А( JK,l ), l l at +Р [ {7r! l* ) -! ) сh +

TJ
+ l| л ý r t. а, l, ll dlc/t l l rс t, 7Оd /о, ! l-a /r 1, ц l, ё Лfu a/t +

пп
+ lll л7а,/l' [Oll ca,tl- d /r /, a,l, tljdldt =

п

=д/f(/) + <,/0,, ), 9а /(,,.Dn* | (ау,r., -), 0а /(.,. l)п -

- д*/ ry,1, о - д/ ?/ (l, /, пrt ц 4 rr /, /, а) -

-|<a,l,r.,.', О*ffi)п
В правой части полученвого paвet,cтBa по форьryлам /2.6/, /2.7/,

/Z.9/ проведеч необходrшше раsло8ения. Далее, с учетом Форlryл /2.IO/
зацетиш, что

^Ж-%-цffirqffi. /2.1I/
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tsектор-Функции !r4l)

фr1,1l - _

u, Дt|Q,{1 подчиним "сопряшенным"уравненияtл

о, rlrl)c Пr,
I€, с 4ё)с П"цП" ,

fu', (4!,lсПr|lП1,

/tlсФ, /,u,
/9/о,а ,

х/суц

/z.12/

о, (l,be ц,,
tё, сJ,ё) е ПrL) пс,/з.i/
rе| cl,b с Пrц Пr.

tOrll
dOK1,1l

decyl
й /2.1э/

ý 3. Необходимое условие оптиrrальности первого порядка

Форшулу приращения миниriиэируешого функшионала /Z. :4/ расецот-
риt на "специальном" прирвlценuu /игольчатая вариация / .

Пусть

Д{O,il- -А - ^ 
/?/ с(, /.а)

'" (/9 Iц' '

АсфО,t) ,

Пэ Форrqrл /2.4/ очевидно, что

dч|rл,l), (!rl)c П" , .t|c /, ПсС П,
t Пс-{с4tl: J€($-€,Е7,

ёе ( г-€, о! , ё> о|
0, Q,ё) е П/Пс ,

]lцzсл,

€

,-е

!
+

Пz

п,

пс

ёос-€ёо

,с

0

п|

,ш

|iИ
.:,,.:

Rrс. I

ёк



К исследоваti;,,iiэ ос обого чпDавления

С помощьlс, Taкrlx ,ке рассушдениit, что и в предложениI,1 I , д"тя решения
сопряжеgноt't систелдl /?,,12/ нетрудно получllть:

JK 4х

цЬх < Х,др
1,

J
J

t t,о*r4tлй *| llA1 цl ) lt d.l +

' |iSr i uo о r, t, ui * n о у rо, l ) х + sд 1l с7, J > ls dl dё +

4L
+ llд! G,Dn ф

к

J

tx

ё

ё,е

,о

1 Vi а С l,! lil + и ! rц / лt + ll А 7l О, t лtl all dl + ll ll,tl t .l. -', цi

.Цля специального приращения с учетом /Э.I/ из них следует:

111л7 cl^,txt| ;

,L^
tl ь9t l,t>ll . fr lt l м cl,tlldt +

JK l* 
('

lк LK

t п м r1,Lltld.L * t noy ratl ldt +

ilд?цl)л<
tE, (!rl)€ Пd,

!t€2, с4Dс П,/п,

-JI
!t

tl dpcl,l lп, 
tTr, i';,'i,',!io,,

/э.2/

пб

п,

/с-Е с

Рис. ?

týсть

lf,lrp /,o414 Hk/, /,u,а,/)dлdё,
п

aj Н ry, /, а, l, 0- l/ 0/r4 /2 у ц / ), 1/, 4, il-Нry ц Ц 14 / ), ш 4, i .|, l, D.

3аметиrr, что остаточнцfi член Ofrr"/ r,,,rU' на специлаьном приращении

в силу оценок /З.l/-/S,2/ uuеет порядок ёl

zN
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/z,Is/

ý 3. Необходиrrое условие оптиrrальности первого поDядка

Форlryлу приращения шинишиэируешого функционале /2. !,4/ pвcertoт-

риш на liспециальном" прирапiенuu /uгольчетая вариеция / .

Пусть

tsектор-Функции |,r4l)

фr1,1l - -

+1|о,ё) -

g-ё

Д!а,il- -А

tOG)
lolull
dесrl7й - ^ 

/!/ сф, /,al
'" d9 хцl)

u Дс|Q,|1 подчиним "сопряженным"уравнениям
ttcO./,a,
{9/о,а , /2. 12/

о, {аЬе Ц,.
frё, с!,t)с пrцпс,/з.|/
rei с л,lt е Пrц П, .

ý

d-H14l), url)e П" ,.0ct, Псс П,
t Пс-{с4tlz Je (€-!,q7,

ё€ ( г-ё, о! . ё> о|
о, Q,!) с П/пс ,

}lэ Форryл /2.4/ очевидно, что

( о, rl,!)c Q , t
uьgЦ 

"-|#i ii,!i!X:lX;,, 
Х+!Ц|'<|

п,

Пz!
!к

Е
пс

a

,с

о ёоо-€

п/

,(и

iIri
,:,,,.;

ёс

Rtc. I

ё1



Ки ванию особого Dавления

ций QU,ll по / в кашдом J . }го обосновывает воэмошность
перехода от интегральноl't Форrш сопряшенной эадачи к дифФеренциаль-
Hoit,T.e. к виду /Э.5/-/З.6/.

Теорема доказана.
Как уше отмечалось, сФорму ,оЕанвое необходимое условие оп-

тимальвости первого порядка, Koтoi,oe является естественным обобще-

ншем принципа максимума Л.С.Понтрягина, применялось для исследова-
ния оптимальЕцх процессов вида /L.l/-/1.4,/ многими авторами, вапри-
мер fa , З] . Пслученная здесь Формула /3.3/ поэволяет получить ус-
ловие оптимальности более высокого порядка, которое мошет быть ис_
польэовано, когда соотЕошение /З.а/ тошдественно выполняется вдоль
любого допустимого управления, т.е. в случае особшх управлений.

ý 4. Необходимое ус,iовие оп,гимальности особого .управления

О П Р е д е д е н и е I. Допустимое управление a1-ЙJOrJ) наэы-
вается особым на мношестве аС.П не нулевоfi мерш, если

Ar.H(l/,/,*,4/)=o, cl,/sc а .

Таким обраэом, если оптимальное управление 7r'(4l) особое на
ас, П , то функцпя Н су, /iz1,1,/) не эависит от управленияоJ.НrJ)

на мноаестве //х о . Поэтому в точках Qr/) с л необходимое ус-
ловие оптимальности /З.4/ не мошет быть испольаовано'ни как прове-
рочное, ни для вычислевия управленияl удовл€творяющего усло8ию макси-
мума., в раэличного рода итерационllых процедурах поиска оптимального

управления.
Цредполоши!r, что управление ?l-al(4,/) особое на аСП , ц

пуоть такш" (€rt)с а - точка непрерцвности этого управления.Если
в этоfл Tor{ke построить специальное приращение, причем так, чтобш

П.С.О , то иа Форlfу.iтrl /З.З/ следует, что

lд7rс
7r)=-

2

*д' )Hct/, t, lJ, t,
/"|/,о,аllЫ-Ме -

r|д;ryйdl+ ocaзl.уо,

+

iII+
Пб

!

/4.I/

Фгсrда видно, что ддя получения необходииого условия оптишаль-
ности второго порядка в вцраЕениu $t/(|,О нушно вшделить чл€н л}1-
Heitrщfi по ё

При €<JlJK, tr<l< ёк шз форшул /Z.6/,/z.z/,/z.lI/,/z.l3/
с учетоriоценок /З.l/ - /3.Z/ следует:

II



, о.в
!х

Аср(!,D : t )"z
A"p{lO t/,74'4,С)

.l

,f а'Нrу,, {, -rl, J,
|а-)z2

)ErzcJ*,гl, с)

дrl,t

й2
Аz.(jк,с) + оG),

)/Фcbu,g,tl дсgq,D +

+

т-
arl,t) ,)'Нсц 7,

7,q,ufZtма
ta rycq, tл>g

rg,/^ ) + оё).
d!,

Из тошдества /2.7,/ яа специаJIьном приращении очевидно, что

Д"l(4Ь = 0, сл,l> е По,

дсдG,О =дi/'Qrt,а,l,t)ё + 0(€),

дr7(1,гl = лj/аlr /, цg, d[ + цб 2,

дrдrl,оl = Ц{"r/,il,l,сЕ +

{к_

д,f,(l,r,: 
! L
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/ 4.2/

/ 4.з/

-'с

!

оё),fdlll

о(€),

lrV6'

da+
цq,l)

т

Rа,r)
)Рrц

+

Дr!Q,D=

1 a/"ly,71,4,o) .

)т+,
Z;{\l,а,€,гlс+,f

€ <J -< 
jK, C-<l< l* .

IIo",loKttMfrvJlvДYllvl 
дrрн,ll--сlрr4,t) +о(€),

ArТQll=cJ2c4/) +оG),

42С4il - tlzсаll 1о(ё),

дс7ЦЬ =*ro,/s +ocel.

Тогда, приравнивая коэФфичиенты при € , из уравненuft. /4.2/-/4,З/,
записанных в диlференциальноl-'i Форме, буде!, иtдеть:

dв(4D- - o/OrLH, 1,ol' !рс4о Щf,эrа-,
/4.4/lgrсё,D= '/2a,/l 

ry/7с1,0,



L цссделовqнию оqlо5э ния Iз

dlr€,l"s -

lzoc4cl =

lxrcl,Jl =

Ц(l,с) -
otril"l =

Далее предположим, что

уревнениям:

f; слэ=ослl

фа,,сl - - trВУr+UZ зд rJ",а),

- йlу:q-аsz
dr /77С{, trl,

a{)r/,o,1,tl /t с4 D,

ry/7r€,4l,
${tz, xt,$,t),

l| {or t,ц,€,с).

Иq", =Рсоltrl,t),
tцqЬ=OftУlc,l)

гrc PCl1 аi/l-rпrп) tzxtTcl- симметрические матрицш с непрерцвнцшll
по своим аргументам коэФФициентами.

Тогда уравнения /4.4/-/4.5/ булут ооращаться в тоцдества на

решениях системы /4.6/-/4.?/, если }rатрицы удовлетворяют матричнrrм

/4.5/

/4.6/

/4.?/

/4.8/

)'lr/r,ццrс)

-_,

ila)tz,o,1,
аa

рrоrr- - )'Еrf!,о,гl 
;

ar7 = - 0а )/Qrzra,E,U _ ){2)(l,,u,r,l)' ро2_ )'нrццzв!
Т-ТLl't"-зz-, /4,9/

0(+) - - )'Бrrg:_t*zЕ>

0

Iакилд обраэом

Г Рrра,|{оrу,u,l,а
д|G,т) - | n' ... |с+ occl.

|lrсlлif)Gо,Е,о l- 
- -' /4.Ia/

Те о реша 2. Пустьдопустиrdоеуправление аО-а"(4 l)
оптшшаJIьно в поставленной эадаче /1.1/-/I.4/ u особое на мноrестве
ЛС П не нулевой мерш. Тогда в почти кавдой точке (€,Т)е а это

управление' удовлетворяет условиD :

л; ry'lj/uia,il,t) +

+ $ /(/L t ш,i в, t/ Prpfl r{'D|аil,гl +

+ $(caaiq,D'0o)$()rr:-',s,o) <0, l dcd, /4.1ll
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где вектор фувкция |-(pH,t). q.rцl), является решеЕием сопря8ев-
ноfi эадачи /З.5/-/Э.6/, а, матричные ФункциI4 находятся }rэ решения
матричных уравнений /4.8/-/4.9/ при

,l -1J.(4|), / -/"r4t), ф - фЦ,il.
Д о к а э а т е л ь с т в о теоремш следует иэ полученных фор-

ллул /4.1/, /4.1O/.
В эаключение расс!дотрим иллDстративншЙ пример,

1Цil -fu(4l),
(1, D с Ь{rq t) : о <J1/, o<J" !l,

уrа,/) -7цr- z(4l ),

2r4l)=o, ./rrD= Jc/ -ll, l a(4/)l<1 ,

1ru.l - -/lrrratl -| rd/ * lt7rr, пfu l.
о0

Провериш на оптимальность допустишое управ;Еение ШО(4/ Ь-/.
При этоrr управлении

/"(4l) - !,
Таким обраэом, 7ПоО): 0,

Сопряшенвая эадача /з.5/-/з.6/ uмеет впдz

Ро r4ll = 9 Н,/), 2(4ё)-z'(4l)+/ -о,
g c4ll=-9r4/), /rJ,/)-rrq, /) - 0.

0тсюда ее рещение

PH,l) -914/)-0.
Условие rieкcиlry}ia /з.4/ тоЕдественцо вшполняется вдоль лDбого до-
пустиrrого управления, т.е. управление Ф'Н,/) особое на всеш //

Необходимое условие оптимальности особого упрашения /4.II/ для
нацеil аадачи преобраауется к виду: Ра)< О l гд€ Prll удовлет-
воряет уравнению /4.В/, ш!!енво, Q rll- 0 , Ра)- +У . отсюда
раl> 0 , что противоречит необходиrrому условию оптимальности.

Следовательно, управJIенuе 7J'(Jrl l =-! не оптишаJIьно в paccrrroTpeHHofi

аадаче.
Пост5rпила в ред.-изд.отдел.

I8 апреля 1975 г.
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