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В.А.Перепелица, С. В.Севастьянов

В настоящей работе рассматривается малоиаученнь;й класс задач
дискрэтноt'l оптимиэации1 вклti,чfiо:::lдii в себj про5ле::j, с,:нтеэа сети и,
в частности, проблему составления такого расписания этого синтеаа,
какое обеспечиваJо бш минишrум заданноЙ целевоit Йункции при налоше-

нии ограничений на структуру сети и на директивнше сроки реализа-
ции расписания. Предлагаемая ниже математическая постановка отра-
,(ает содерЕательные эалаqи, с которыми авторш столкнулись при пл9-
нироваяии вцполнения некоторых проектов на практике (соsдание в

малообfiитых pafioнar{ транспортноlt сети при строительстве ВШl и др)
С самогс н9чала оговоримся, что все недостаюIIЕ,rе определения,

относяцр!еся.к теории граФов, мояно найти 
" [,l , 2].

ý I. Постановка эадачи

Сформулируеri HeKoTopJm обч5rю проблему.

Дан свяэнtлй неориентированrшfi rL- верщtlннцit граФ6=Щl,t)с ,мо-
lf,ecTBoм 

"evпr"V=|2;} " ,"о*"", вом ребер'Ш={1} *оооrry ребру а1 С И
приписан ,( - Meptmlt BeKToPtd. - Чir. ,,,url)c неотрJ,tцательншlди коLtпо-
нентами. 3аданц !rношества вцделеннцх верцинVý.V и вшделен,rшх ребер
NL"c|l . Сетьр булем наэшвать всякJm свяэнJrю часть # граФа G
CeTbH.(V"il|)HaaoBeM допустшшой, если она содершит все выделенные

вердинш и ребра, то есть rr-Ц , ИFИ". týrсть на MHoaecT""/l.{H|r"-
Kllx допус тилшх с етей Н. Vr;ЦrЬпэеделена век от орая целе вая qy нкчпя {( Н ).
Требуется наftти такJrю iЬп[ H'elt, на которой аначение чецевой Функ-
u"" { достигалс бц своего миницуша, точнее, требуется построить до-
статочно эФФективнцit алгоритм ( например, трудоемкости порядка l?c
операциlt, где С - константа, ве 8ависящая от rt), которшii бш реtдал
аадач.ч нехошдения оптимальноft сетп Н| .

Частндм случаем сФорлryлированноil вшше проблешл( когдаЦ- / rЧ-
=(r,) , ^{Шh?*ti , ,л" tj - лп""" ребра 7lr, ) является иввестная за_

,дача llhefiriepA tЗ] на граФе, которая пока не рещена в смшсле су-
ществования удовлетворительного алгоритraа.

В настоящеЙ работе нас бУдет интеРесОвать следуDщая ааlача,
такше влоJкпмая в сФормулированнJrю ц[ще обцýпо проблему. 0нц описш:
в9ет процесс стDоительства сети дорог, когда дJя даr"нсго граФа 6=

Ца) необходимо "построить" рэбра HeKoTopofi магистралц lr'C G. Прш

этоu. материалш для стрсительства находятся в пукте О*, а остальвше

ребра сети строятся постольку, поскольку необходимс обеспечить под_
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ъ. эб одноfl эада,.|е тэсриц респисяЕиfi jie сёти _
воэ матерцаJIов к магистралr /l* . в качестве ,

Определим целевуiо Функцлiю {
Пусть имеется некоторая доIlус

тых цепеfi на сети Н , вцхоляЕJ4х

на мношес,гве допустиtд,lх ceTel't.
т,.iмая сеть Не ?t . Мнэжество проu-
иэ верцмны Ф* а оканчиааэllихся в
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ограrlцrtенлti эа;[аны еро-

ки (r,о есть длительнссти )строит€,1ьства стдельных ребер мвсжеетваil

д)4рективrlыГi срок Го*о*ч"""" строитеJьства выбираемсlt эeTlt н . пс-

коr,ш,tй оп.гшцlм Н#u,чrп"м"эцрует, сумму траспортных и строителы{шх эат-

рат }:а соэданl!е "rr" 
Н . Приведем математическуtо d,срмулl,tровку этоl't

эадечlr.
3 а Д а ч а i. ЦустЬ аLo пр"л"rЛаляеТ собоfi м!iошес,iво ребер

BeKcTopol'i простсr{ ц"п" L+ , gVo _ecTb множество t]ер]rиr: цепи /tt плюс
некоторая отмеченная верЙна ul| кашд.ошl, ребру ?J, (|J прпписан :IeпJpeI-

мерншйt BeKToptli= 
'hrfi,'l 

, С! ) с неотрицательнЬм,,l компоF:ентами,где

[i - лл:и:на 1:ебра Ъlj ; fi ] плотность, T.J. r:оличество cTpoitMa-

териаJIов }ia едzницi, длтинirli ol - стOиilrссть с-lрсr4т€лtных материа.,:ов

ребра шi , 
'i 

- время (продо.пшлrте.ltьность) этро!tтельс,лва ребра l47

llри ус-товии, чтэ стрсит€льство ведется непреFывно с однэго кснца.

l

t

зершиЕе di , обоэtiачим через 4 . К9л,до!.у ребруl!-({2,1l;2)еН_,
сопоставим некотсрое натуральное qr,rело rai и разбиенir.l$-{аj, ,a!l
числового интервала СOrhТ ва r/L/,и"r"рв_аrrсв (термин "раЬбиеfir:с" '

употреб.Iается здесь в том сllцсле, ч...о ,iJr*!= ГOrti , а череэ Ф!
обовначяем uнтервалlЕr_r, tл7 на веfiсБiтЁенвоit сси, iде O-Eon'
< \< ... 1 7rrzr.= 

?,.
по, |Ulц 1 

r'g 
дц.ть:rеl'tiлем будеш понrtмать вел}iчиву {, - /^_ / .Крс-

ше того, ytter,a:lli*.,trty рэбр;; а: € Н eoljoe?aвilli нэкэтор},к, Фушкшлrю {,:Л1,7 ri U r!, , "nJu"*o 
в coo.Be'c?li,te всякс}rу интервалу

и.1 Jl|j прсстуD цепь иэ мноrества Щ U li . Раскроеи солср.Еатель_
ный Ёшлсл rtъj , .Ц; , р/. . Раэбиенл:ю чис.тового ,!атэрвалеС_?rr7
н9 t"lj интервалоЁ соотвефствует некоторсе разбиение ребра 7lr' сета
дорог ila.rfrl, участксв. 3десь яулр соответствует верцин" llil , а
числу. lr' .- вершина фi, , причем верrлrlнш сети эанумеровснц так,
что uz) U, , Прu этоrd !гзвестно, что материалш для строительстве
участка Цl Ctli подвоэятея по некоторой цепи а(lL!) из мнохества
цепеfi 4r' lJ }!, , поо*"дяцlих к ребру lli uа ,ц,"О*r" 

n 1r' , Иначе гэ-

"сря, TpbrtKa (Йr, /h, /, ) олнозначно эЬет для ребра ill ехему до_
ставки грузов для его сl,роите.,rьства.

.. folя удобства записrt введеil! такsе Фуrrкцию. h , "л ь!ноуестве

li U !| , "д" для опFеделенности полагеем Ь 9 it :

|; (l,) - l-'., ',' ":n 
,,t 

|-l ,l,c{
Мttэшество троек Р: l(Ч'rЛj, |j)|o;rH HagoBeM допустимцм о.тносr!тель_
но Н расписанi,rем, если суцествует набср деiiстрительных чис€л]

УК) -Рr, r/, . ,#|оrr1, С ,о" l; оэначает время окончания с,грои_
тельств8 yl!аtт!{a *i " , л tl' - ребlээ Оl ) , удовлетворяпщиП сле_



цл i. А.:iэ;э;ел::цs . С .З. Сее_аст_ья::_о-,
t

д}Фцхм тра!, условиям.
Ii Мя "тюбых Фl ( Н ч ,!<К-< m,

d
!{<l,lr

?l
d

выполнястся эоJтlIэценr!е

-<т0<
котсрое оэнаqает, что сроки строи,гельства кахдого иэ ребер вь!брав-
Hoit сетп # согласуrстся с директивныtl,t ероком Т

2/ Мя 1grгдого рэбра ol - (,tlu , t2;) е Н

2l" - t?lфr7, Пrаа d - rтu;п rт?aa l_ r- z, . /2/d lQСl ur€! " lс,t; arcl " d

Смыс.т этого нерsвенства следующиft. Величина xiltt, Nошет

быть приняте аа срок вводtl в строfi цепи t, . Iei'K как кахдое реб-
ро *i сети Н строится, вообще говоря, с двух коЕцов, то часть
ребрd, прилегапцая к BeprrиH. {i, и снаб*аемая строftматерицлами че-

реs вершнУ 1rй , строится в интервале времени wц Ц?7 
lо,97,

а оставшаяся часть в интервале времени гtrа 7"?r ёо, 

'1 
. В то

JKe врешя известно, что прододшительность строительства ребра */
составляет t единиц времени, откуда и вштекает необходимость вы-
пслнения уславuя 2/.

З/ Иg любого ребра 11., С Н и всякого эго участк а af С Й,

lf "r; |orjl-r"bl|K+rOr(a/D 2?ас 1,I . о,r,

ц€r/.(ч) ''
Содервательно неравенство /3,/ оэначает, что строительстЕо уrlgg.дlз9

ф; не шоает вачаться paнbrrle, чем войд5Iт в строй цепьlрj(lr;) ( по

котъроfr осуrцествляется снабшеrlие а; строirматериалами ) и участок

Фf'/j.(:iсЧ,l , которъ:!l лежит Liеш,д/ участком 1l,; и концом цепи

i;Сtl,i ) 1см.рис.I)irfrк ка:( при этом на строитеr,tьствс yчастка llj
требуетея времени #Т; ( т.е. пропорционально его длине) , то
сроЕ Li окончания 

"?po"1"n".TBa участк а Ur! долfrен ;iдов,тетзорять
,"o"""rdr"y /З/. l

uf fuК+УjЧt?u,;))

a

l = 
1.c<,of 

l

ot
l



ъ об одной эадаче теориц расписанлift зg сетш 5 I

Мношествс допусти}lых отнссительно сети Н расписаниft обоана-
tи!{ qереэ 77l, = |К| . lla_ мноgестве Р, определим Функuчtю !1,
следrющlli образо},t. trycTb KctTl, , К =|с ч,Дl''fl)|оrсН , тогда

л|(К) =orzrrl 

"ir'"!,;,7rru,)|o* 
tl 

"r'ri(uP)+'| 
) -

- /,сцttл.iп (rЕ,,lujt* !l*rtl1 , /4/

где величива, стояli&iя в квалратных скобкgJ(, оэначает среднее рас-
стояние перевоэки матерr,tалов для строительства участка ОО! , т.е.
от вердивц d+ до середиЕl[ этого участка. 3десь предполагается,
что транспортвце расходш пропорциональнш расстоя*lиD и объешу перевоэ_
ки, которlлй для участка ll,! равен Л,|*! l . Следовательно,в
содершательном с!дысле опредеJtеr""" p"J6r.rJo" /4/ Функцц, lr(Р),,
означает трааспортные расходш на строительство всей се,ги дорог l/
Цри этом подраэумевается, что коэri.фициевт пропорцrtональности транс_
портншх расходов, т.е. стоиliость перевоэки единиlдш груэа нц рассто_
япие единичноtrr длишл, мошет бшть заранее учтен энечение!, велuлuнР,
(е иаменением при этом их содершательного смшсла и раэмерностпУ.'

}1ском5rю целевJrю Оункчм {(Ю определим как сум!,ry

trН) = l С; + щzi,ъ ju(R), /5/l а;с н 7 trс-аt, -
в которой первое "n"".Jro" оэначает Ъrоr"о"п" всех строит9льншх t|8-
териа.тов., яеобходиrщх для построltки се,]и дорог Н 1 а второ9 слв-
гае!{ое - транспортнше расr(од;, соответствJrшщ4е оптимшьношу допусти_
L.or4y расписанию на сети Н

Если мношество ?/lH допустиишх относительно / расписаниfi пус-
то, то аначение frйУоСР) полагаем равншм бесконечностu. Сетъ Н',
на KoTopoft эначение фувкционала /5/ достигеет миниr(уша, нааовеш опти-
мальноft.

Нетрудно видеть , qто эадача I в Tol't формулировке, которая при_
ведена вцше, ничуть не легче аадачи Штеfiнера на графе. Волее того,
построение не аффективного, а любого конечнопереборного а.пгоритliа
нжоадения оптиriальной сети Ht представляется такше достаточно
трудноfi аадачеfi.

в настоящеfi работе эадача I решена при следrDцих допJrщениях.
I/ Подграф исходного графа 0 , построеннцfi на мноrестве вер_

цин V Х |О*| , является деревом. /6/
2/ Йя ймх двух простшх цепей t, - W'! ..,OrJ^ lr-a,, .,,4J

е одинаковшш концоri dl = dа долIно вшпслняться соотношение:

если 2 l,> 2. t,, ,*о 2. €,>2 r, /?/
. al,c L' l aie lt, d ' u;c tt, d - 

1r,с 1,2d
(кваэиrrонотонная -эависишость вреriени строительства всякого путu l
от его длrrнш). Вообще говоря, вам потребуется вшполвеЕие этого со-

3
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отнс!ления не для веех случаев, а для более узкого мно)Еества пар

цепеfl. Перейдем к решенrю эадачи I с допущениями /6/, /?/ (будем
называть ее аалачеir 3 ) .

ý 2. Мализ оптимальной сети в .чсловиях эадачлt 2

Если иэ какоrt-либо допустимой сеtу, Н уда-тить все ребра, не

входящие ни в одну ttв простых цепей вrда /, - W'r... ,di7, di С lr ,

то она остаЕется допустпмой и эначение целевой Функции /5/ прu
этоrd не увеличится. Поэтоллу в i/tсходном граРе б моано э9ранее уда-
лить все такие ребра, поскольку иэвестно, что в оптимальнJrю сеть
они не воfiдут. После проведения эт.оft операциц исходЕоfi граф в усло_
виях допJrщенця/6,/примет вид, как покаэано на рис. 2. Здесь Ч - *о-
шество верцiин, смешнi.х с вершиноfi Ol

t

ra

.l
lJ l

Чl

-or
Рис. ?

.f,ltя всяксit допустиtлоfi сетп Н 
"up"" 

/r! будем обознача,.,ь крат_
чаfirryю цепь иэ /i , т.е. це:,lь, на которой дости]ает минимуirа по

l, ( /! величина С, t, ; череэ Ч rНl обоэначим мноаестt,о ребер

|OnWr' lil d;с Lt , tsхсдящих по крайней r,!ере в одну иа цепеft ви-

да /,! , где 4|€ l'.
Л е tl м а I. Если иэ сетп |/ удалить все ребра, не входяцдtе

во !.ношество ll| -ltоц ц (Н) fu уд9лить обраэуюпиеся при этом !rэолиро-
ваннце вершнш ) , то оставшеяся часть НLН гrо-прешн€!f} являе.гся до_

До к а э а т е л ь с т в о. Полученная в результате укааанвой
редукции сеть Н'будет, очевI4дно, допустимоft сетью, так как сБойство

.!



ý

n

об одноfi задаче теоDии Dаспrtсан:,iir аа се,гI1 5з

связности сохI)анится, а ребра лэ Ц и верцины из Ц в [Iроцессе

редукции мш не удалял!I. Если мноаество /7l, дспустимых от,ttосите.ть-

но исходно:*l сет!1 П расписаний было пусто, тс тем са}ilм докаэано
и 9тэрэе утвержден!rе леммы.

iýrcTb mо * 0 , т.е., с}rцiествует некоторое догIустr,rмое относи-
тельно Н prbn"""|u!" f ,: {*r, Лj,Ps,)ln;e н. Построим по вему рас-

::::::: 
Р',|rэ',Ч', ?r'r],оr'rн" , iдой"твОоряющее след,ю'им трем уе-

лоЕиям:
17 Р'с ?llx ; /в/
z/ !н(,Ф < ,н(Р) ; /g/

Э/ В' эамкнуто на сети Н' , ,.е. для Jпобого ребра 7t,,€ Н'
и любого UiC Л; чепь fr!r*|) n"*", " Н' ilo/

Fjсли rш докашем с)rщестЕование расписания R' l удовлстворяю-
щего условиям /8/-/IO/, то будут вернц и слелпrIие утвер)едения:

l,/ lДiошество троек (r72/|, Л; , FJ! ) расписания Р' , относяrщ[х-

ся к ребрам nB fl' , обраэует некоторое расписание ва сети Н' 7оао-
значIi!м его Р|r, )

2/ Это расписание допустимо относитель"о Н' , так как Р'
доггустиDlо относительно Н ,. а в качестве 7скомого набора дейст-
вителънцх чисел {{P'l11) достаточно взять числа n" {(Р') , соответ-
ствJrющие ребрам ""ri' Н' .

Зi Пr,(Р'|н') 
< Уr{R') , так как все сдагаеuме сумlмО.,(Р') trё-

отрицательные, а все слагае*.е сyмw!r,(Р|/|') 
"*oo"l 

.(|луХr{Р'l.
ц/ !r( PlH,) < fi|(Р).
5/ 2.,9._.Z, С; , таЕ каЕ Н'С Н "0rО дп" каfiдопо ребра

аrс н 
аFll'd чтн 

d

- 6/ Так как для каfiдого распцсения Ре?lln cJrulecTвyeт распшса_

""" 
Р'С mц,l такое что gr,(РЧ-<Хr(Р) , ,; 

щt",rЮ<lrygrРц
следоватедr"о,{{Н')a{rНl . Посдедаее оаначает, что для доказетелъ_
ства лешмц I достаточttо постро!tтъ расписание Р' , удо"петворяющее
условиям /8/-/!О/.

Дпя удобства дальнейших рассушдениl1 предполошим, что верд}lнц

сети Н эанумеровянът так, что для всякоfi кратчаftшеfi чепи !| =

- V|, di, , .., , Ф;), dr_C Н , выполняется нераЕенство У( trira
<Lr{ Orl 4 ). р""п"""й" Р'^ ,л nonyuu' 7.g расписания р , ".u"-"""

a

последlIее, если поIIадобится, на ребра:с uа Ф' следmцим обрааоtl.
týlсть ребро а;( 0;r, d;r)С 

Ч:'Ч 
. i) , тогда ддя отреэк " L0,|1

параметрн его раэбиенuя rtlj u JИ7' оставиr, преш'ними (как в распЕЕа-

"л" 
К ), а вместо Функuии-f; "6."u", функцию t :

,r; cail : 
| Ц ZZ'":i| t i;,'i})i,,,utl f,,"ф{ 2i 

СУ,r uf й!,'7,, 
",
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Поясниrд смшсд Функчич li (см. рлtс.3ц4)-

о

lr.,оftа-2

I4',- /

U;

1| - ,!1о, ,ot-] 'l t

tliK Ц= Р',drr,...,tlп_r,uй,. , !)
1r..UK-1

7с)

,'

Рие. 3

!.,

НВ Рис. 3 ребро al,-(tr_.,,alil солеRпится в цепи tr!*, 
"леоstr',тоесrь 7f1' пF,инадлеаит мноаестэуIJr(НL В качестве эначенrдrr Функцшл

firu!)О.,r"" всех / ( l<К<rПr,) Оереu чеп" !!*_r, кратчайпцrо шэ це-
lеП'l! .. Оr:евидноl tlTo крОатчаltшеft цепьDr-fiifrщеfi иэ верппrнъг У'

Lъf*i 
ilir-, , является отреэок ч."" /,f, от верццнц Or до верди-

Lx- 1

a

Йr-z

o+-l

I
LK

\--

't2:,
л

,l

ai vl.-,

,i-
/,

Рис. 4

Нв рrc. 4 ребро lr,=({;r,OJ;) rФuнемеrдт шншествуЦlrЦ(Н). йg
него определяем эначение функцилt q' следrDцЕ,tц обраэоll. &лп цепъ

|ir"f ' принадлеIала r.Hotecт"r t!*O ,l то €сть в респпсении ,( ша-
терйа.шl для етроительства упастка' Uf польовилиеь череэ rrуъкт Q;
то и в расписании К они бу.ryт подЬовитъся череэ Уr; только по
кратчаfiшеlry rryтц, то есть 

${шf) 
полагаеш paBHofi цеЁи lr| . Мэло-

,
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гично, есль f,'4' _'^(h^:.:: ::::: 
*л:лу::f:7!|к," 

n, облада-докаrешr' чть посйроенное такиrд обраэош расписание
ет свойстваuu /8/-/Ю/.

Преrде всего, условие /IO/ выполвяетс,IlrТ9К К8к _для ребра

1,11- (,f;r,lrи) (ч<й 
]:""зо"о,lт"","i: );,"." 

L; (d; С L') , ВЫПОЛНЯ-

ёrс" 
"*nnueHae fjru; )- Oir- О;,: n 

1l
Докаrеш *norr*&"" y"rio""" 

-/8/ 
дltя расписания ,?' , ,о ""r"

его доrrустццость относцтельно Н . Дltя этого, согласно опредеде-

ниD дотгустиIосзи, доста,Еочно построить набор tIисел УсР) = Uj ,

( ti У, ., G?)L,..zr удовл€творяшшаlt условияli П/, П/,Д./. ОпрЬде-
J l .rцеп

лйr, его *Ъдрбrii'обраэоri. Дя ребер а1 -ft/lr,t2;r) с l/,( н) поло-

Еим

l',+ 2 г- /l2/7 йо'"' о. к(l{)'*"{on*!)w|, /lэ/l u"7rl" 
' 

й
(т.е. предполагается, что в Hoвol, расписании ,?'кратчайчшtе цепr

""о" 
t! ,0;€l', !6I будец строить непрерывно от пукт9 О| кrrунк-

ту dl , ЙачЬ строительство в нулевой шошент врешени ). .l[пя ос-
таJIьЕшх ребер tlJ € Н полопам

где tj , r - """"! "i !t;"!'йli , ":' ,*,
Докаrеш, что построенrщft набор чисел flР') удовлетворяет усло-

вuямh/,/Z/ , R/ . В cayorr деле , дJIя ребер Uц= (l2;r, /;r) с 'llr Н) иs ра-
венства /12/ слелует:

2l!-2 2 .г_ : с +2 ,г_ * ! г, -|; +rпаz i_' rd ane rf, N : ot 
фrО" 

*о3rоГп=N/ -r{!tn z

ancl| ' d tc/[ a"cl " lr4 чсl
откуда Е!текает справедJIивость неравенства /Z/ Д;lя ребер чэ//r(Ю,
Д I4a опредедеrrиlt /Il/, /rc/ мяа/,(ЦOЦаf СЛrt следует

-az|clrf 
*4q(?'i\: 

Z?iпr/;l =
"/'

-ltt,i

l.

- т |*; t + !,.о,а, kr;-'i, },r;Ъl
= т |*; ,- r,ai"", r ,i, wjt' -

=t 
ЙпСо* 

Nd ,j,"j, - l1c$l' ,

теш caliltll мяаjС trtn(H) неравенство /з/ Ta1qfre докаэано. кроше т.ого,
ив опредеЛенuil /l2/ u /lз/ следует неравенство
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0 <(t;I Шj ('ll,|(H), У< К 4 rTzo.

Нам иэвестно, что для чисел нsаора ftЕ ) условия( I), (2} (3 )выполнены.
Следовательно, чтобш покааать выполнэние неравенств /?/ r/З/ и не-
paвeircтBa lr' -. Т для вабора {(Р') ita о,]тальных ребрах еети Р/,
(т.е. не прitнадлэпацzх мнохеству ц(l'/) /достаточно устаЕовить нера-
венствэ

l"r, |), {(Р'), tl(FR), a/(l/. /l4/
при доказательстве последнего нам понадобится следrющая

, Л е ш м а 2. Пусть набор чисел /rO , соответствуюлмГt некото-

рому лопусти!iому относительао сети / расписанию ,€ , удовлетворя-
ет условиям / j,/ r/2/, /З/. Тогда для катдой верur!t{ы ll;€H выrrолняется

НеРаВеНСТВ" 
ff# q?f 4, щ "Э"" 

, /l5/

До к а а а т е л ь с т в о.,Квцдой верщине t!;Cl/ припишем вес

/(Ф; )* m;п rTtog ё_" ,€q ц€l т

,l;,,

,
, оэначающий момент времэниl ко;,лg пункт Ф1

стеновится свяэанным с пунктом /f, построенноft сетью дорог.Мя ?l
полошилi /(Ф")=О . кроме того, для каlrдой верlмltы t € н выберем

u"п, "" .{ , на Koтopol't достигается этот минимум, и обоаначим ее

череэ li . Вообще говоря, для калсдоit верцины tt С // таких цепей
}rо)Еет бц,гь несколько. Il/ll,t вшберем их по одной для кашдой верцинц так,

"roOnP, 
lr, бшло деревом. }го мошно сдел9ть следуюuд4м обраэом.Пусть,

наприйер, для вердин {ir " О/- tш выбрали первоначально цепи

lir- Г"',Фrr, ,Фiё,...,{iк1 ^ /)*= Гu',drr,.,fi, ,d7*7,
пересекаюциеся в некотсрой верцине

и образJпоlие п-;r1 этом цикл ,/см.рис.

{ч = {/) (отличной от вершины/')
5/.

no!t/
... 

-о.
9l

'Ф;ёl

\ол,
,I

Фol-z

l!-/|di,

i,

Рис.5

-t
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Точнее,цикл обраэJrют некоторый отРезок L'--7O', {i, , , {rr7 цепи.

l'r*,' " отреэок LО=lф, !, , ,,d/r7 цепи l)--' . ПусТ- для ll
" 'j' 

верно нер9венств " t?fr,O"'7"{f 
/" , iЬiл^ в цепи Ь

эаменим цепь /О на цепь L , в результате чего для вновь обра-

эованно:t ч"пл l7;= LO', {й,..., diJ, /л)rr,, , /;7 будет верно

соотношени е /{ !лt - ,гfl, + , а цепи lu " lrno цикла у8е

не обраэ5шт. О d"z

Вудем докаэыв9ть неравенство /15/ последовательно для всех вер-
цrин 1/t € Р , располоfiенншх в порядке воарастания веса /е;) gбупgg-

но некоторой последсвательностч Р- rФir, . "{й2. Причем поеледова-
тельность Р такая, что если ддrr каких-то двух верцмн Е ^ 

//,

имеем t(q) =l(9.) и d;cQ ,товершина/.1 предшествуетвер-
цине tt7 . I\усть вершппа l|i,- - первшЙ член последовательности
Р (верчмну Фr будем "urb"r" нулевшм членом), тогда чеп" lr,

представляет собоft ребро Ч-(а', {;, ). Прпменяя к этому ребру не-
равенство ,/2,/: 2/l , /(d'l + t{Q1)+гv

и испольауя тот Факт, что /СФlS=Р, /Ч )= 
),,по,лyчаем 

неравенство

l ' Г1 , откула ишеем:

/(ч)=r'Т'хЭii,о Г"

Тем сашлм мы докаэали неравенство /l5/ для вер]мно //,

Щусть неравенство доказано д4я первых ,( членов последователь_
ности d4 , ;, _{r* . Ясно, uro olJ lr, л."":r"тся деревом (обоаначим
его череа 2* ) со мношеством веiрчlин l/' , /rr, ...^, О;д } В самом деле,
если бц в дереве 9к c}rulecтBoвa пл "Ьр,-"а' 191 ,' .iп" *oroport нера-
венство /l5/ еще не докаэано, то ее вес t(Фl ) бцл бш не менвще вееа
lrd;r) . С другоlt стороны, так как t!2 С l" для Heкoтoport верщ}r-

нш ti, (,/< J < К ), то l (dr) < l(dй ) < l (фi.,), откуда эаклю-
.r""",- что l (dr) =/сФ;) , т.е. ""рй". оN дЪп*". идти в последо-
вательност" фi, , , diк,'. ,, Ой раньше, чем вершин" Фй 1 и1 слёfiова-
тельно, неравенетво /I5/ для нее к ( К + | ) -му шагу дЪлlшно бtлть уше
докааано.

týrсть вершина |i" *, - следлощий по порядку член нщlей после-
довательности. Тогда в 'цёпи 1r,, лиць одно ребро 7lo=(l!;o, 4,r*, )
( гле r/1o ( 9к ) "" np"""orr"*", .idЁJ", Yr . С учетом неравенства

I

{

/2/ для ребра 7l7 получаем:
2ll >- l(1raK *.t ) + / rОп ) * Ti

) имеем

l(Ф, l:пzаа/_ок +,| al- ( /,,, '' "к+1
'// 9 r-/сФч)+т;

наконец,
получаем

откуда

испольэуя неравенство /l5/ rJrше докаэанное для верпныdlо ,
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{'Ur**,' , t, ýlз
urсl

?

/€r{

ЧТО И aaвePflaeт ДОКаЭаТеЛЬСТВО ЛеШrД,l 2.
Вернемся к докаэательству неравевства /Ia/. Так как для ребер

Ц. иэ Н l'llr(H) вершr соотЕощения ti - /, , то остеется по-
*о6"r", "rо |411 на ребрах аj€1l/(Ю.Опр"ч6""" лемiry 2 к верш_
нам проиэволБного-ребра 7tr=(O;r,2rr' Ц(Ю и испольвуя соотнощения

/Z/ u /?/, лолryчаеч:

2/,> l( 4 ) +l(Ф ) + D>.пtrl- z с+ rйа z гр_+ с, --7- -,-о,,+l@4)*сirЩ i,ru-щ ?sluo*9 =

= 

чlriu" 
-,}r{r, * 1-'}r"' = 2'',

Неравенство /14/ докааано. Тем сашgrr мш доказали, что построенЕое
нами расписаяие Р' допустимо относительно Н

Докаlеш второе утверадение относительно расписания R' , ,.".
что g"(Р) < giСЮ . Дтя этого достаточно покаэать, что д.llя любого

реОрЪ ad,C аС и лбого Оr'' Д, вшраЕение в квадратнцх скобка:<

бункционЪла /4/ (обоаначиш это вшраlшение череэ hfC/,l) на респиса-
нпи (l не больше чем на R . в сашош деле, иэ определения функциш

)z tЬП

( см. равенство ,/Il/) мя всякого ребра Фl(а'

С"* tl"Щ*,|rr""

rr' ишееш:

a

Поэтоlry, как только для какого-то интервала,U,f е Л, вцполняется ра-
венство /оСуrСш!l - |1СУr:Са[)) (что, в частности, всегда верно на реб-
ры udClИ"tar{H), см. /|I,/), то сраву Iе вштекает справедливость тре-
буешоtо неравенств а пf с у; Ql,f D >- hf Су; Cof П дтя интерв ала a,f, .Вслп

iZ!":Yi'"!:"":?;ЦУ";!i!"*;":'),:)"i;ry,ry,:,: 
ji:'ff ?:;У:'

сшвая функчr^ fClrofll , rдц получаеш:-

ъfr,у;,r,:, " 

*|i,*;,0o 
* tq ;Я)*|l'"rf,,q/,'

,-|j i"r\*;/,, 
"4,ч/"- 

,\t"!п {tфьlirУrа/ll

Terr сашшrr равенство уоR') < fu(R l докаэаяо. Так как шц докааали
вее требуеrGIе своftстЕа построенЕого расписаниi' f' 

", как бшло поке_
аано ранее, доказательства сJпцествования такого расписания достаточ_
но для аавершения дока8ательства леlrrrш I, то лемша I, такиrr образом,
полностьD докаэана.

I4a лешrдл I шоrво вшвести ряд следствиit, касаюцрtхся строения оп-
тимшьноfi сети.

r

?



}

а

l С л е д с т в и е I. týlсть Н - оптпмальная сеть, тогда

|г"Оп" *о*""r""{Ф€Нlа/Ц} оОпаауют дерево с висячими верцина-

l мп из мношества Ц
Д о к а э а т е л ь с т в о. Не нарущая обчд{ости, !;orнo счи_

тать, что в оптимальноft сетu Н ^льая удалить ни одного ребра беэ

увеличения целевоit аункцпч {(l/) . Кроме того, в атоfi сети мно8ест-
во ребер |uеН l 10/4,|"} .o"n"""o лемме I содершится во riнoaecтBe

Щ(Н) ,l а ребра шrоtества Щ(Н) обраэJmт дерево, тек как в против-
ном случае, т.е. в случее сJпцествования двух кратчаftших uеrlеП ,!f -
=W, Фrr,...,dtr r...,4) " l; - С{l, Фrr,..., а*1,,,., db l @qrtl;c l")
обрааJЕl$,rх цикл (см.рис.6), rш ишели бы равенство дJrин цепеft

ГО\ Ок, , .. , O1rj u а'rОц,.;;,rк51 , qто дало бы нам воэмошность
в качестве крiтчаfiшеfi цепи Li ваять аепь |{', {\, ,O*g,. ,OqJ, л

ребра цепп|{rl|q,.,.rФхr) расЬв9трив9ть Katc ,lебра, не входяrФtе во

llнolecтBo 4Ц (D

сб сдной авдаче тесF,ив расгmсаяий на сети 59

fц ,*
/,

\

Рис .6
ЕслИ rе в сети ll сJлцествует вшсячая Бер!tмна О,; / Т , то !.н_

ц!!дентнос еfi.висячее ребро не входит ни в одну кратчаfiчryэ цепь в!iда

r , !,r lr , и, следовательно, его мошно удаJi!!ть па сетп Н
беа уве.тичения lзначения цс.lrевоii Функциz.Следствие I докааано.

С л е д с т в и е 2. В оптимальноlt сетч Н не с\уществует дв},х

9

ilц

a
о',

простнх uепепt=LО|.,,Ч), lu-V ,47 , таких,
по.'rня"I;iсЬ еле.цrDцsде Tpll соотноiценurl. фl : d2 , ,}ч,u"а,Ц

чтобtt coвrrecтHo вц-

,, |аr€L | п il, -- /
Д о к а а а т е л ь с ! в о. В сашоri деле, ;тусть в оптлtь:а,тьной

еети ( иа котороil нельая удалить ни одного ребра беа уве,:лчения зна_
чеЁия це,:евоf; Функции ) сзпцеств}rDт лве прсстше uепп /r, - Wr. , {t1 ,l
lz - W', .. ,tlr7 такие, *цZrцlrйtо " |U, cl/l ПЦ: / . сстлас-

но следствиа I и услсеtал,/6/, оltи образуют простоlt цпкл И , еодер_

л

в
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шаlций некоторые ребра из ц .,_ ilycTb /, - ,^*""мальнаh иэ цепей,
таких что /,,,С. Lr'СИ " t*oc /,r'|ПUr=Ф (см.рис.7)

Фэ

\,i

о1

l, = Еd' , ll ,.... di
/, =Lf, О2,,.., fs,..,!, .оr]

lr' -Г4 4,,,,, dо,.,.,Ч1

?

не содершится ни в одной крат-

1rl

}
Рис.

так как 2 0- r. 2
лlпсLr '',чцсН

чаftшеit цепи U/ ,

катся во l,|ношестве

иа сети
аано.

не содер_
Н) и, согласно лемше I, могут быть удалены

Н беэ увеличения целевоlt функции tHl . Следствие а дока_

, о0:" '
йс
fu,r

L' . Следовательно, ребра ч"пл lf
,о ч"п" /,i

.Щля нахоlшдения оптимальноlt сети необходимо уметь вычислять зна-
чение целевой функции /5/ от произвольноГt допустимоit сети Н .Точ-
нее, требуется построить эФфективншГr алгоритм нахошдения допустимо-
го относительно Н рsсписания, на котором достигается минимум функ-
ции 0 (Р) . Перейдем l: исследованию этой частноfi,t эяд8чи.,dн

ý 3. Построение оптимального расписания
для фиксированной сети Н

Пусть дана сеть Н С ilr,, /r,,l ГД€ _ мношество допустимых се-
теft, отвечаюцlих требованиям следствия I и следствия 2. Тогда мнох(ест_

во ребер сети Н раэбивается на два подмношества: llr(H) (олределен-
ное вшше) " Ц\ Nq(Ю. В ходе доказательства леммш I было установлено,
что если в проиэвольном допустимом относительно / расписания ,? :
=trr,ilr,Orl".сниэменИть Функции уr(а, еHl согласно равенству /lI/ ,то
рас"писЪнЙе 

-frijir 
этом останется доliустилшм и эначение Функционала!н(Р)

не увеличится. Пусть дано распи^а"rеР=(оl.rЛ.i?r)|п"о,такое что Йа реб-
paxъ),-@rr,tlr)c tцш) ц<i2) функция 9, r),1l ",3*i!{i""""o рr""^,Щ, ,

а на"ребрЫ u/(Ц \ Ц(Н) Фу"lu1" frY rmil равна /; либо /ril^

Возьмем какоЬ-либо ребро ч(/LН "О 
rэ"е"", данное расписание R на

нем следrющим образом. Полоlким

/16r
/l? /
/lB/l- иui,fru

.-
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Покашем, что по;tученЕое распиеаяие обовначим его через будет допУс-
тиlчtшм. Действительно, если полошить l: : (ll L ll , l, е{СР) ,и
оставить члсла lo , l| прешЕими дл" остdльных-ребер- Ilac| lTo
неравенства /|/r/2/r/3/ буryт вшполЕяться для полученного набора
r(3) , что и Qэначает допустимость расписания Pt относителъно Н

Покашем такше, чiо !хR') --gr(Р). С этоlt цельп, рассмотрев для

ребр9 7Lr, соответствJrющее ему слагаемое функционала !нR) , равное

,,?л,'чi'(,ц|r;r" 
- rit"; t t ! w,{ tt = 

0 ir{t, 
- tr N; =

- !'йit"*!0),
rпJ увtrдшtl, что оно равно слагаемому Фувкционала gr(Р) , относяще-
lryся.к.ребру фd , откуда и вштекает требуемое ёботнощение g"(R') :
=qH(K) . ,В силу докааанного ш!ошно считать, что в оптимальном рас-
nf,{"""" Р-|rrао,Ч,{r)l,rrп на ребрах alCn/.r(H) выполняются со-

отношения /16/-/18/.
Рассrrотрим теперь ребро

шц рассматриваем такое распис
ет всего две анечения: либо

парш соседних интервалов фi
дуюциlt обрааом: rJGr;): 1,1

di d

a;(4t 'Nlr{H) . как бшло отмечено ранее,

"irr" Р , что/Функцuя 9о rа./) принима-
!;, _., .либо Lr'n . Пусть для KaKol't-To

, Ф/!*'С "l/,, Ьчiкчту f7 опре.це.пенs сле-
, flQ9|+|l - L| , ("u.рис.8).

аф ,/

l IС/

!4 9=Oq,dE), i,<;2

Рис .8

Пока,шеr,l , что если переопределить функцию Yd одним из следпсцих двух
способов:

?,|ru,r{l + g!rа.r{+|l =li!, !1,',

то полученЕце расписания Р' " Pr (соответственно ) такrе будут допус-
тишши, причем лuбо !н(R')<Хr(В) , лuбо !н(Р") 1fu,'P' . поскольку

расписание Р Oы.no допустимшri, то для набора У ( К ) выполнялось со-
отношение /3/, откуда дця t{ " l{*'| имеем

af ,_ гl tч,f t i r, *"i 1t1-: #r, bI
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и

а hrt' 
,- с, tll.ft| t + l, rпао l+i, ry7" +l

В частнос.ги, d|r-tfra "tl*4>tf , откуда l;-t;u 
"od - 0 .рас_

смотрим т"перьУнабtр u""8n {R/) , в котором все числа, кроме
(f )' "{lj*|)' , вэятш uв3аоора {(Р) , а значени"С{)' "d!Ч'

опЬеделенш соотношени"" (lf )'L Gry+l)lЭmааt{-,ryVt;} . л""fо

видеть , uro /(() удовлетворяет условияll допустиliости /l/ r/2/ r/з/,
откуда эаключаеt{, что распис"""" Р' догIустимое.

Чтобы покаэать доп]/стиlчtость расписания ,,Q" , до"п"точно опре-

делить числа (l:)" " 
(t;*1f следmцрr}i обрааом:

'r;| 
- <tf*|t'rrп-аФ {r;u,#ar"|

В то ше время аначения фувкц ич 

'||(,О 
""' 

p""n".* 
""* 

? " Р'
удовлетворяют соотноrцениям :

fо(Р) : !n( Р)=1 
'{'\ZiL- ý_J*j,ъ'цL -,Jwjl,

к-,|

" 
,rс р) -дr {l=1 t'{*'li|tцtо - i,,*i, ц?r;47$_;*j,',

иэ которшх следует , что еслч !u(R)-grC3l < 0 :!о!r(R)-1р(Р)> О ,

т.е. по крайвей мере одно из расписаниft К , К луцце расписания
R ( обеспечивает строительство всеft сети дорог Н при rreнb-

llиx транспортнцх расходах). Отсюда мо.шно считать, что в оптиlrальноra

расписании Р=|Сп1.,Ло

ция y; определена с
'CI)lu,, н

ледrюfrим
для любого ребра оrrЦltrrН)функ-

Y, 
{ooo!l =

llt, ./<K<J,

|li, l+,l<K€rTLr.t

образом:

/ 19/

для некоторого Еатуральноро числа J
Затем, аналогично то!Ф/, как мы поступали с расписением на реб_

рах иэ 'lЦ(H) , изменим расписание ,? , от"ечающее условию /|9/,
следующим образом. Полохим для проиавольного ребра оl(ЦllJrtD :

о ,1' = 3i Ja' - |ч!"u/l,
где 

";= Mooj , 
"f'= rllo"rj ; 9r! саf'lэ r!, , r; ca/l - /,!, .

Летко проверяется, что полученное расписание допустимо G;'z - d; . Ilj':=rir''и эчачение Функuuч !, на расписа""" Р'такое ае,как
и на расписании Л .

_ Таким обрааом, в построенном Ешше оптишальнош расписании Р =
=l(Ч,, /5 , rj )| о, е н для веякого ребра 'r,'Н раэбuенuе .До, со_
стоит иэ одного л-ибо двух интервалов1 т.€. задается некоторшu числом
0<Х< t; <on" ребер ot,e tlr(H) булем считать gj - tl ) . При этоrr фувк_

}

о

5
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ционал !нR) вцраЕается череs набор лаРамеТРОВ l1'l nrrH _ "n"-_,,
дпсциtl bbp."ou. Слагеешое ФункциИ ХrСР) , 

относящееся k ребруu,оеft,

ицеет вид

l!иниlryш этого Е[раIения достигается в точке

{,1, =f |,l l (йk * lltnj t ) + lф,,й[h * ! trj l lJ =

,t Ёri -tcl -r,'- 1"Э,/" + с! -2;,*Bi,"1

,^* *^* 

ч?tf,ь 
- r, }:lY 

ф ::iri:' r, u"k[,"
(по определениD цепей ti лп

пере}iенцуD I-rr,- { и вшраэить t;
аапищется слеýrnциш обрааоrr:

а|-a t, . Если теперь ввести
n 1 1 то Фун*ц"" {rУ

l!, l ,тоА(
череэ

j Ёrэ,-iч ц?,iаfr!t5,1 
,э/",'- !(*|,"N,l'- f,t*Z,,a,f=

- !, CI 

"r2l;l, 
- I ц|liN, 

- t | + Dz* l С ! },; 
N" * toi'it,+ { $ - l lL

+{а Ё L f t a,( l' = l'+ t ! о2, t 
ь - [i,iLr !, l' ! И,l t"l'- t r } r Lt',

откуда следует, что чем дальше точка $ отклоняетс, о, { r^r",
больше аначение Функции Пlrrrl , а следовательно, " YiC 

rl
týсть ,? - оптишельное расписевие на сети # . PaccrroTpиM про-

иэвольное

V;,|fll
ре

,

бэо 1,у€Н . Ьry соответствует некоторое ревбиениеi1-1й17,
sадавеешое числоч l; . Так как расписание К допустимо

Н , то иа услtоэпft7l/ r/З/слеLует, что долшны вцполнять-ОТНОСИТЕЛЬНО

ся неравенства

г> 

' 

> *а"|!, tj|r-""lT f ;Эrг,, т/ f йr",I ,

тr9. ч}tсло $ долtно удошетворять неравенству

Т>,,zа.zИ tаПчrп,т Т L?liч| /2о/

!lнопество точек z,j отреэка vr17 , удовлетворяючих неравенству /2О/,
представляет собоЙ некоторшfi зЫкнутшft отреэок Ч' , $ni о , ,который
булеш наэцвать отреэкоt| допустимости для ребра Цi в сети Н .Если
точка Z!С EZ! ,фп , то ее и надо брать в качестве искомоjt точки
ri. элЬО"""iоr'Лr,' отреэка СO,17 в оптималЬном р8списании. Если
{t. r;, то в *"чЪ"r"" искоrrой точки раэбиения берем !;: g (т.е.

точку иа отревка допустиllостиl у котороfi отклонение от Z] наимень-
шее), а е""" Zf> { , то береrr ai: {. Наконец, ""п"($,flr= / ,

\

a

a
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iо 14 r.'нонэстЕо допустимых относ"r"льно # расписаниft ilL"= /,откуда
{;,н) : оо . Этим эаканчивается описание и обоснование алгоритмаl

построения оirтимального расписания Р для фиксированноfi ""т"Не/rr,Таким образоtl, мы умеем эфФективно вtrIчислять 9начение целевоfi
Фуriкции на сетях из trrq . ,Тяl. ,у,к }iоцЕ{ость MHof,ecTBa ila, состав-
ляет величину порядка (/+ ffl) 'О 

|, гдё Т - rrнoaecтBo верццн гра-

фа а , сI,tе]Еных с вершиноft dt , то перебор по всем сетям п" /l42
..;!о:{ет окаэаться нереалиэуешlм. Дя обоснования э(фективвого аJIгорит-

ма построения ископого оптимум, Н' С /42 необходишо провести даль-
нейщлrГ,: анализ оптимальноft сети и ее оптимаJIьного расписаяия.

ý 4. 0 локальноit независимости слагэемшt пелевоfi йчнкции

tsведем некоторое мноfrество /(l') простшх цепеit иэ d :

/(/") * ll=Ur, .,o;*7lo|c/,|, lцrl|Пц=ll
и перенумеруем цепи иэ этого мно*ества числами К-|3r,.,, П, по следrD-
шему принципу. Если lrr= W*, ,.,ОiJ, tr=Et|,..,4, гле 

"/*,О|сli='rЧ*,d;..,.,d/*),р=l1/.l и ц1 i. r то к<rfu . из условия
/Bii слеryет, что "оЬо"r" мношеств l(/r') " Vl равнш, т.е.
l/(l')l=|Vl + h,

сеть Н =t1,2 мохно задать мношествол, fr=l*rl.,O4X,...,X,|itrl,
номеров цепеft Lце/09 , если под атиrr понliшать, 

"rо 
H-lr'lJ(Hld

и все эти цепи попарво не пересекаDтся по ребрш. То, trlo

такое представление осJдIествиtдо, вцтекает и8 того, что сети rfioxecт_
ва trrо удовлетворяют следствию I.

Пусть дана какя-ли(rо сеть Н С ttlz , причеш иэвестно, _что_ цепи
!к - 

^ 
lrn содершатся в Н (K<rTz) ч никакая цепь l,,, С /(L) ,

К < L 4 гL, не содершится в Н . Условut(ся череэ Ц' обоэначать

реооо (2rn, Ф|r,
Ра U+|, Oi*r.,,

шество ar*rHl

) магистра n" /,*= ГО.i, ., , Oit, air,-,,trJ. Тогда все реб-
.., ut*_,,, целч /* , эаклDченнше шеаду концевшши вер-

аirЪ",еП lK о /rn соответственво, входят во llнo-

, кро"е одного ребра 7lj, , rекого, что

2. 0r-", lii цr, l # t с*:) + Е. l(a1,>
|hcl* - r-ir ' о-? - аQс!п

,,

и

!(ао7 +
о

4.

Е
l;f

Е
&NC tlK

0сui lr 2l пr;) +1,hftц.
'u,Сl|Ф=LK N++1

Так как "еть Н ваята иа MHorecTBa ilr,, , то для нее sIполняется
следствие 2, в силу чего rroaнo считать, что для.шбой верцинц d;
из. мt{ошества lar!, аr!*, , ..,, di } кретчаfiщеfi цепьр ямяется цепь

'i' l: 3'fr' ::, 
: 

; /\1,;" :' .ж:;- ;",ffi.а'" !I:l : ; h,lJ:""

t
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а

HoBolr цепи путем теоретико-мноtrественного объединения ребер дву>:

пересекаюцихся цепей tr-lt,...,t!,017 " L;Щ,Оa,. ., Ф*7 ,,г.е.
/r a L, *Ц, ... rО,/,, О7,i!ёr.,.,ОrJ);,Кроме того, для какоli-либо ЕерцJинь:

4 С l* кратiаftrчей цепью l: является отрезок цепrо lл. ст вер-
щинш О1 до вершинш t2; ,( то ше салiое и лля dr, С /.n ) . Следователь-
но,. относительно опти}rального расписаЕия Р на сети |/ )lcx'o
сделать вшвод, что для вшчисления слагаемых Функчии g" (Р,) , от-
носящихся к ребраri иэ rrноrестr^'ilц**,,lu"' l* |V|""el"}'Vloi*, ,*r|
не HyIHo анать структурц Bceft сети П , так как использJrются при

этоll только веса ребер "" 
'|Q,-

Аналогичное эаключение о неэависимости эначения Функции trr:l
от всеfi сети Н верно п длq ребер 7,1,1,.(a,4K ,, !'С?aоrtrад""Оr, 

о?а" 
,

n il*,пr*/ - мноЕест ва реоер|*|, , зйu{11п 
е l*|" "l;:'," ; 

,фУIц;Ц
соотвЪтётвенно) , когда про сеть Н'{/r, иавестно, что /"С Н
(l^C Н ) ч никакая цепь /,,i с номером l,'<K (t,>rп) не содершится
в ll .

Чтобш покааеть, что аначение Функции фrаj) не аависит от Bcejt
сети Н или, точнее, от всего шноаеств" 1t", а эависит тодько ст
весов ребер иэ некоторого мноаества lrr.n , будем обоэначать это
аЕатение через hr,- falr)

В силу укаэаяноfл локальноfi неаависиljtости слагаемых целевой функ-
цuц /5/ от всего шноrества 7t=lЦl ,/€|q,/rопределяющего сеть
Н С //о, , появляется BoaltotrHocTb обоснования описанного ниже эфФек-

тивного шетода решения аадачи ?.

ý 5. 0писание и обоснованше а;lгоритша

по даtlноlry графу б построиЁ полнrлй ориентированншй взвешен-
lшлП(Пr+ 2 ) -эерwtншi граФ бt " n"o*ecTBoM верцин l=|.| ,
i'4/, X,,..,4ll / , где п, -l|l --l/(/r* )l . Для этого в графе 

'Ci 
"од"п^,.Фе вершинц ао , nnr*7 l в остАльнше верцинч С1,..,, 

?пr_поставим во
в8аишно_одно8начное соответствие цепяш ив liноf,ест"л ,/(l*) . Кяtдо-
lry ребру ilJ,- (C7r Liz) графа 

_ 
6* np"n"re!. неотрицательншй вес /(Q,)

следrDцт,tl| обраэош. Полагаеrr al(/r,)-aB одноtl ив следrDцих четырех
сJгучеев:

а) если Й, iz i
б) если ч-q, ir-щ+4 i

_в) еслп _ф < ir- п Ъ исходнош графе с дtя цепеi"t l;n = W ,oiJ,
l,;- Lt' r . . ., Ц7"r _ r-полня етс я одн о и з неравенс}: i/

,ц2, loh 
* P*r'."i' * -i r!: ""О,о *"|l,,?' ozu,l Ч' * *|r,'о'

г) если ч < 0z и для цепеt| Lir**/ !;, вцполняется условие

1лlё l;r- 1Ц€ !ь ! -\ J
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Все остальнше ребра граФа 6' будут иметь конечнше веса.
Если теперь в граФе 0r вэять какJrD-либо простJrD цепь М -
=Иrакrr, ,aKrrao.*t1 конечного веса, то еfi будет соответствоветь в
г9аfе б дбпусЪ"ма" сеrъ Н€|Q,2 l задава€liая набором чисел
t-|rr, ,*r| " текая, чтоOIr+ 7 . Последнее воэмоrно в силу того,
чтс в выбранноfi простоfr цепи ЛС нет ребер, подпадаDцих по случаfi
г), откуда {tнl< оо . опрелеление аначениfi весов остgльнцх ребер

"" 0r подчй""u требовgниD, чтобш 
""" ц"пп УУ бшл равен энАчениD

целевой Функции {(Н) . Дпя этого определиш конечrrше весе Еа реб-
рж иэ 01 .п"луп,,t"u обравош. Если ребро 1а;(СlrrЕц) не подпадает
ни под один иэ укаааннцх вшце четцрех случЪев и прй oтoш ll * 0 ,

%#fut+l, L;r=LО',.,,,ri7пl;r= C!',.,.,rirJ , то полегаеш

lr-,l кс- 1

а fu; l :'ol,,h 
а,',Са) + 

lЭruо, n с *i' !цrtЦ!ru) + 

rZ 
е ru; ) .

}

Если L| ,
еслп i2, п, + |

р

0 , то в предллучеlt Форr{уле береш

lTO
)=1 . Неконец,

d,и/,l l-E
!-К|

hй,ь
р

ttP *12ecu|l.(

Пусть t;, - !.irioaec'Bo сетеfi Неilaz ,"11*] uro /СН) 
( а . Так

как шы устан овили, что каЕдоfi просто't uепп l'l -|Oo ra,r,.,., qrr,O*Jcý:g-
нечного веса вэшtaно-одноаначно соответствует допустиriея сеть П€r]r2 ,

эадаваемая цноаествоч ноцеров l-|rnl ,l<O<X,, и такая, что

}"aCarl-|(Ю , то задача построения оптиtаJtьной сетш на граФе 4
1Ьалача 2) свелась Te}i сапtцм к ая!чаче ш!деления кратчеilшего Iryти иэ

верчинц d в верчину апl+l на граФе 0' . М, последнеl пэвестнtt

аФфективяr,lе методд решеЬия, В частности, алгоритш Д.tfiкстре /4/ реЕа,
ет ату задачу с трудоеriкостьD порядка П| опеэаuпlt. Iрудоецкосаь св€-
дения аадачи 2 к аадаче о кратчаfiшеш пути составляет Taкte 1Iорядка

П| операциГr. Следовательно, шц обосновr,Iш алгоритri трудоечкости

-&2операций для рещения аадачи 2.
В эаключение эашетим, что при реrцении 8адачи ? cyItEcTBeHHo ис_

польаовались допJдlенuя /6/u /?/, которые отличаDт ее от вадачи I.
.Щопtrrщение /6/ аначuтельно сокращает число всеr( допустишшх ceTeft ва
графе 0 и.упрощает нФ(оf,дение оптишального респисания R для ва-
данноfi сети. Допущение /?/ зtспольвозалось при докаэетельстве нерарен-
cTga /l4/, а следовательно, п лешrGI I, из KoTopolt ш вцвели локаль-
ную неsависишость слагаеrrцх целевоfi Функции /5/ от всеfi сети Н ,

что поэволило, в свою очередь, найти оФФективнцlt апгоритш решения эа_

дачи 2.

Поступила в ред._иэд.отдел
6 октября 1975 г.
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