
одд{ пOд(Oд к рцIIЕнию зАддчи оптимиздши конЕчнOго состояния линЙ-
ншх /щскрЕIнцх упрАыIяшrшх систЕ!I
В.М.Яковлев

Рассмотрим следуDчým эадачу. Дана система рааностншх уравненшft

п-m
a;(l+!) =}4oaarcD+DnN.ra*cb; /l/

.a;Q) - fr: i 
i =4,2',",,ft ]

|-Q|, .,Т-!, /2/

где ак(t) - управляюrrие, а Ziё) - фаэош{е перешеннше. Гýlсть rrHo-

хество допустимшх эначений вектора 1t(ё) есть вцпук,дtf, rrногогранЕик
UcE-.

Требуетсв найти такие аначения a/(t)C U , прч которшх траекто-

рия a*(D систеш /I/ прп начаJtьнцх условиях /2/ оОладает Terr cBoftl
cTBoli, что

F(а'сГ)l - rтl,r.п FrzrГD, /s/
uса

"д" F(g) - выпуклая гладкая (шlвкция.

Поскольку еистема /I/ лпнеilнý, а шноtество V вшпукло, то
все достиаимше MHoIecTBa ýrCOl вшпукдц. Как покаваrrо в ft - +],
в aтoli случае необходиrд{е условия оптиr.альности ишеDт форlry принци-

па шаксшlryша.

Следуя f4] , шееш дJIя рассчатриваешоfi аедачи

пп|L

Н(rril,асD, рr/+Ф:r/ r-r:J а, xrtlrZ,l rH*c|lJ . /4/

п
Рё) - 

jЭ а, fl,G 
+ /); /5/

|rD=-ff,r",Пl. /6/

fuя рещения аадачи /l/-/S/ обцчно прчшеняDт шгоритlц, построев-
нце по следmщеl схеше.

I . Вбираеш про![9вольно. at/ ) С Ll.
Z. Цв /l/r/?/ ва:содиrr а/rЬ , соответстFJrDщее управлениоU'Сёl .

3. Иs /5/,/6/_неходшц /tll , соответств)rццее аjё) п atil.
4. Находиш X,ttl ,.*о", 

"rоHat /l, i,'r/ l, pt /ll - ry Н lzfr/), а, рИ))

J

!

f
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эалач и оllтiiLtиэ8ци11 _. ?э

э. tдэ /|/,/2,/ НаХОДИr,л l,rll , соответствJrрщее управлению

4,ctl.
6. Находим )1 такое, что

F r r' 0 ) +,t| ( fu r Г) - о' ( /) ) ) -,,ru, п Fra ? / Ht r.l l ( г ) - z|c /))).
о<2</

.?. Если 1,2dl=аа(/)+х|dЧ) - zо'СtD в вшбранной метрике от-

личается от а,|rh больше, чем это обусловлено требуемой точностью,

то Ф2ф есть новое приблиrение, и переходим к п.2. В противном

случае эадача считается решенной.
в приведенноft схеше в п.4 решается залаqа линейного прсграмми-

ров9ния. Как иsвестЕо, решение аадачи линейного программирования

достаточно l,tcka1b среди верщн многогранника допустимцх значениit пе-

ременных: в н8Iцем случае - среди верщин многогранника U . Приве-

денный алгоритм хорошо работает, если оптимальная точка аЦr) яв-
ляется верчп,tной достиаимого !дноаества $rrl . Однако, если r|(Г)
является внутренней точкой какоiл-либо гр9ни мяошества {. (z") , то
алгоритм работает плохо. Получвпtиfiся при этом итерационншй процесс

имеет cтoJrb медленнуD сходишость, что наГtти решение эа,п,ачи по дан-
Horry аJlгоритму практически невоамоано.

Природа укаэанного явлен!а эаключается в следrЕщем. Если а'(Г)
является внутревней точкой какоft-либо грани мно8ества Srra) ,то
оптимшьное управление a|(t) ве будет представлять собой после-

довательность верцд,tн многогранника U , а хотя бы для одного l
точка at/) будет лепать внутри некотороft грани мношества U .При

этом эадача линейнрго програмrillрования, ааключающаяся в отыскании

orar Hr zц/ ), а, рr(/ - / ),acU
будет ишеть своиl, решениеш дбуD точку тоft грани, в KoTopoit лешит
14.'d) . В подобноfi ситуации принцип максЕtýrша перестает бшть доста-

точнцlf условиеш оптимальности.
Если упрашенuе оl{ё) не слиlдком сильно отличается от ar(t) ,

то в укаэавцце ( назовем их особцми ) моменты времени решением эацачи
п.4 алгоритша будет какая-либо ""р*r"" il,ё) , привадле8ащая той ше

гр,ани, что ч &'(l) . Иэменение аСЬ в направлев"" 4,ё) приведет
к Tolqy, что при следшщеfi итерации рецЕниеш эадачи п.4 алгоритма бу-
дет JлЕе другая BeprrиHa иа Tofi ше грани. CrreHa верщинц будет происхо-
дитЬ при 14ятдоft итерации. Если величиЕу шага иаменения аG) в нап_

равлевrли верrrинш 
't|(t) 

счптать величиноfi первого порядка малостиrто
величина шага иэменения ct,G) в направлен"rоt!O)прл этом оказыва-
ется величиной более вшсокого порядка riалости. Этот факт ц является
причиной плохой сходи}rости итерационного процесса.

0каашвается, что поло8ение моано исправить, если произв9сти сле-
дпощее форшальное преобраsование исходной аадачи.

Введем еще одну переuенную Q(ё) и добавим к системе /|/ еще

олич !{ Dе|,.lению



&
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одно уравнение
соG+l) -qd) + ГrАgс/)+еurtll-Frzса), /?/
Z(0)=FrrrD; |-4/,х,..,,Г-/, /s/

3десь А = l]0tl, |l, а - l/r* tl .

Еhесто rrЙнишиааци" FёСГl) будем теперь }rинимиаировать вели_
чину

t - ao(D. /s/
}1шеем в данЕоli случае

i с z с tl, а с l l, /7 1 1,r 
1ý ilt 

- о1! ou 1 o,r1, Q., а,с! f +

+ !, rl + l l L4 cl lr Р4Д" cD +8u cil)-Facil)f . / ю/
Сопряшенная систеriа в расФiатриваеrrом случае ишеет вид

п icll-f,rl+|) i

ёrr,= ,lqi Ч G +D+|G-,, ff
,Дсt* offc"ctll

Q!асtl+!ас/лЛ -

п

/lla/

/l,/

/l2B/

/12/

/lэ/

При этош

f,сгl- - r ;

lrrl- о; i_/,2,
}1спольэуя /|le/ u /lze/, ишееш

irжD, alc/2 frl+ ьý$Ь,rrЭ4о z, cll rлi|-а,сlf -

- F(дасlхOzG)л+Fсzсёl+q,с/D; /ю/
lL

ict, = } паVп * rr- f"o бlа1/2+ бuсt,Л* Ё LtаD. /ll/
Т е о реца I. týrсть U*С/) - опт}tllaJlьноеупрsвленuеrZ'С/)

" /*rtl - соответствуDщее этоtry управлениrс репенuя спстем /I/,
/2/ ч /ll/, /lz/ соответственно. тогда функция 7|rzt/l.u,/*//+.D)
перешенвого Zl прu ll -?'(t) достигает !rаксишального вначения.

Дока зательст во. Iýсть ild) -неt(отороедопусти-
цое управление, rrlS, pcll, /c/t - соответствуDЕие рещения сr,rcтеш

/l/, /2/; /5/,/6/ а /ll/t/l?/. Предста""ч Рrll в виде

rtas-7rt2+9ft),
i - Уr2,
/-42,

п,
г,

Т.ак как РО) удовлетворяDт условияч /6/, irrD - условпям /l2/,



0дин подход к рещениD задачи опт зýllltи ??

то

q,(Г) = ff сzсТл,

Подставляя /l3/ в ,/II,/, получаем

Еп
Р d ) + F; G ),rj 

9r r, О *, urЭ q, Гr, с t r l ь ff rl z с l l+ nzlDJ* $ r." с/ ).

i- /,2, ,п / 14/

/ 16/

0тсшда

Прч | =Г-/ пмеем

i - lr2 t...,ft

п

f 'r'= iЭli Lr;ct* r,-{rАrc|l+0ucl,r7rlirrrrt,l, ,ru,

Yo-1\$aiiL,yr,cTl- 
ff,сrоЛ+ff, 

r <т- ol,

откуда в силу ,/I4,/ получаем

у,(Т- lr ffсzсТ- 
/)).

Делее легко получить по инлукции, что

yid)=!rrrtr, d.=|'2'"''T'
Ot; i=/,2,,.,,п,

ва .lшбоfi траектории cucTetш /l/.
fuчислим теперь раэность.

лiеl = ib'cl) arct;/tt*Dl-Д@?b,q,flft1121 =

r

п ,п,, rf.
=,2чГ4,rt * l ) +у,# rt - 

:r rэ 
оО 

1r ro r*!n"!r' -

- Fil{rl)+ 0аrЁ)l - 
,jГgrt*D+уrltl "D )Эоо{rtl*rп

+ 2 trra*J + FrДrtlл+ 0а) =
к-1
d?агtftа

= 
,!, trrrrлЭl,r Га;rО -o^J Еf?/l)ri4лГфt,-

- шr7 - F(Arrtl+ gчl(D) + F(jrlril + 8а) -
-лНrD-л/ft),

гДе

lНG)= НG'сil, ul{lz lё+ /))-на,ё)) н, pt// + l)),



,е

rt r/t

A,l4) : Э#,uоtt) +0ш*r0) },4-fu.!cdl-fu*7 -
- FU rr(tl+Oar(tll + Fс,q tсёs+ ёu ).

Величина lHCtl27 , так как для исходноit задачи принцип мак-
сиlryма имеет место. .Щалее, поскольку FrZl - вшпуклая Функция, то
для любшх Э п С* пмеет rrecтo

Fса>2 Fr.z9 r 
,ir#. 

сэ*) |cn - *iJ,
отсюда пst JF

,art( zr) fа'| - zrJ -Fсэ,)+F(z)>- о ,

т.е. Д1(l )>, 0. А
Т;ким обравом, lНСt>>Oдля любых допустимых 7/, , т.е. функция

Н@Цёl,а,Рtt+t.D в точке Ц=lt/G) достигает макси!дума, что и

требовалось доказать.
Докааанвая теорема поэволяет испольэовать для решения'преобра_

эованвоfi аялачи те ае алгоритмш последовательrrого улучшения управле-
ния, что и для исходной. При этоu окаацвается, что получающ}rеся ите_

рационнше процессш сходятся эначительно бшстрее.
Рассмотрим функцип r

i(ас t l, zd+Q ас/2 рrl+ lD=,ZrЦG +.lx$crct+l)l) х

rт7

, 
Э lr, а,* с/ l - Fс Аzс il+Oatll),

где t(/) п g/) есть решения систем /I/ ц /5/, cooTBeTcTBJrDпpre

управлениD а(/) . Используя теоре!{у I, легко покааать, что спра-
ведJIива

Т е: р е м а ?. tIусть alCt)- оптимальное управление в аадаче

/l/,/Z/,/3/; Ztt), trftё)- соответствуDцшq_ этому управлению рещения
систеш /l/,/?,/ п /5/,/6/. тогда функция F(a*d)er(/+/)r/,/r/+O)

переriенного 7l прч / - t(/)достигает шаксишального эначения.

78 В.М. Яковлев
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