
К УСЛOВИЯМ ОПТИIv!АJIЫIOСТИ ВГОРОГО ПОРЯД(А В ДСКРЕТНЦХ И НЕПРЕFtiШШХ

систЕлдх и свя3}I мщ.Iry ними

Л.Е. Дщепков, Н. В. Тарасенко /Иркутск/

Вопрос о вэаишосвязи дискретного и непрерцвного принципов }raк-
сиrryilа , рассriатривался в ряде работ /см. , например, [,I _З] ,/. Наиболее
существеншле реэультатц полученц, на наш в9гляд, в fI].. Здесь уста-
новлено, что гашильтониан дискретноlt системш вдоль оrrтимального про-

цесса достигает шаксимального 8начения Еа некотором подмношестве об-.

ласти управления с точностьD до подо8ителыlой константш € . При пе_

реходе от дискретно-равностного уравнения к вепрершвношу предлошен-

ное в fI] условие € - шаксиr4уше превращается в принцип riаксишуlrа

Л.С.Понтрягина f4] .

0кааалось, что оптишеJIьшIе процессш дискретншх и непрерцвных

систеш характеривует более глубокая свяаь - на уровне условий не толь-
ко первого, но и второго порядка. Доказательству этого факта и посвя-

цена настоящая работа.

I. Постановка 8адачи

Рассшотриr, /V -шаговцfi процесс, описшваешй в дискретвые моме!{-

,ч ! с \е, t"s h ,. . ,tr, h )=Т2 раэноснцt{ уревнен}tеш

rd+ hl - осt)- h|coctl, ?)(d), l), r( t )- аО . /l/
3десь t; , t, - эаденнше вецественнце _числа, аО - еаданrшй вектор
Z -черного евклидова простренства Ео, h=(h- t")/N>0- шаг дискре-

тивации , U(ё ) - вектор управляDlш(к пара}rетров, вшбираешrfi иэ Korr-

пактного цвоtества [,Гс EN ,

_ Ф<ёtсU, tеТо, /2/

'(h 
СЕ'_ 

""*rор 
состояния процесса , {(.",U.,t)_ функция_ со значе-

ErL
нияши в t- , определенЕая и ,"no"*"""" при кslдоli t е Tu на про-
иэведеЕи,' ЕП Х (,I вшесте с прОиаВОДttЦIИ /" , /r-

Ьру дискретнцх Функциfi ( а(t), аdD 'iуоЙп"r"оряDlЕ{х на Т
условияц /I/, /Z/, нааовец доr\устпrоrш процессоц. На чноrест"" Q 

""",
допустиrФк процессов определиlr Фувкционал

I( а )=Qс rctrll /э/
3адача состоит в цинич}rаации Функционале /З/ на uHoIecTBe 9

Рещение эадачи, соответствJrDщее фиксированноlry h> о , будеш обоэна-

чать ( Uh{t), эпсt)l и наашветь оrгичальнцD. процессом, а сост8вляD-

цд{е его функции - оПТt{ЦgJtьнцц управлениеll и оптицальноr{ траекториеf,.
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2. Форшула приршlения. Вариация управления

Подсчитаеч х.эиращение l r rtD = f(a) -Ir'Ф Функционала вдоль до-
пустимцх процессоj (u (l) , .с( tD п(uсt)=tДt)+lЦt),itl)=аd.)+д-эt(D),
В силу /3/ пуеем

лrос)= Qlt-i(l)) - Pcr i tlD :

= cPi rr<t))д z('l|)+ l/zд*'ё,Рr.GG))dzt't)+o(tlz<t )l2 ), /q/
где ' - энак. транспонирования ,/под вектораши понимаDтся векторш-

столбцд/,lЬr l - евкдлдова норца вектора y'l, O(tdZl') - rrалая по-

рядка вшше lrlЗ;2
Пусть L|d), Y(t ) - проиавольвце Функции диекретного аргу!iента

t=to-h,t,. ,tr-h, имеDщ4е разцерI пх l u пхZ. Рассмотриш

тоIдества
{,,- Ь

2. Гу'сt)а z(l+ hl-у't l- пlаz(t;)=уt Ц -h) arc t)-yt |- Dl а{ t) ;t=tо l

ц-h
.2, Гасr l+/D Yс lldzct+h)-la'clllcl-/).lzrlfl -ё,tо'

- даl( lr l 9 {ln - h) ьzr|r)-аz'с ёlY(d- h)a d t) .

подагая адесь

д c(d.l-p , {(ц-h)= -Фr(g(LD. lr tr- /с)- -Фзz(rr/)),
uolex переписать /4/ в ъuде

L- lL

д r(u) = - 2 Гу'сt)да(l+l)-!'{l - /0 lzс til -
L=to '
ё,-h

- t/ l 2 h rt l + hl{c D axt+ D -l с Фуft - h) а xcttr+ 00дzсl,л ( 
). t э t

. ё=ё,
Подставиц в /5/ аначение Да(l+h) пg /l/ ч эеапчrиаu{(l-D,УG-/L),
вцч'tслеllЕlе согласно уравненrяш:

|(ё-h) -t( t)-hН.ft/G), а(Ь,4.d), ё), ((ц- h)-Ф.(z(t)); /6/
lct -ъl -Vt t ) -hP( h) {"r zG2 u(D, D +

+ h /|r r с t4 uёlilУо+h HJ fф, а d), u G), D l
+hz{irtt1,z/I/2tMO{t.ctl, NLс), / ), /?/

lr t,- ь ): -4.( /(+)) .

fuделяя квадратичнце по lt(t) члевц ,r вцпошяа очевtrдlше преоораво-
вания, поrучаеl.



к условияш оптиrrальности втоDого поDядка

tгh
lз

Aflob> = о,4 ( l"H + b/z l" /По{, -
еvо

/в/

где обозначено

НrУ, r, u,/ >- у'/r", u,l ), оаН : l/{Y, с,Z,t)-,ц(у,./, а, t ),
lгЬ

Z = h/2 
rZ=r.оrТil{/{*+ {if + H".+t{.'f/*lo. t

r i;i,rэ'Фо|+ 0z) - r|{:rr{'{оа{.д. +

* оп{фо'* lп'/"{а,а,ёihоi + //zo/'{o') - о . /9/

В форlryле /st 0/( \дэD, Q(tlzl2 ) суть соответственно векторншf,

и скалярнцй остаточtщfi членш реалоrения в ряд Теfiлора по степеняrrУZ
функчий {{Z+lz, й, l) ^НQ,z+!Э,а,/)с поFдкоц шалости 

"rпцg 
|azl

" 1,1 alz' .

Перейлеш к исследованию Форlryлц прирещения на игольчатой вариа-
ции управления. [ýlстъ Q,Or(Or< 0r) ч d', О' - проиэвольЕrе фик-
сированшле точки *о"""r" Г 

'" U . обоаначиш череаС=(Q,02,а|, t'z)
набор, составленнцft иа этих точек, и полоIиll

(

| о, tcTn , t+ о|, е2,
д"шftl -'l ,о" ,.,,а \ .i _ 1) ; -) 4 /lo/" 

l. 
lr,-u(OL), i--0;, i=f,2

В дальнейщем нас булут интересоветь два частнцх сцучея веришlиrt

/lO/, коtда эадаDцие ее наборш параr.етров иr.еrуг вtlд:

Сr=(0,Р, lr,o), Cr:(9,0+/t,f, 1r). /ll/
BlaBaHrщe этиriи вариацияши приращения Дr.ZСtl траекторlи Zd)

в сиJIу /l/, очевuдно, ревнш

лrэft+lЬ /lz/
ц,
{

Наfrдец соответствуDlrие приращеЕия функчrrонала. По rфрlryле /8/

0, l<0, i-,1,2,
tц{rаG), u G),а), /=О, i=/,Z ;

дr,tiO+h.)+ l|rвrе+l.)+дQr(С+h),f. р+h ) -
- {{aG+ L)u(e+D,e*hj,1-6ttl, i - 2,

-tCХLГ/rаrtхцzсD, а.(ё), /) -
rc(O,асt|DJ, l>e+b, i- 1, />p+Zh, i-2

хIеец
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ц,f пD : - i 0о Н + h/z ц{ {dо{ll!=, - 2", ,

ц,Irоd - - h 
r=?п*h(дч 

Н+t/zцl!Ул"1 1 -

- ha. н, * lо{'!+rл/'f/rlоr," lur*o - |с, ,

Форlryrировrrt ре8удьтатов введеI в рессIотреЕпе подлоrест-
, Vr,? шо8ества Vh , отвечБч|е фrксrровавЕоlry чIсtу
. По опредеrевriD, отвесе,. пару ( О, 0 ) е t/, " Ц!!, , еслI

_ остеточнце членц,

3. Крrrтери}r оптиIаJtьвостх особшх управлен}rй

}1а представлениfi /lЭ/, /l4/ прирацениil Функционма rrorцo полу-
чить необходиrrце условия опт}rшальности в Форче квааишаксиryша ft] .

не останавливаясь на детеJrях вцвода этих условиil, переfiдеri сраэу Ie
к и8ученtirD особцх процессов.

Доllусгишrf, процесс ( uCl), a{lD с соответствуDпO{ri рецЕниеш фСll ,

t' Т , уравневrrя /6/ будеш счцтеть особцц, если cJдecTByeT EeTrycтoe
,r*'J"n"o VrС. U Х Ttr t на KoTopoI

Нrфсl), аd),u(l), t)= Нk/rl),zd),ц /), (o,/lc t| . /$/
Пв даrrного определения сле.ryет, что ва Еекоторlцх подшоtествах

дискретноf, ceTBI Т, и области управлецrя U особце IIЕюцессц то8-
дествевво удовrетворяDт и привцlry rrarcxrryIa (есди ов справедлrв ),
и пРЕнцпIý, цвеаиIакспrryIе.

/l3/

/ 14/

/16/
,(ts,*h)e Го

Дя
тг(t)
'ё, hва

Е >0
остаточнцfi член
воряет условиD

Дtалогичво скалеri, что

| п.l < сh2/z

|cl , вшаванtплft варrшtиеl /lO/ с CnC, , удовд€т-

lo l
i,Cl(ц

-bZ
Имеет место сле.ryDцЕя
Те орема ;. ''r"1" 

(Нhr/l,}rt)) _особшf,на Vr, опти_
rrа,rьняй ii,olt€cc . {h,t),!oCt ), / С Tu. - пороrленнше иш реценtiя урав-
HeHlli /6/, /?' Тогда при ;шбош l>P выполняется неравенство

+{,-!rr.!: ,|цr )о,!trсt)ц{сzhс/) , чhсl ), / l< е

для Есех , Г,l )n L;,;

лое
Д о к а а а т е л ь с ч в о. Предполоtиш протпвное: наfi.ryтся чrrс-
> 0 n точва ( 40е V€З тевlrе, 

"rо 
Дпf,Иь Дrrdlt 9 ) t .



к усrовшяу второго поDядtса

По Tol ае cxele обосвоЕaвается вторая

Т е о, р е r. а а. Цусть Еtполеiц условiя теореш I. Тогда
Dlolb особого оптrtlэдьвого процесса rleeт цесто ввревеЕство

I5

Тогда ug /lЗ/, учхтцвая /l5/, /16/, поrучаеI

\IfuЦ < - oh"/z +Eh,2/2 - 0,
что протrворечrт оптиl|алБЕостх управ, е,,па ah(l ), t С |. Теореrа
дока8ена.

n-?j*"oo{P,au{ 
+

* 2Ц Нr+ ц,fl; tuu/'|r/_llrrr"o"/lr_r* ,
лдr rшfirх ё>0, (o,t)rtri

Слелс тэ re I. Дя частвогосrучая поставI€пвоi sqдачI,
КОГДа 

{са,,il-lсl)о +l(a,l), ?са):с'.rl.э'С*
]rтвэр8дэЕIя Teopel I 12 справедлхвц прп ёQ, 02,Dc V" цО,D.Цl+tktr
соответствевво.

Деfiствrrтельво, в Jrсrовf,лк слелствrя uз /9/ uueel 2- О для
лэбцх доrryстrшх верпчпt Jrпревlевf,я. Полагая в lфрrryле /8/

ас/)- tl,tclr, r'uG)=д" uc/), i-tL , lrT ,
пршолrI к требуехоlry эакдчеЕиD.

4. Предельd перехол

Рассrrотриш соответстэJrшý,D /|/ - /3/ вепрершвцýrD ведаýt:
rrиBшr.rвxpo ""r, TGl. ) -Фа ( Jl)) в rлаqсе кýrсо_чно-непреFrвЕfi Jrправ-
лепrl uft)еU l свя8лFэг почтп BcDry ""ЪfS,S) с цусочно-глад-
Kltш{ траеrторшяI[ В( l ) ураэЕеЕlеI

dr/al - {( 
n, u ,l ), z(d ) - a" . /l7/

Огвосrrтедьво gцвкцrи 7 
" ."or""n"" f/ оставrч в clre пр€t-

вхе предпоrоtеЕIя. Оtrдшrrэ l(z,ц,l) Оудеr- сч!тать эдесь Еепр€рввоl
по совоцупвостr переIен..rЕ вв прохsведенrх EQ U ХТ BIecTe с про-
rsволцш lr, /". . Поскольlry речь дадее поiдет о необход,,шх ус-
rовlЕ оптшадьЕости, допоrнптедьво прелдоrоfl,tI, что оптиха.rьнцf, про-
цосе(ll(JJ r{tD Еепрерtrввоl эадаси суцествует. Дпя опредеrенЕостI

усlGБ].ся считать управлевхе Ц(/ ) аепреIжвнцr.tr справа.
0пределиш вдоль оптхIальвого процесса B€KTopHJrD п l&Tpillt{tв crc_

тешr л!ФФеревциальЕцх ураввевиl

i = -Н", фсtrl - -Фr(r{l)) ; /lB/



У - -,!{"- {;',l' - Нr, f(чl- -Qоi,r(trD, /lg/
и сlбоаначиу череа {r!),Vrt),trT , ш решения.

Объектешr псследования в этоu параграфе будут опти}tаrьнце про-

цессш, которце тоtдественно удовrетворяDт прIнциrту шаксиrryrrа Л.С.
Понтрягrна:

lсуrtt, ,G), 1,/,(t),ll = 
Нrусl), э(/),lr, / )

н8 некотором подl.ноIестве 7 декартове проиаведенпя i/ Х Т
Как и ренее, пара/ tl,btt),ZarёD будет оэначать оптшальнrrfi про.

цесс дхскретноfi эадачu /l/-iЗ/, отвечшцЕtй фшксирсваrrноlry h>O
При необхолrtцости ror булеш считать этот пt,оцесс эпЕ€деленншl на

всеч отреэке Т , продолrа, его с Т1, на Т по правилу

lth(o1 - 7ob(t), rfrrг) - r,L(l ), l<г< l+h, ёеТ" .

týlcTb ддя равностЕцх аппроксиrrациf, вепрерцвноfi аадечи вцполценц

сrе.ryDщ{е условпя:
I. При кqrlоI h> О

а) доr-ц-стиЕlе ограяиченияци /l/ - /2/ треекторци paBнor.epнo ог-
раниченц 2 ,(t)e Х, te |t.,( - коrrпактное подцноtество ЕО) i

6) оптшrал",-" прбо"сеа(Nlh(l), r\tD являDтся особшши ""I/p .

П. Прr h- 0
а) последовательвость IHoIecTB V1, 

"*олпr", 
* V в следпсцеI

сшсле: каковц бш нп Флп(l,ti О)е V io 
".д"""оrry 

/> О шоrно ук9_

;::Lr"' j"]li;]ll 
"::: ;т;}, |ч'j,i#:Ё'-"},Тr 

(.о" t ) е [/r,

б) равпошерво ве r пIeeT r.ecтo сходtIость

{ tэhtll, чhс l ), / ) 
- {rzсt), аd ), / ),

/nc}Ctl, lcll,r, -/",(с(ё),uсl), 
l), /<L<п ,

{rrr"'с|, аtсt), l>-{"zrrr(lJrd), l), /€t , ,i 4п

Дояснrш сшaсл сфорrrулшрсвацltýх условиl . Трбоваr:ие I 'а'' вцес-
те с предпоrоlенияIи коцпаЕтностц U I вепрерцв"о"r"/п гарантирует
суreствование TaKof, ограниченноfi постоянвоI К> 0 , не эависящей
от h , что приредlенхя доr\усlхчцх траекториf,, вц8валнце вариацияraи
/lO/, /II,/, удовлетворilуг условlrD

lд"zс/)l<Кh, /rT,t-12, /zo/9L

при лDбоr. ,Ъ > 0 .

}la условиЯ П 'б' прИ h-o вцтекееТ paggolepцg, "r Г сходи-

hc/ l (/)Yocll
IocTb

эL(l )*oct ), { *( (t ), _! /z1/

Iб Л.Т.Ацепков.Н.В.Тарасенко



Ц gс4Qвцяш опшliадьностх второго пQрЯдкq I?

!

последовательност!t ступенчатшх реrчевшf, диевретншх систеrr /I/, /6/,
/?/ к соответствушtrrш непрервrвпrrч рещешяr. уравнениf; /l?/, /18/ r/19/
1 сш. f5] ). Остальrrше условия испольэJrDтся HшIe лпя обоснования пре-
дельного переходе. СtrпдествевнJrD роль при этош играет следrnцlая.

| ле шше I. вдоль оптиr.альlýlх процессовO,tfu{ё),rLdD остаточ_

| нше члекr 2.,,0n_ Форшул приращения /lЗ/, /l4/ обладаrот Terr своfi-

l"r"o", чтоl-f,,l7'h2-0, i-lТ , прч h_P д.ля .lшбцх (\ilеU, Гъ.

Д о к аЪ а т е л ь с т в о. Гlусть i= |.. Ие /9/ согласно /lO/-
- /I2/ получееr.

L-h

h,- hlЭf,Ц,Э'!"О| + 0,) +

ё,- h
- Ё 

r?rr|lr,c'/.c!oo| 
+/t о'Фr 0l ) - 0.

По определениD остеточнцх членов 0,О1,02 и в силу оценкч /2О/
при ,алцх fo a h, ицеец

0ПАсlаd)l') < МЁ, ottl;cttD<Mh ,

Т|(lAcao)l') <мЁ, d rL,
И = M(h)-4 h*O.

.[алее, в силJr условия П 'б" ваfi.ryтся числа

JlflrCtl| -< /,, lrЪ, h'h,
3начшт, np" h<ttОП(4, hr) полуспr

|r- h

l < h 2 ticKt,*t)и +

hr'0, L, 0 такие, что

/22/

/2з/

Дя

и ков-
слелrD-

| |ct l-е+h
й-h

* Urfulr*flrrrl{,s+M/zllPt+Ёп -. Ёси ,

где постоя""л, С не вав,,сшт от 0, е и равве
g =|KL + l+h( К rпx7rtt{rl + И/z l/1 ( +- l,)

I[э неревенства /22/ и след/ет 5rтвэрдевхе леIш для i - |
i -- 2 докаэетельство аяалогпqво.

Поскольцу оцэЕrа тuпе /22/, /23/ слраэ€длива п Fм цстевте С прtr Dтоr. Taxre Ее эавксtт от {r 0 , то очевидно

щ€
1 Следс_твrе z.ДмлDбого ё>Q сучествует hrrO такое,

| *о l 2r;l< Ott/Z, i=|,tr , peвBolopвo поG,ilСUrТr. ip" h.hc .

| Огйда Еоrуqа€r.



I8 Л.Т.Ацепков.Н.В.Таоасенко

С л е д с т в и е 3. Прп цаJIцх 2 утверпдения теореш I и 2
вернц дJIя всех {O,t ) е V1o ч (Ql), (f,l+/v)e Vр соответственно.

Переf,леч теперь к форlryлировке основнцх, реsультетов атого па-

раграфа.
Т е о р е ш а 3. týсть peaнocтtlшe аппроксиt{ации Еепрерцвноl'т

Еедачи удовлетворяDт условияш I, П. Для оптиша.дьности особого на

И процессе ( lt(ё), r(l)) необходиllо, чтобц вдоль него }r соотв€т-
ствJrDцего рещепия {rtL lеТ,спстeш /l9/ вцполнялось неравенство

ц{rrсll,u(Ь,/)РG)dо{rх/),аd)./х0, (4t) с Г. /24/

Наrrетич основнше атепц докаэательствg. Доrryстич противное:
наJtдутся (t/2,e)€V , прч KoToplD(

лr{?аrО), ltr0), Ф|'tDД./(а(е),ilG)Рь"L>0. /25/
týrсть l - мелое полоцi4тельЕое число. На освовании условиfi I, П

и их следстэuit /2О/, /2l/ по вЕ{бранцоlry е> О шolto укеэать такие
fr2, €r4 и пару точек ({,t)С Vlr, llr-tёl<t,|t-P|<t, что будут спре_
ведIивц оцевки

l rlr/r сс а), ш(0), е )-Jо{аhс/), nohr/ ), /)l < [,

l lr р l-c|rc/ )ll < J ,

как только lt - Ol< i, h. 0 .

Полоrиц дrя :

{ =|'rФ, Pr-$ct>

. о[ -( дr/ tdu{b'r{ t УьХ dr/*ьо/Ь -
-( дr{ -,з"{tt' {оr1 +lo/? {-!ра./ +

* Аt{'!ъ(д,о/ - АоРl+ц/h'$,цt /27/
Испольэуя оцески /26/ r, отсDда получаеr. следrDщее соотношение дJIя
последцего слегеешого в правоil чgстп /z?/ э

Ц{'!ъА,,/h 
> d -5де

(цl)еVir, Jl-ll<f,, h.|, '""'
где А - поооrптельЕвя конставта, ограничиваDщая свер:ry норцц век-
торшlх шrоrителеfi при реsЕос."* ДJ -До{| !,Ро. В сил5l условшfi I,
П, постоянцlrю А uollo вrrбрать ToKt что она не булет sависеть от
ё, h,f, l . Bo""r"r. челое ёr> о и подбереrr по Hetry такое е> 0 ,
чтобц 1. а -ЭАС . тек как (akt), аrС/)) _ оптDtцаJtьшrf, особцfi
процесс дискретноf, эедачи, то по теореlrе I и следствl,tэ 3 для аадев-

и предстевuч /?5/ в впде

/26/



вто

ного, 
'/ 

прх мад{х h.<q,< d лолrно вцполняться перавенство
,З"{h!|Ц{П< ё, дr" 

""Ъ* 
r 4tlCLo , а это противоречпт /?8/ прl

t <(oL - Е.| ) / 5А . Теореша докаsава.
По аналогии с предлдrщей доказшвается
Те орема 4. týстьвыполЕенцусловия I, Пилебеговаме-

ра мнопест"" l/ оrп"чна от нудя. Тогда вдоль особого оптимального
процесса непрерывноГt задачи спр8ведливо неравенство

2 lo {t :rc/l, х/( t ). / L{rl l ц /сz 
(/ l, u d l, / ) +

+ 
+2 4h/а ), rсl ), ud ), / ),!f{( rс/ ), ас/), / ) < 0 /2g/

для всех ({,l)e {/

0тметим, что условие /29/ с точностью до мноIителя 2 совпадает
с условиеш опти!rальности Р.Габасова fO] . Критериft /24/ ранее не
бшл иэвестен. 0н интересеп тем, что в условиях I, П вшполЕяется lt в
иаолировавных точках вшроадения управления, валри[iер, в точках пере-
клDчения. Проиллюстрируем это на примере

i, : Хr, ir: -r|, //(0)- rz(о)=Q г- Lq2f , l ul < |,

Ф{ сr, С, ) =) t Q. здес ь управление нrD=Sgп r /-./ ) 0</ -< 2, удовлетво_
ряет принципу шаксиrryма. Условие /24/ " тбч*е перешDчения /-|
приниr.ает противоречивцй вид: l ГаtU)-tSJ'П q I Ol<y'', следователь-
но, расс!.атривае!rое управление неоптимально. Этот вшвод подтверrда-
ется и непосредственвоlt lrроверкой.

Пос,гупилв В РеД.-иэд.отдел
I5 сентября 1976 г.
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