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Ряд практическriх ва]ш( эадач рааш9щения, стандартиэыlии u

увrrфикыlшlс loftlo сфорlryлпровать сrgдrDцЕ{I обраэош. Нgf,ти
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Дпя решения eToft эадачи в общвш сJýrчае( бэз дополlrтельнrхк ограни-
чениf, ва lrетрпцу ( С;; ) тппе свяэЕостп Iлп квавшвшqrкrое?tt) при-
r.еняDпся раэлшчяце {одrФпвщlrп I€тода BeTBel и гранпц f l-Э1 .&фек-
T}tBHocTb подобЕш Iетодов сJrцэственпо э9висхт ог слщости построе_
вlя цrпяеf, оцевкш эпачеЕия цвл€воl lфакuпu /|/.

Одrу пв тешtх Еt{Еих оцэЕов да€т рещевпе вадечи /l/-/5/. Но на

щггr пспоrьэованпя ддя этоi цсIr сIшt etsс-Iотоде,воавrкает слеýlD_
lЕэ эатр!,rlеЕпэ.

ОбОВВачrц чер€э ft -|OOПL+П' #П часао огравпченпi /z/_/а/.ив_
ввство, tlтo для спIпд€кс-Iэтоде нgобхолпщ паl|ять пор"д*" ff' ячеек,
пОsтоrý, реЕеппе sадаtrп /L/-/5/ даlе при сравнrтельЕо небольцшlх эна_
чеЕпеZ rll п П в вастоящее вреrrя практпчески EeBoBшoIro.

Нлrе дошавнвается одrо cBolcTBo бависшдх raатриц цногогранЕика

/Z/-/5/ , поэволящее построшть алгоритr. реш€Еrя вадачи /l/-/5/, яg-
лящrlся шодrфгскацuеl спшrлекс-I€толв, для rогорого необходrrrа па-
Iять DорядЕа lYI яqээк.

Определевие баэисноl шатрrrш даяо в tl] . В /l/-/B/ и в даль-
поlrпеш i-i7, j-П.
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i] матрице огран!4че!iиi\ /Z/-/4/ Hor;ep стэлбца определяется п9-

рой индексов (t,s) . Введем одноиндекснуЕ, нумерацию стэлбt;о=

определив соответствие мехдl новцш Horiepoм столбца t и пароrl, viH-

Jrексов (Lrs) , следrDциш обраэоrr:
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lIгде /, ,. . , *n"| , lr= (,.osz. l/, .. ,Z.пп| ,

2trzп +4, .,Zrтrп+*У /, - {Zrrzn+rz+| ,Zrm.п+п)\

Теперь введем сбоаначения для шHoIecTB столбцов rrатрицц огра-

ричений /2/-/4/|
pQ - \есеlU, tr| , f, = N 2,r,4 ,

где р(( ) t- п столбец чатриtlц ограничениll.
liатрицу, соответствуDцýrD Heкoтoporry бавису систеriц /?/-/5/, оОо-

значиц череs $ . Черео РС обо8начхш подIноtество Столбцовrпри-
надлеtащее xнolec'By Р? n входящее в шатрпцу D .

Такиrr образоri,
g=( Р', F', Р, Fr ).

сделаеу эамену переr.енншх:

Ц'- *;r, '!С lr,, ti = fr,, tc l,
ti =!,!, |clr, {i-u!, !cl,

Вектор Iерешеннцх обозначиш череэ l=G| l: t', lе),rд" t?=C € )-
,|- я группа п9решенвшх , _ 8-:П . iJектор_6аэисншх переriеннцх

обоэначиш череа Л-( f', Р, Г' ,' Г' ) l где 19 - 
"pyn"a 

баэисншх



переменIlых, соотБ€тствуюiiих riнolecтBy баэисншх столбцов Й', q=П.
Теперь сrrстепу ограничениft /2/-/5/, cooTBeTcTByDEryD итерации сичп-
лекс_метода, шо8но запriсать в виде

з| =!, /s/
где j - ""*rор 

правшх частеfi /Z/-/4/.
Введеш новую нуцерецш) строк lrатриllц /Z/-/4/, определив соот-

ветствие чеJiд/ Hoшtrt ноцерош строки К и пароl пндексов ( i ,J ) ,

следrnщ{ш обреэош:

K=j, К€t1 ,

К -Пi+'/,
)---L+1

*€ц ,к-,|
I ]

K -rfun-+lL+t,

rL , п.

к€ц
/9/

,
[=К-(rflru*1),

/,..,п,l, .{=t п+./, ..., rLп + п

rrа.rъ +r1, + |, , , rtarL +,o1 + п| ,

ц
ц

з
{

t

}где

Будеш считать, что строки l,t стобщ* цетриlп{ О респолоrенц в

порядке воэрастания Horaepoв.

иногда в дальнеiшеrr, когда нушrо булет укаsать эавпсttuость let_
цу (i. l ) ч t u,лч К (плп наоборот), следrDпýlD uе /?/r/9/, будеч

n"""r"l i(0), jil), i(K), )(к) lшп tttrц) ! lri при t z 2псп) ,

K(i,j) (K(i') при kr\, K(i) ' n?" к€rr) .

Структура Iатриtп. ограниченип /z/-/4/ определяет раабиение строк

баэисвоit шатрицц е не сrед/DпЕ{е IHotecTBa строк (всплу да.rlьше 9(K,l
означает К -п строку lrатрицц Ь ),

g/={.frK) /кеt,| i

f ={SrK >/Рск-п)сD', Pr-nrK-D/4 РQfrтz+iв)хtr, ксЦ);

9 -{ýrKlZ PrK -alPf, Рrtпп+*-а€ ?,РOпr21;7аllс tr, ке.||;

.t' - 
{ýcKlu 

PrK -а/ 7, Р/птэ7х-22с ?, PO,tTl +iGD/F, ^FЦl;

t'- 
{Srкlz 

Рt к - 711r- Р', Рlrпп +к -п)е /, к с Щ\ ;

Sб -{SскуРr к - d/V, frпttz+к -пlr'Р1'2rrап+е?кDе|, *€4l ;
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gl= |Sю l pR- ц еп', r<mп +к,п) ё F| rtzпп+ LBY F| к е fr};

5в=|StЮlР(zrпП+ LB))e F', P(2mn+ntL(Kl)e Fl, ке ?lcrJ;

Sg =lSrKlLp (2mп + LR)) е Р1 р(2mп+ пt+ irкDё Р', Ке Jti ;

sю=|$юl р (2пп+ iRDЁ F', p(Z^n + п + irKl)e F\ к е Jer} ,

0пределиц еще несколько raнolecтB:

Jr={L,lрOё F', LC) = Ltj. ,

Jy=ti, |$rKl с 5|, LK) = L,l , ?= ф ,

Jn=Jr\ (Jc, UJgVJ,),

7q,=tj, lSBle 39, jtKl= j,l, ?=F,
S"=SluSqvýýчStuS'o,

ýi, ={S lЮ l ýlк1< gz, iB) = ir1 ,

Sj,=ISю lStкl е 52, jlKl = j,} ,

Sf,={sюlS@e S| jrKl= j,J,

5i,={ý tKl | 5R) с ý,| tcrl = L,l,

Fi,= |р0 l р0 е FП, Ltet = L,l ,

Fj, = {р0 l рс) е pi jtcl = j,J ,

S'ts' ={ýtKllSBl с S,, jtюе 7с},

F'Býl={HelIpOeFi р(пп+ llе -р2, ее L.,J .
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Число але!rентов в шHotecTB"* Р? " Sa будеш обоаначеть
И .f7 СООТВеТСТВеННО, Т.е.

Pt=lF'l ,9=F, lr=lS'| ,.=t7.

р,

л е l ш а I. Еслш SKrlc S| SKz) С S' а к,* К2
то j(K,) f jB) .

До к 9 з ат е л ь с т в о. IýrcTb JB) =j<Кrl,тогде
РG,,,п)- Р( mпtк,- лъ) = Р (Кz,п) - Р ( mп + Kz- п) l

что противоречит определен}rD цатрllцl! В . Дадиш дпугуD Форlryли-
poвtcy лешш I.

ý 2. Некотоще cBoicTBa шатрич В u в'

cJщecTByeT ве более одного l та_Лешша l'.Мя каrлого j
кого, что

PGtc,il1 1 Pl S teti,il + п) с ýý.

Следствие. týlП.
Следствие срвау вштекает из леrrlд I'. 1
Переставиrr строки шатричrr В , принадJtеtадц,t" 0 S' , так,

чтобц строки SШi е S' такие, что j{Kr,l С 7z\ 7гr'fr&ол-"сь вщб
строк S(кд' е ý' теких, что jG) е }s ,

Воэьшеrr j, Jrx ?, ll эаllениI строку ý (r) rвтршця В стро-
Kof,

Н Цl = s а' 7rk r, "*' /ю/

Сделав оту sаIенудJlя всвх je7rx |е , приведеll l.атрицу В к
впд/

8
)

ОВ'rО
* в; B'q

В чатрице Б строки 5rКt е S'U S'U ,99 содераат по одlоцу Е€ну-
Л€Воlý, 0леIэнту.

Прэобревоваппе (*) . Прообраэу€I llатрпцу В . Для отого вцч€рк-
BeI в неfi строки ýrKl е S'u ý'u ý9 и столбцц Р0 , содор8эшше

вецудевц€ элgl€втц атих строк1 тоео столбtпrr лля когорtsх LG)eX"uX7uJg.
В реэультето придеI к Iатрхц€

в ( )

0вr0
В2 Bl Вч

/ll/

п



л

u

3аметиll, что число вшчеркнутцх строк равно числу вшчеркнутшх

столбцсв " " цатлой вцчеркнутой строке ровно один элешент не равен
нулю. Следовательно, матрица В квадратная и неособенная.

Л е м м а ?. В матрице В1 число строк и столбцов равно П-3s
rTb - (3в + зs + зQ) соответственно.

/l2/
9=|

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что число строк шатри-

lц! В', ревно П - 5s . Преобрааование /IO/, пр91rелаЕяое дIя всех
j ' 7r\ 7л , преобрааует группу столбцов -Р: шатрицш В в

один столбЕц riатрицш g, .. Таких столбцов в шатрице В, бцло бш

ровно йL , но преобрааоваЕие (Х) ушеньrлает число столбцов liатрицл
В', На 56 + 59 * !ю , так как l1ll = tno

Л е м rr а 3. Матрица В, кведратнея.

До к а а а т е л ь с т в о. Дя riатрицц В ишееш
t

z, р|

10

L s,,
7,=l

ьЕее,
Pr+Pz= Sz+5э+5ц+25е +3л l /rc/
Fr" F" = 2!в+ Sg + 5rо

3arreTиrr, что
3о = fo /l4/

r -Рr*F,r=!t+ш l /т5/
теккек 3з+5с+3п=fа
Подставив /lЭ/, /l4/ u /l5/ g /lZ/, поJцучшr.

m+5s - п+3ь+ 5g + 5п.
Такtлц обрааош, dLП В, = Пlt Х ttln, где

ю r= fu - (!ь + 3g + !п) = f|- 3, < mi"п|m,пI .

}tT леrrrщ З п АЦ/ следуеГ

| ЛеIша 4.!iатрица В, iеособеннея.
Опшпец процесс решевшя c}rcтelдI /8/. tlacTb переr.евнцх 

"pynrпr 
t3

/Т.е. lt r... , l* /, в сплу опрвделеЕхя rпotecтB S., S r, Sr,
внч!rсляется по форrrулаш:

tс=О,ееLз\tl , ., l
Z== r!--,:;:::"!ir,'Y;,':" ",J " ",J

где Тr=|еlРruс-р'I
Остальнце коIпонентц группц переIеннцх 1l

В, L{Joу = 6,,,

п6/

дqgЬ рвшевие систеl.ц

/17/
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где Jo=J, \ (J6,, хс u Jh), L0) =(L), Le 7о,

6'=Gj) , je 7r\ J, ,

-Z(Zв"*Zбк
JR) з1 1tк)e J2 LBlc 7с

- Д 6*)
ialc 7s

бj= Bi /IB/

fuчисление переменншх групrшr t' проведеш в два щега.
на первом шаге нжодим аначения перешеннцх, соответствJrDЕих

столбцам
IpLle|pte,llpa)eF', S{K(Lrc),jte,D) е ý:uýJ .

На втором rцаге переr.еннше, ваlденlше на первоra rцеге, подста-
BlI в уравнения систеш. /8/, еоответствJrDпп{е 

".ро*.r, 
J' . В Kar_

дое Taroe уравнение, Е сDtлу леrrмш I, шоrет войтr не более одноf, пе-
perreHвolt сооrветствJrDщеfi стоrбчу

po e {e c)l pite ) e'p'l S (K ( ctc), j rс,п) е SýI .

Этиrr ааверлеется определенr4е перешенньD( групtЕl t' , так- как
E=3z+3g*3l.

Переценнrrе групп L2, u Lц легко вцчисляDгся пЕ /3/, /4/.
Дltя одного ив способов определения столбца, вводиlого Е8 rrт€_

рации сишплекс-rетода в бааис, необходиIо рещхть систецу

B'Z=tl /lg/
где В' - транспонированная r.атрхце В ,

Z - вектор двоfiственншх переIеЕнш(,

Y - вектор коэ<фициентов целевоfi r}ункцrrrr ,/I/,
cooтBeтcтByDllиx базису. Строки ýrкl и столбщr Р0 rатришr В
стали соответственно столбцаши и строкашr rатриrщ ВТ

Мелогично вектору Е , введец вектор Z = (2') r гд€ Z'
группа

S, ,,

Переrrеннше групIш Z'' вшраrаDтся череs переrrеннце группr Z'
Форlдlлоft n" - yr-ZL, cetelprc)eF"I .Zс - 0е Ect Lc|Llrlal sr J /zo/

Вшчеркнеш в riатрице В' строки PCl е F',,5ý) и столбцш

$rKl с 5' ,. а Ta*fe строки PtCl с F'Бs) и столбцц StQes'rs6r..
Так кек в каrдоfi вцчеркнутоlt строке по одlоlry ненулевоlry алецевту и

lS"' = lFL u F'l, lS'$g)l = |F',Б')l , то получится квадретнея,
неособенная rrатрица 8l

Отметиш, что перешеннше, cooTBeTcTByDEDle столбцам S(K)e Snu S'(SJr,
вцчисляDтся в силу_ определения строк F", рv " Р' бs)

В rrатрице В' остенется ft- 3s столбцов 5(Klc ý'r S'(S9.,
т,е. П - 3t coo'"e'c'ByDщtx перешеннцх группц Z'



Оставшлеся переrrеннце группц Z& "rр"эr" череs остаыциеся пе-

решеннце группц Z' и подставиI в урввнения, соответствуDцЕ{е стро-
Kar. PtU е F| шатриl${ В' , но только мя LGl€ !11 ,

В реэультате придеrп к систеuе

B5Z0,)=t', /zl/
где Вs - соОтветствJrDщая tiатрица, причеш нетрудно 8аIетить, что

Bs = в| , Z(x,,) =(Zi), Lc J7 , |'=(li), Le 7n
и }| вшчисляlпся по форrryле

li= fb* Z {ь

Ё|!,-r'-r'
Такиrr обраэоrr, определенш все переlrеннце групrч Z'
Осталось вцчислить переченнше групп Zб п Z9 . Но в строку

P<el е PJ "аrричь, В " с ненулевцш коэффчrциентоц t oteт входпть
не более одноfi переrrенноil групп Zб ч Z9 , "no 

поэволяет опр€де-
лить и ати переlrеннце.

Испольвование полученнrrх своПств бевисноfi Iатришr Iногогранпи_
ка /2/-/5/ поаволяет построить шодшФикациэ сишлекс_алгоритllа, для
которого объеш необходиrrоft пашти равен С1 mП ячеек и трудоеr.кость
вцполнения одноfi итерации равна Суmfu алеr.ентарнцх опреациfi, где

Ct u Съ -константц.
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