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о прш![ЕЕиliости !(ЕToIIA покоордиЕдтЕOIю спускА
к ЕЕкоторыll зАдАчАll вшпуклого цЕлочислЕнноп) пюгрАл[шировАпия
Е. И. Глебов

Известно [,Т - З], qто решенио векоторЕх задач вшп}клого щ€-
лоttисленного програrllшрования Uохет бшть получено посредствоч
алгорштше тппе покоординетвого спуске. В настояцей реботе про-
долrRе€тся псследоваt пе возшоrностП псполъзовавия текого елгорrт-
ше для реценпя эедач пэ болеэ rцирокого, по сревненпЕ с рассIет-
РПВаВШПIИСЯ РаВеО, КЛаССа. Полученнше ДОСТаТОЧНШе УСЛОВВЯ РеЗ-
РеШишости пРедстевляют собой обобцение соответствуDцlгrс реэульте-
товизГZrЗ].

I. Рессшотриi класс задач вцпуклого целоtlrслонЕого програI_
чrрования спешrющего эuдез 

fLtrZt'rJО,r*r', /r/

"о". |;Y,l l- в}lпJжлше вверх функцпtt целочпсленного аргуIентаi
А--{"а') - rП 

'(rЪ - Iетрпца с неотрпцетелъншllп цепоtl!rслен-
ншцп элеlrентеIп 2.,.' !

Р - *о""о"о? u,lo*""r"o целоqпслеRншх тоqек G , лоIац9о
в полоIительноц ортвнте и содерrецсо начало координат.

Нашей целью является псследование разрешишостп эалачп /I/
посредствоI алгорt{тIа покоординатного спуске ( ПС) . Согласно
этоllу аrlгоритrrу процесс вшqпслонrй неqпнается с тоqкп 0 .fuлu
после некоторого числа шагов raш llрпtцлп к тоqке еСР, то следJr-
ющий шаг состоит в п9реходе (еслп это воэlохво)к такоЙ точке т'
яз Р, *оrорая получеется добавлениеI единrtцц к одпой из коцпо-
нент вектора 3 ri переход к которой прпводпт к напболъшеIу уве-
личению целевой фJrнкции. В спучае сJrцествования несколъкrх то-
qек текого типа вчбирается любея }rз н!пк. Ввилу Koнerlнocтп шно-

IocTBa Р 
"no, процесс закоЕчштся в некоторой точке Ес Р.

Бупеr иэучать вопрос; для *"** ,{ 
" 

Р алгоритI ПС приво-

дит к тоске Е , явпяюцейся решенt{еу эал,асп /Т/?
Используешше обозначенпя :

а, 7, 1,6r ", - BeKTOPll с целоYсленншUш коцпонентаllп, резllерность
которшх булет впдна пз контекста;
Z-lТ - еслш соотЕетствуюцпе коIпонентш векторов а 

" 7 удов-
петворях}т HepaBeHcTBaI nj< 7i ;



о rотолэ спгска . 5з_

t

ЕO,r) -{у/о7у<а|; 0.-с0,. ..,0, r,0,...,О},
Е@,П=а/аil| еР)" - "rJr""r"3 допустЕIшх напревлэнrrй в тоq-

во & отвосrтgльно Iвоrес?эа F z

'rИ-ЧееР/ftg, 
Pl - бl - IHor€cTBo цекспIельвьrх TotlбK

IBorocTBe r i
,rъ

а-\-/ э., !Оо'.",=!:{:";: 

')', 

текой, о"о*ч\;

/rо|, :' 5 r,;jaya; ); 1!Ь:/,,*r,,- /c,l i'
а; - (оrr, air", , .. , ай,) i а/- (о.!., orl ,. . ., Q*/).

Дополвптельнч€ ограЕпчоЕrя не А, Р,
Т) Е0, 17 С, Р прп zСР о

2) 8;€Р, j:f,2,...,п.
З) rЁтрпца А не содорrпт нулеЕrDс строк п столбцов.
3 а ч е tI е н п эо По алгорптrrу Пс пэроход пэ тоqкп gер

*О""*О*/ 
ft;Т:,ZЖ{i?!аl) !Fr::Y:lor/i Б 

Е(а, Р ) п

Прrэодпrая пrI9 TeopэIe устанавлпваaт достеточнrtэ условrя раэрэ-
шпIостl задаtr, /Т/ посаэлствоI алгорптrа ПС.

Т э о р е ll е Т. fuлп А 
" 

Р обладапт своfiстваrrп:
(ф) дпF всякого вектора Ь> О

в HGKoTopof, гппэрплоскостп впда J соrъаl,
(1В) П в€ктор r-(/, .. . ,,/ ) отпосптэльно внутренниI
Beкropol KoHJrce' пороIдовпого вGктораuп а;, i-4' .'. , fl,
то елгорIтr ПС дает рGшGппс эалесп /Т/.

ПрgдварrтепьЕо докаIеI сл9шrюцое Jrтверхдонпе.
Лешrq r. Еслr 4 lР обладаютсвоfiстроrСа.l:ZСР,

fL fL

у , а , fr.э ,. ,Э у, , то црп пекотороI j е Еtа, Ol

дrtя каIдого L , /< i< rЪ r текогоr tlTo а,.r> 4 r пIо€т Iзс_
то норавэвс!во a;,r € а;(7 - f/l . "/

Д о к F а а т э л ь с т в о щ)оведеI от rцютrэЕого. lýrcTb
для каI:дого jC Е(g., Р) суцэствJrэт l , такоэ, rl3o ati> 4
I Оig> аiФ- f;), илп, дрJrгпIш словеr.ш1 для лпвоtо j еОЕ(=, Р)
IЯОIЭСТЭО

1у b{l/*i;> ,| " aia + ai.- 4 > а$}
пэпJrсrоо Далоg полоtll

{ r, еслп i d If ) Iц)п !сех 1е ECa,Pl ,

J. l*0 1 *r:,
l fr:ф'' - В цротпЕноI слJrT ееi



Е. И. Гпебов,4

Q, : пtаа(а, z+а, -4 , о;! )_ .

Очевидно , фi)/,О8;>6t 1i-f,i,,...,)," "эо 
'6iCBa,,..,6*) 

векторн
. п ! nin""onJr.T IHoIecTBau Р(Д; ll 

"О0!;Ь.оответств€н_но. Кроме того, Ф является lаксиlrельной тоqкой чЕоIестве
РН; 6 ) . в сачош деле, для любого jcE(a,P) прп ic Xgl
ишееш а;ir+^ф ):QiЕ*ай>-аrz+аi: ?l?+?r;>-a;y i 1,
т.€l а;(с+4-rr4. следоваlельно, r+ф,УРrА; бl"rоя люйоr ) €
€ E(Z.'P), uoro означеет шаксишальностъ тоцкп с " PU; h.
Неконец, Iохно утверrдать, что Е€ О lP , посколькJr в протпвноI
слуqее 7еР(А;0) " ""*rор 

trО, булучп rlакспIельнвll в P{A;6l ,
не uог бш ицетъ, в с}rлу свойства 1а,) , шGньшJrD суччу коIпонеЕт,
чеI вектор f . Оtнопенпв!€аrlв своп'оqередьrоэначает, qто

вектор 7 ише€т, по крайнеfi шере, одну отрицательную кошпонев-
ту.

Текиш обраэоtr, в раIках рессIетрпваеIого црбдполоrения наIи

устеновлено суц€ствованпе троек Еекторов 1ФrИr 0) со слблf,ющп-

чр свойств "у, 6)-О , *е rтzаz|а77| i бl) , 7"с О(А ; bl l Р ,

F"!л?"1"Г:l3*троек такого типа вцб9рgц ту, в которой век-
tор t ишеет IаксиIельную сушшу коuпон€нт. Чтобц не звгроllоI-
дать обозначенпй, будеш сqптать, что текоfi тройкой является
<r,!, Ь),

Ввбереrr отрпцетельн;lт кошпояентJ/ вектора И, Иi1 О , п рас-
сIотриц в9кторш /.'= !t{i , О-6+А4; . НетруЙо"i-"дет", tlтo
lr,, е Р(Д; Ь'), 2У'4 6'О", о так Kait увеппqаRпб па едшнпцJr отрп-

цательной кошповентш вектора Ц не вшводит за предепш Uнохссt-
ва Q , то q'€о(l; а). ср"дi Iексп,lальнцх эло..ентов lfнoxoc'Ba
PrA; a't {r!ry.rrrэлеr.евт а' , чаторпруецпй фо , t...-Ь !;
по'€rtzаzСРG;8)J. для,2l " 3' допrно "ппоriЙ"r""я 

нGревgн?

стэоrа'> r/' , В caror деле, Еслп бш бшло.необоpоt, fe'< IY',
то в слуqаоt7'еР это протпвороqило бш своЙётву (ф), е в слуtlаa

tr/Р - вшоJру троilкпlr.rуaе>.Полагая тспсрь а!-а'-ао , rш 6;r-

i". ,."ть е" еРа;Ь п |а'=|а'-/>f7'-/-fv> Га .- Получэнное
HepaBeвcтBofo'>Ia протпвореqпт своЙству (ф) дпя А п Р ,что
и доказцваст леIrJr.

Д ол_а э а т € л ь с т э о т е о р з ц ч. Полоrпl r=
-,по-{{rа;а27zrР\ и доопр€д€пп" бу"*о"" У; для o'pt-

цательRшх энlченпй аргJrIента так, чтобш онп оставалlсь вогнутш-
Iп п rц)п любош цслоI отршцатэльsоч ! вшполнялось HcpaDeпcтBo

{cll<kor-E{f', i:|,2, ...,й,
пустьО-/", Jr l,...,а| . ,cq-E- последов8тельность то_

1
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О rэтодс покооDдпнатного спуска _ 

''
чек из Р , nonyoaer.цx в процессе приIGненIЕ алгоритr.е ПС к за-
даче /!/ . оцевuдно,-fФТ=НЧ+/ ,{rat-|l</caDl ,с-42,.. . , ? .

Чтобш показать, qтo Е 
"вляется решенпеrl задаЕr /Т/, достЕточно

.цокезать неравенстве

{(у) -l::uПЭП le?, r? = т -1 Q,

" |/r-,l при 7 rа 
" I? > х

послgдвее IoIHo осуществять llотодоll цатешатпqеской rнлукцпи по
Ьq/,,,. r где r=0 ,

НаqальвшL "sr'(g =О) . Пустъ qС а ч IЦ= / . Рассчотриr

"nn"@i.'T"* d^* ie г7О,.то пз свойства
(Р) следJrет, qто порохденншй вектореrп/1, L=|..,rй, KoH;rc лш-
бо целпкоrr n"rn, " 

ГУ , либо рассекается гцперппоскостью ГУ на

две непJrс,тше частп. В первоtl слуqее чш будеr пцетъ аr.7=О,rра
эсъх i=42 r... rtz u,l слодовательноrр.

/ryl = Jlсчл, : Э'{(о):/со,)
Во ,BToporr случае нейдется teкTop а. такоil, чtо аr3<О , п

следовательно, nL

{,yl - Э tEyt< {*с+у)+2 /!** /r-"l.

ИндJrктпзнuft rлаt (О4 *У ) . пусть /€ а ",Гц:гg6"rо,Возшотен один из 
""у- ""у"""* T)O+4<oq , !rit>a. -

случай r. týсть оr+а:*, + 11. , rieso С Er*, Р)'l
q.{с*l : rпа*tлj/с-Ч/iZ ЕrэЧ Рr}'о.

По доказенной леrrrеr при 
""*о"огJч7 

СЕССС,Р) дп, кеrдого l ,та-
кого, чtо a;;)-,l, uлеет I€сто 

""р""""*"r" 
о цrkа;rЕ-f).спепове-

тельно, Дiftacl>- ц{rу-l;l, Кроuе ,о"о,_Гfv-lrl:r,"у-l, Р п,
по предполохеЕпю 

"{iЙu"r{, {rE- ф l </rz_F) ." т',i", оорJаой /rgl :
{ у Jl l +q { r7 - $ l < {с 

сt lil, frzФ < {сzС l+л*{сЕl - {dtfl l .

Случай 2. Прпrеняя в этоц случае лсцшу r к TocKar 4 
" 7 ,

получа9!., что rц)п HeKoToporr7_ €Е(а,Р)gуееt Iесто нэравеЕство
q./rZ)>.Дlо{'у- ф; >, по"r{i"ь"улi/(аха _tо, пспопьэуя такrе
предполохение инлуiчши, будеч 

"""r'{ /rVl = /rV - ф; l + ls; {rfl) <
< f(O) . Teopeua докеэене.

2. Дельвей!rие рессцотренпя будут посвященш пссл€дованию ус-
ловий ба-) u(P) теореrш I в Toll слуqас, когда IHoxecTBa Р.ло"-
ются систеrrачш лпнейнцх огранисений слецупцего впда:

пs|з 1 /;, i- rТЪ74,

>О, j-'/,2,.
r?Z,,а,.g,

аd
/?.,

/з/
j-r

'r'
ft



icS; а>0

Ш. Гпебов

целоспспенншй

tле ali- целшо ""orn"u"Jn""l]"li;"/,=#;;.' 
'О ' /Ц/

Oto"".u"u по-проIн€llу череэ А расшпренвJrю llетрпцу (разшер-
ности fr Х rЪ ) , первше rfl строк которой обраэ;rют цетриIry, входя-
щуlо в форчулировку эадачи /Т/ , а последнио fu- rП. стр9к - l|атрп-
чу коэффпчиентов ловьпк qастей огранпчениfr /2/,

Дополнителъцо вв9деI слешпOцие обоэначенпя:
t, -|42,.,.,к|, к-12,... .,

A(S) - шатрице, попучеrнея пэ .4 после удаленшя всех
строк, ноlrера кот(

о!вy{i,Э:iЦ:;:i ,r' 
SС7П i

где iC1, " 
L-(Ll,t2,.,,,b;- цропэвольпufi fu - Еектор с н9от-

, f!-/,
z>о

}
004; Ъ

7/l -
z/Aaуц

аd целочисленнцй
целоqисленвшIп коrlпонентаIп

целоqисленншй l ГДе
}6=С6r,,.., ЬDо ,

; вь{0ý .с/ Orj nj. ё, , )

свойствоц (&) . еслu
recTвa 0U ; е ) Iц)пведлеrет некоторой гиперплоскости 

""оgfzЪСоU/rбl.Это равносилъно точу, что tlатрицеА(l) ш шнохество Р r збд8н-
ное огранпченияllи /2/-/Ц/, JrдовлетворяDт условпю(d) теорешш r
прп проиэвольншх значеншях правшх састей ограниqениfr /2/,

3 а ll е q а н tt е. Пслп А обладаэт свойствоч (d), то лю-
бея ее подIатрица А(ý) i не содерхащая нулевrгх стопбцовrтакr€
обледает свойствоr G-).

О п р е д е л е Е п о 2. !ilатршчу А6) будеч "а"ц"ет" 
/ -

покрцтпеrr (чноrества .7*), еслп U|Аr'/ i еS|- 1о. кроче то-
го| еслп послб удалэния пз нее пюбой строкп она перестаот бшть

/ - оо*рпrпеч, то булеш ее незшват" ,уп"*о"пд l - no*p"T""l.
Про lатрrrцу Дrsl булоч просто говорrть, tlтo ова является (ту-
пиковшI) покрштпеI, еслп не будет особой необходиrrостп екцентп-
ровать вниllанпе на вектор9 t . rу те сеllур тЕрl!пнопогпm шш бу-
деf приll€нять t по отношению к ll'oxec'BJu ý , фr"ур"руюцвllу в
определенпп Iетрпцш A(S)

Л в rr r а 2. !lетрича Д обllедеет свойствоrr (о1) тогда п

только тогда, когде этиш свойствоr обледаот любая во подlfвтрп-
ц" z4(ý), являюlцаяся тупиковшll покрштпе,..

Булеш говорить, что rrатрпца z4 обладеет
прп любош 6>0 "." цексишальнuе точкп шHo-

Д о к а з е т е л ъ с т в о. Пусть кехдое тупиковое покрн-
tпв д(ý) ооладеет свсйствоч /о(). Посредствоц C"Cll обозначиr
эначgнпе константц в Jравненпи гиперплоскости fi-ОПl/(6), со-
дерхецей шаксхшель:tце тоqки IноIества Оrd;0) . Пос*оп"уу
O0;e)C.Og(A;l). м^ любого покрштЕя S , тоfа<гrztпРrСбl/S-
тупиковое по*эпr"") для всех точок С пз OG;bl. Гýrсть



О цата покоо,Dпппа?по сlтгска 5?
a

ý

ао - uаксичапьвея тоqка IHorBcTBe 0А;Ыа/-е-lч. Тоtла ,|
является Е -покрцтп€I п векоторое его подl.ноrество Jo булэт
тупtlковшI l - по*рr"шеr. !ругпrlп словаIп, gо встъ IакспIеrьная
тоqке чнохества 0gr(A; 6) 

1 ", сл€довательно,f4-{6У-rтzrЩqr6.t/
/ S - тJrпшковоэ fо*э"""") .С 5rчэточ продцдrщого аЬrечавшяrпсI-
ша 2 полностью дэказенао

l л е ш I а 3. l!атрппа А обледаэт сьоilстэоч (d) тогде п

l 
только тогде, когда для лпбого цолоtlпсленноtоf, -вэктораr#4

rIееТ 
ЦеСТО 

{zct/z<t!+ lо |/oi " 
ll + / .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Еjобходпrость. llустъ 3€Z ,
Z <{, где g - АУ, fУ : / . пр"д", аэпч ! в Епдэ ц-*,:-ii
tле r5-О, d>О, f,Й'- ГС'+/, п попоrш lLr4.z'+l | тогда
будец пnетъ tta'<0 , ,|eJ.rIЦ<r!a'+/ -- ё ., l,_поGкопь_
ку{о' € Го', допrно,суцсствовать- 7 текоо, "ror|(r$ta|-rfu$1Следователъно.- d € t

Достатоqностъ. Гýсть l>-O , а')О ,tО)О ,fа'-fz'-/ п
,!а'$, ,1@ полоrпч E=.i'-.Z', g':А9 r оrц)одслпI EoI_

понентш воктора / ооср"л"r"i" р""""сrэф-hИаСQа;У), ;€Ь,
Так кgх !€t . ч 21/ , то, по условпD, нtйлстся "i""p j ,
такой, что aJ< t . тогде ACa+4):Aa'ydlAa'|/< { |

и, следовет€льпо, / обладает свойЪтвош Gц . Лсшrе докаааве.

l Т э о р е ч а 2. Для Iатрпцш А , облелапцоfi сэоllстэоl(6l,),
I y"noB"" (F ) экэпrелентно следJrюцglу услоэsэz (/) для лрбого "l

| 'rh . сJrцоствуот туппковое покрштlс 
' 

, SC.?^ r со-
lлерrещее l, .

Д О к а э а т е п ь с т ь o.Q2)+(p) . ПродполоIit, qто
.условпе (F) нG вшпопняотся, т.е. вектор ./ нэ rц)f,надлсrrт оt-
восптельноfr ввутрэпвостп конуса, пороrдсвного вэктораIп q, ,

i е ta . в TeKoI слуtrаэ долrен сJrцествоВаТЬ ВСКТОР И, t ДЛа

которого f!о: О , АТ.1 О ча;.?.ёО rт)п некотоэо:."i.Сft .

Прп этоll ,в Ъплу целочпслеRностп элеrlентов IатрпцDt А :,екторrlо
llorEo сqитать TaKIe целоqrсленншш.

П5rсть J - тупиковое покрштпе, содерrац€е Д, . Легко Bl-
деть, qто дпя любого вакторе l , :Фп *о"оFо" .f является тупr-
коЕш. / - no*pn're., Ешеьт Iесто Hepa'e'c'B"+<rynairt€S .

Следовательво, средш цепочпсленншх вэктороэ рессIетýrвеейого вш-

да найдется Еектор l' , у ко"орого суuIа коIпонент с воIере,lп ,а
S rIэот Iаксшцальное энаqgнпе п ,t|>rrZ*ааg, tФч i/S

Др;rгrrп слов8шп, найдстся воктор L r црй котороц .f ,"n"crc,
(туппковшr) l'- локрштrgl, а для лпбого целоtlхслонвоао вок-

l

тора L такого, сrо l>t'
сJrществуoт l - покрштпf,.

ЗareTrrr т€перь, что

" ti> li "рп 
HeKoTopor l €J lHC

/ - по*р"rвэ суцествуст тогда , !оль-
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ко тогда, когда u'otec'Bo { itЫ < 
' 
} пусто.

Учштшвая свойство (фr" , npr."i,r" * ,4 леIr.у 3, прп d=l"
булеш пIеть {ZCZ/ 

Х <t"|: О ,'r.". н€равенство'А74,1Ъ но вш_

полняется нп прп Kaкoll цопоqисленноl векторе ! , для/которого
IE:'/ . отсюда, в qествостп, следуетi qто IЕоIество ] l/al <

<Z"-trу"} пг.rо. Тогда wп l=i"-Ат. r ГД€ /)-t" ","l;7li,.'
долrкно суц€ствоватъ l - покрr,тие, что противореqпт вшОЪру /'.

(р) + (l) . П;iсть Lo не входит ни в какое т}ппково€ по-
крытпе. РассчБтриш столбgц с ночегоч 7) . r для которого a;i) 0,
п опр9делшу fu - вектор dt ,.у?п?"i lb: О , ti--ацu'пр"
i # Lo . Если бн чнохеrство|.j/d < l l бшло пусто, то, во-пер-

вцх, сJrцсствовапп бш ё - о'6*рптоя ш, во-вторшх, любое t- по-
крштпе, а знечпт, п пюбос туппковос Ё - по*рштше, содерIало
аu i, .,Поскольку это не так, то существует f; текое, uroj#)
а ahlt . Еспи теперь опредепить rа-вектЁр / , полоппь

цjr:-| , ?ir_:'l ,п $,:0 прп j *ii,J, , ,Ё буд", пIеть
rT-0, Ау:d2-а!< 0 " цт--&111 U . послодне€ оэ-
Betlaeт, qто условпо (Р) не вшполняется. Теореша доказане.

Прпшенпш полуqенвце результатш к (OrI) - чатрицаш. В этоrr
слуrIа9 прп рессIотренпп l- покрь,тrй чопrrо огранпqпться толъ-
ко 0 - покрштпяIи, т.е. покрцтияllв, соотв€тствJrrоцпIп вектору
f :0 r тек как пюбое / _ по*рr.ше будет О- покрштиеu.

Пусть .9 - ,"*оrорое тупиксЕое покрштие. Еслп А облада-
ет свойствоr bL) , "о 

A(S) долrБа также обладать этrrш своfi-
ствоц. Очавилво1 2 Ori' '| прп любоr jrJ* .

Предполохи", Н ZOo'( npn 
""*о"опоr7"С{,. 

ч ацj,=: аЦ, : 4 r гдс Lr,l|c 5, L47Ъ Ь _ . Иэ опрелелепшя тупико-
вого покршт}tя следует, qто лпбоrу iCS Iоrно сопоставить, вооб-
*" "o::n;, r:оiчrо":ечно, 

такое / € 7* , что 4ii - 'l u а"1 : 0
прп. К€d 't' l . Пчстъ l, п t- соответств]rют в атош ёrшсле

Ц " t2 |,.u. a;,n1,,! onjrT|, ,] аф=-Ваijr:У. опре-

i .].Ц* "f; Н:::- %J 
" 
I]" 7Ёl 3 { i,, Ir3 7' ",",!l".:"!"-*Д6) леIшу З, чш полуqаеI , что долI9н сJrцествоветь столбец

uатрицш А(ý) i все элешентш которого не больше нупя. Посколь-
ку такпх столбцов " д(S) нет, то для любого iel* долхво
пчетъ r.ec'o равенство ДОч -'| . d

1 _ лПолучв_н{ое соотношёнпе ознечаот, что спстсIа подIноrеств

|4{"'/ i € S ) есть раэбиение цнохества 1* 
"^нспGрссекеDцп-

,

a

еся
еспп

праведливо и обратное ут
А{q/ te s - реэбпенпе raнor(ecтBe

вяlrдевие, в пченно:
Jfu , ТО ШеТРПЦа

с

}
обладает свойствош Gl-) .А

Текич образоr, учптшвая леIrу 2 и теореrу 2, прtrходиI к



a

следуюцеIJr утвсрlдепппз(ОrI) - шатрице z4 обладает сЕойствош
(ф) , а ео подr.атрица A(7rfu) удовлетворяет прп этоц Jrсловчп (Р)
тогда п только тогда, когда всякос тJrппково€ покрштше U|."/tCSl7,
SC t, , является разбпенпеrr и каrдое IHoxocTBo Д!О'r'iеХ*',

входпт в HeKoToIlQe раэбпонпс прп SC, t*.

с

л
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