
илд

тотш попохиш

к

О ЗДIАЧЕ КОШМИВОfiiiЕРА IТРИ НДIИЧИИ ЗАIIРЕIIОВ
д. И.Сердюков

прч |/4i|:s1

j- L+l (йп).
, 4<i<П , задаtlа /I/ совпедеет с клосспч€с-

кой задеqей кошцивояхера ш, следователъно, rrрu k=lL относптся
,( числу полиноlrпнельно полншх (ппu ilP -полвцх) rrробпеу /I/.
При k:,l зедаqа /I/ трпьuельна в тоu сшцсле, что пскоIое отоб-
раIение определяется либо однознеqноrлибо эадаqе нерезрешr,tша.

3еrrетпч Taкre, что еслш rц)и некотороц k-kl эадаtIе /I/ яэляет-
ся l/P -полной проблечой, то она остеется таковой ,rpn 

"..*k>kr,
возникает вопрос: цри KaKoI нашIеньltеrt l ."д"п" /|/ ъсе еце
остаотся NР -поп"ой проблешой?

В настояцей реботе установлено, qто rц)п k=2 ведеча /I/
является lYP -полной проблешой. Вшесте с этпlt хзуqается верх-
няя оценке Iоцности шнохестве J для разл}tчншх наборов подllно-

хеств ХСХ , /(r< Щ , II9ч k=2 . оказшвается, что для

"почтt{ всех" наборов Х'С)( , |l'l<2 , 4*,<i<rъ , обладаюцrх
свойствоч {+Ф , llоцность rrнoтecтBa { ". превшшает /Z .(Еа.
сашоI доле легко усгеновить, tlтo для "поqти всохп ваборов хtх,
1r'l.-<2 , /-( L-lfu l ..Еохэство fr ny""o и для проверк}r вшполне-

нпя этого свойства кахдой конкретной эадаrlи требуется 0(ml"пе-
r.ентарншх операчий.)

все тершинш, относяци€ся к теории графов и используешше в

настояцей работе, Iorнo найти в i2/.

ý I. оценке шоrцностr u"or""r"" / тrрп k=2

Х:Х*. Рассrrотрич двудольншй

ý

týrстъ зедан r1. -вершинншй неориентпровенншй 1ориэвтltров8Е-
ный) граф ь( хr11.) , ребраш (дугаr.) которого прtписенн весе
d,п,tl, где drооl -в€ц€ственнfiе полоiительнше чпсла. пусть такrе

задана спсте,.а подцнохест" ,{'g ,Y , ll'l< t , ,t<iirъ rдля
некоторого 

"rr;prn""o"o 
k , 4<k<П . Обозначrrl qерез { n"o-

хество взаицно-однqзнаtrнъпк отобрахеншП "а X;{|z2,!, ..,rЪ\ э Х
такrcк, что {rtl е ХО , ,l-< i<П. , для_ люоого ' |'{- . зiдаqе
состопт в вшборе текого отобрехенп" {rС{ , для которого

d,(,) : 2 a,l,ci,,{"(j)) - ffdс{l, /т/

t

Для 8раф

ребера--( х, х
прос

,Е) с paBHшI}t доляшп вершин Х и raЕоrествоц

a



о заЕачс коrlшивояrеDа 8I

D=|rrr/ie Xi } . ,"чч"пш, что r.ехду шноrестваI" { п W
iмножестЪо-совершеннцх паросочетанпй в грай€ 6)"ушесrr}€т взаич-
цо-одноэначное соответствие. Действительно, всякочу элеч9Ету

|"rо, йчц, . , йоL.|'W ,,оIно сопостав}rть эле,.ент lrT ,|СjЕi ,
4<l<lL , и наоборот. Булеr црсдполагатъ в дальнейшеч, что'l#f,

Введеrr необходиDrше понятrя.
Ребро tl.r,c'Ц, наэовец особшI , аслп d;. принадлехпт любоltJz

соверцrенночу Нrро"очетанпю в граФе Г. ПоuДоенной верплtвой бу-
деш называть любуЕ вершинд в граФа е , шнцRдентнJrп особошу реб-
ру. Под блокоrr в графэ С будеш понпrrеть опок, оггределенншfi в

fЗ, ".aI] , которшй содерrкит не ценее двл ребер. 3ечетпш, ttтo
в кахдоц ФIоке графа С степень пюбой BepErиHH равне двучrпнаqс

V= Ф . В силу вышескеэанного, кахдый блок ишеет ровно две IEK-
сичальных паросоqетенияrll любое паросоqетаняе tleW uоrно раэбитъ
на особые ребра и шаксиrrальнше паросочетанпя в бпоках. 0братно,
любой набор r.аксимальнцх паросоtlетаниЙ (по одЕошу пз каrдого бло-
ка ) п цноr(естЕо особшх рефр в совокупности обреззпот совер!еl-
ное паросоqетание в графе б .. Такиш образош, любое совершенпое
паросоqетанпе UJСW полностью определяется совокупностьD IaKCI-
шальных паросочетаний (по одвоцу иэ каrдого бпока) , п наоборот.
Итак, Harr}r докааана

| л е ,, ш " ;:' Wl=|Wl:2Ф{Gl, +(а) - число блоков

'" 
"'1",-: цривестп прпцер графа Г с чпслоll олокоэq(Е)=Гt7

г-lL1 tLгле [JJ - целая qасть ttпспе ; . Однако loxнo покезеть, ltтo

дп" 'Ъir" всех" грефов Г 
"ор.i.оливо 

неравенство Ф(6)<1,40fl,п
Испольэуя этот реэулът8т, для реш9Еия эедеqш /Т/ Йпk:2 y,orllo

построитъ алгорптrr, основанный на пероборе всех элоIGнтоD IBo-
жества 1J?' r трудооцкость которого jпочтп всегде" 0UL2) опораtlпfr

_о п р е д е л е н и е r!аф с незовеI"хорошиr! еслп

q(E)-<,l,'! 0П.П , и "пл9]сшl"-в противноll случае.
Обоэвачич через Йо шноIество xopg{lпx 

"о^Ео", 
fr* -IHo-

хество плохих графов. Полохиц 2Lo:Й*Ullo. I..о*лr.ц след}ющр те-
оrrеЕу.

тэорешаI. lЙ|/Wr*l;Ф4 /2/

Д о к а з е т е п ь с т в о. РассlrотрпI слзrчайr5m подста-
новк.у { , вчбир8ецую равновероятвшr образоI пз Srp . rlусть f (а)

- число циклов в подотаяовке с . известно Г9, с.2ф1 , -чЁ9 ша-

тенатиqеское о"илавие Plp 9лучайной велпчпнц f РаВво Э.t ,
;irt'

а дисп9рси о 9€ n""""' Э # . Обознаqшrr чореэ D, IHo-
тество подстаноDок ud J* с чtlслоl| циклов, ве провосrодяцrrl
4rllпrъ . тогда, согла€но неревенству Чебшrеве f5rc.89] ,

справедливо соотнощенпез

f



bl д.и еDпl,ков

lý, l/ ls*l;_;,| /? /

Теперь пусть S; - Iноr(€ство подстаноRоr( пэ ý, , ," солеD:.а:.:их
цикпсв единичноI длины. Используя принц}rп вкr-iгчен!{я и i.скл..rчения

t4, ".6+], получаем, 
i=rъ

l Sol S)l : l 
orU"S:'| 

:rЭl S:'| ,,?,.*lS:, П q,o,1 +
nl,r!**

+ z ls!' Пs!'П#,|-. .=п! -сzочп-2l!+
i<L, j, к<о
L+j ,'L+K ,J fK

l

+ С|. со- зt! - ,

" f; 
* {! :zlr*! :/э|Sоl 

,

где St' - MHo)recTBo подстановок из So l соп€рrацlих l.,,i]it{],'lil.:;r

ЦИКл С элеt енто!. i , 1< i-< rЪ . Илп, что то те сашое,

l Sol ,- l/з|S*l . /ц/

Далее, учитывая /'о/,/Ц/, полуtlаеr. t

>.'t - гgт 4,

где ý;: S;Пý" .
IIоставиl,t в соответствие произвольной подстеновк " J 

е S) , !-1fu ,
ilнo)iecтBo двудолъных грейов Иоtа)С.Иru следуюцЕI обраэош. Вы-

лелпш произвольные а-| ребер в качестве особшх. Непочеченные
верши:.ы {j,lr,,, .,jO|---l" первой долп резобьеrr не {(,J) бпоков,
где l(J}-- чпсло цпклов в подстановко J , Taк}lll образоl, что-
бы вершины с ноr.ера""{Jцrль, , jrn}, 2<t,<X , принадлехали
одноuу блоку в то., и только тоI случае, когда эле,,евтш (L,lrL2,

,.rLц_л, d) сосrа"пяют цшкл в подстаЕовке 4 . ъ этоI слуqае по-
требуеш, чтобш для любоЙ парц верши" jb, jlrrl сJrществовала
сшехная с нпIп верtrина данного блока l|з второи доли графе J-<P-<X,

llnrr: jи,: |I"e, Kpoшe особьrх ребер п блоков, в гра'',ах из
клессе UЧLaС' допускаются и другпе ребре, пнцидентнше вшде-
лонншu вершпнеlr первой доли, с теш услоЭиеш, чтобш они не приво-
дили к обреэовенпю новых блоков и с?еп€нь пюбой вершинш первой

доли ве превосходипа д . Тогда колиqество разлпqнцх гэа"iов

, /.-<rL r вшрехается пDи пошощп сле-0Lo(5, , 5с
,вух
Si

i>/э; 1-lI
lSi, r S7 |

lS;l
э|SL,ýЬl
-тят-

a]S,,r ýлl>4-s;l rL-ф

иэ класса
ДУЮЩеГО СООТНОШеНИi 

*"r'll :0L* h h.rn,'Ll , /6/
где €rU) - количество цпклов длинш 2 в подстеновке С , а фувк-
ция ЁtП,аl зависит только от rL ч | . Пустъ 4=С4,Сr,.. ,Сасil
подстановttе из чноrкества Еа , представленная " .n,-"-un*no" С;,

)



о эалаqе коццивояхеDе ,ta
l

,'! <i<CИ) ) и Эi - произвольный цикл подстановкп б , содерrа-
щий не шенее ,р"* Jn"u"HToB, 4<j<€G) . ПреобразуеI подстановку
4 ьlа:

4t= C,tC2 . . . Cj_,| Cj'l'j*o .., .5rо> /?/
путеl, зашены цикла Cj на обратншй. В этоr слуqае полстеновка d4

порохдает то rе сацое rrнoxecтBo графов иэ классов ()Lry , uTo поп-
становка d . Такиш образочr для пюбых двJгх полстановок С; u 4,

из S; , L*rЪ, порохдаешше и..п ll'oxec'Ba греФов n" *n^"." И)
совпалаютr если одну подстановку цохно получить из лругой пу"еш
пришенения нескольких преобразований вида /?/, u не п9ресgкаются

- в противноu спJrqае. Зашетrrш Ta*xer что ИоСýР[l()Latаr>=ф,,".пп
4|€9е| , 4rrýi, , 0r+l, . С учетош вышесказанного иuе€I:

lП"|r rЪ&r: т/*.h.(п,!l >/

,- Z týi l . с!#, рсо,сl>о"!,цАs;' r: # h{п,а),/в/
2<0<п О 

*
lйl < ,=o,#*rýi l,c! hh{п,!), /9/

"о. ýi= Silýj , g,tNrtg7 - целая часть qrrсла ,l,|NПsЪ . теперь,
полегея ,l ( П) -u,|EЯftu|fi|{a;f учитшвая /5/ ,/s/ ,/g,/, попучаоr

rпе ф(п)_0.дапее '"?!!"'п:.l"'il"r""" I следует ". ,::)'.' п.-Ф
Теореша докеэаЕе.

ý 2. слохностъ рещения исходной эадаси

Рассчgтриш rП -эерuпнныfr, (rTL=20), неорпентировенншй граФ
H^={X^'QY с шЕохествош верцtин Х^=|4,2,З,. ,rr"| и IноIестэоч
р"."р 'h4ilo , iiii:i ir^, 7< )У. ,,""r" кехдоllу рьору ir; с а
приписан э-ее- !>;, , где fri - вецественнше qисле. ТребуетСя в

грadrg Н, выrcпflтъ шаксиrrальную клику с шинпшалъвшI весоlr.Сфор-

мулпрованную задачу назовеч зедачей /И . Справедлпва сле&yюцея
jl е ч ц а 2. l:одаqЕ .* - поп""оцинально полнея rтроблеша.

Л о к а з а т о л ь с т в о. }iэвестно /Т/, что задаqа отшс-

кания шаксиrrальной кликп в граfiе относится к чпслу полиноllпнель-

но полншх проблеI. Рассчотрпtl l - ""рr"rншй 
неориентированншй

Еr= {Хr, Го)

i1 :

{

граф . Пзrсть ребраш графа Н* пр"ппсанш вееа

(ф, еспп 4<i, j<l, аi,/Ц,
{ tл, еслч.!<i,-j<l, friсФ,
L f'- " противном слуqае. О

/п/



В_этош случ8о, как нетрудно эашетить, клt{ка "oa"o"rn 
/ в граfiе

Нrп ОПТПllаЛЬНа ТОГДа И ТОЛЬКО ТОГДа, КОГДа ШНОХеСТВО ВХОДЯЩ!ПК

в нее верrпин, ноЕера котярь,х не rц)евосходят l , оВразует шаксп-
r.альнуrc кликJr в графе tл2 . Текиш обраэош, для нехохдения нак-
СпшальноЙ клики э ryайе ý2 достаточно зна?ь оптишальное реще-

"пе ""даu" 
lL в графе Нr* , веса ребер которого удовлетворяют

/Тr/. Леrrша 2 доказава.
Отшетпш, что вшшеприведеннше рассJrхдения прп доказатепьстве

лешцш 2 справедливш и в слуqае, когда ребраr графа Н* 
'I"nna""uвеса:

^ [ r, если ,l,<!, j < (, Цri/,Р,,!r,: lOr, если 4<L, j-<e, аirе'U, /т2/
о 

[ 
E.- в противноl, спучае,

l

f

Докахец следующ]rю теорешу.

l Теороха 2. Задаqа /Т/rФu k=2 -полинонпнапьнопол-
ная проблема.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Теореrу будеч докеэшветь лля
орt{ентпрованного спучая (ориентировеннцх граФов), поскольку
орпентированннй случай легко сводится к неорпент!rровенношу пу-
Terr зашенш кахдой вершинш треlrя воршинаши fIJи зедениеш соответ-
ствуюшей систешш подriнохестэ X'r,tll<5n. ,

Построttч полншй l, -вершинншй Сrt = 2С}) ориентирован.-
ншй граф 0 = d,И) с мнохествош вершин X*1,1 )/,l< i<l-,l,|<l<Ч
Перенушеруоll вершины грайа С нетJrральныllп чtlслеши от r до

rъ =lХl--Zй при поFощи отобрахения { , Х -Ц :

I z;* (i -,t)q -2 ),o,t <i<j < е,

t{i,j): l О u 
,_:_О,_.| _t /I3/

Ii,cL-ll+z1-1, t< j<i--<l -,l.
взаицно-однозначвое. систоха под-
2 , 1<i{|L , зядается следуюциll

обраэ оц:

,

Заrrетиш, что отобрахение J
чнотеств XLC,X ,lXi|o=

"4rp,t), 

(l., be Xf t =

ой дуге

|r,ь,
Рцrе,l,

9(р,Ь, t =
а гэефа а
L,, <Lr<l, кr= t

р+4 
(пФd.(l-D|.

"". d,OОЪ '
/тц/

Припишеш кахл

dVк,,Ц),{кr,L2J=|

0L€
,|< |, Kn* 4 -L, ,

4 -< Ll 1ц<а,Кr=tп, Kr=t"(rtaa!,e4),

P^'n,b

Pt+c,

+а,
t+! , 4 4 L, 1 Lrlt, к 

r-,| = 
Lr(rпocl e-D, Kl=Lz ( d е4 ),

,I ( Ц < Ь<е, К2- 1 
=l,ktl-аоL 

lч ), к,+.| - Lr, / Т97

0 - ъ остальвшх слуЕеях

в граФе н*.tле fi, -
обозваtич

ребра to,.CL

"" t ""&""""о ' 
в граФе Н*

вес
чер клик llощности

Мехду ""о"""r""rо JE у ЛбГКО УСТаНОВИТЬ ВЗаИЦНО-ОДНО3НаЧ-

ное соответствие. Действительно| учитшвая /IЦ/, кахдой кликg
m



д
ЕершиrrЕ

lцразпI

грефэ
вес ребра

вл графел

Ф;:еФ
'Pl.L

1

ке8ательство.Рессш ОТРПI ДВЭ ПРОНЗВОЛЬНЦ€

7,bn|c,K н* Пусть Р <l.. }lспольэуа /Т5/,

ь
чсроэ вес соответствуlопой пугl в

/т8/
ла.

J Фоо

I:,,; - #;|,Б'itriij*;,{"ZЁ,u,,,;:| ;

|,о,rr, - фЧ,РlУРr,?[еслп ip- р, ic-nl *0,
?pr/.,ore'df(*, Р,g,Сl7,еслп [, = р +l, iq._- | *l,

где фц=q hп-ооL t-| ), рlёр +4 hаоdеЧ ).

слеловетgльно,

ltКl= {frF*jbo=
._ о,Ъ!Е{q l,{c; +.t )7 . пg t
l 4tr'4, ь

s'=0Gtъоd2)
Делээ, па /IO/, /16/ l /IЗ/ полwпч
dVj ), |rJ,,l7=O , ja 

= 
jH rrпd-п) прп

ИЛ" Уq'ТuЭаЯ /I9/ ' jrк l: ot(l .

лоrше доказала.
Таквr_ образоrr, эвая оптttlельное решапfе задечп /Т/ трч k=2

в грефэ а , лэгко постропть оптпIальвоэ решенtс "ло"о".} "гpeilв t/, Цпо.rлтоtrЕо воспольаоваться /16/) . Далео GпрвЕедлп-
вость теорсIrl 2 следует па лglшш 2.

В эаrtппсэнЕе автор вшреIаэт благодарпость Н.}l.Глебову эа

цеппчо совотш trрп веппсанпп работш.
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