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слоIвшЕ IIPollEccы и доегАвOчвцЕ услов}tя
отЕоситЕ,ьЕоЙ оптиl!.лльвоgги
А.Г.Qlлов, П.В.Распва ( }lpByTcK)

Рассrвтрпвается класс вепроршвншх п дпскрgтншх JrправляаIIх
процессо! с ЕаraсЁяDцейся во вреIэнп резцорпостьD ЕэктороD соq!о-
iЕпя i JrпIrавлэнчя лrбо вэпрершвншх rц)оцсссов, опltсчваоIIх }paD-
псЕпяIi с р9арIввllIп превшIп qастяIш.

YкeaarrHuc особэнвостп хоро!о оппсцваDтся с поIоlьD попrтr,
слоIнцх процессов ЕI] , которое позволпло полJrrrrть эффекtпвнrэ
достаtоввýэ услоьrя fI, 2| 6] r алгорптrш ЕЗ] оптlllааtцr Еа
освоlс павэglttт доствтоtlвш 5rсловril В.Ф.шlотова E5J дrtя нэпро-
ршDЕIх r ,дIвтрlrlвtl цrоцсссов.

Цэль девноf, работr - полученхо достаточнчI усло!пfi oTBocrr-
тсльного IrHrIyIB для твкого класс8 эадаq.

Iфэдэерптельно прхвсд€I Екратце IIеюцrеся реоультатш по

слоItlII процэссаI, на которшо дал9е бупеr опIра?ься.

ý I. СлоrнЕэ процоссц tl достаточншс уеловlя оптнIальностr

.IýcTb пIоэтся laorrqcTbo ./И- с алэIбнтап Z=(Г z(/)), гдG

Т--1ёо, ёrt /, ., , Jr| - под-"rоr"ство натJrрельного ряпа,ёr< ё*,

ёrТ,",zё/lе Xocl2 Гiq ,|Cll - ааданноо прх каrдоI t':ао-
Iocrвo пэбой пргродrli f - Ь"дс"вая со!окJrпвость Iвоrэс?, Т .

Iфш лэбшх нетJп)ельвllх ён , t* rr прбж '(/н), 
z(ё^ ),

в(ё") ' цG),;!-)7!"(2',:r#, у?ц;: ф!вrцrонал

3еданu подllноI€ст ag Лл_ z

Z, :1rТ zdD; z(t)€ Ха4,
гдо )( Cl l - заланвос прu каrдоI ё подIRоIсство ХоС /l i
Хс tlc,{ocl),

/Иr: {сГ .ctll: G11, l",zr/s, цф)е 4
гда Г- 

""оa""оо 
raнolocTro,

Д" : {с|, ,zc/>l: zс/tDе l/(/,.zсёD|,
гдэ |(ё..rG) _ ааденноа прr кеrдоI патуральпоз ё S € поД-

."оr."r"-о' l.(l + l l z V(|.zсф)С ц/! Р .,, Iноrосtrо9
ccTD поI,сссrl€нlэ JZJ1, Ц, Ц , 2 -,QЩl! Г_\,И1 : TJ.,

Двлос, пусть IIэотся полIсоtэс"ьо / r / (ClltEK€ ' ,/r,ако,,
,rTo дrЕi эеох ёсТr, ,ССl)е ХСё)заланI IвоIэства Г-Ра,СД -

l
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о.греаок чпсловоil oarl 4.6о Г-{qr,tц+ |..,,"*|- подЕоI!Еltс
Еатур!цьЕо_г.о ряда, J - залавва, оо!окущосtъ saorс,ctg Г i
Еог4"2-оr;rlдово ц)осrраяст!о с trclcHrall 74 . _ВэсдаJ

Iвоrэстlо Л; l?=_Еуr2:'чG)q*ёрсё2ц t€ ?|,

{S:ff!',Е{:;:Йu;,i:У";'ё)ЩЁf}F,сН,l,
lдс ГСd аСё2>_ - эалаrво} Iiolccaro,' 

Ц : {сЦ чсrl. чо+оё t -|,zt42 4 /оrr) /т/

'ltбо
& :{rО 

/(€)),: #, f,фссl2 а yca>J , /2/

ýСlчG) qчсгDgГ*ti'Ч ý-4 ia .

Для lccт ёеTi .rСl>е,[Сtl ЕIполпя.тсl
сс/*/) = 9С|цЦ гr, F., ?(Е2 з/(?к)).

Класс па9 (Еr?), g€4 Fс5 обоаваlш totDc, 9 l сгодlс-
IеЕтI будэr пaaIDe?D olollrlr ЕроluDаqaш. !ýll llolэcrlo .Ц
опрсдолсво D Dlдс /2/,;о цроцa6о iеrовэI дlo]po7ro-BaвI1оplDilr
Гт]. ьш ляо'iсаtло "ll, оЕt.дслсiо Е !lлс /T/2to ц)оцссс ваао-
EcI слоIвII дlоrрсrЕIr Е2] . Dолl rBorcoTBo 5 ia aattom ot
ССёl , то 65rлэr Е.эшвать проц€ооI шоrоrтавпrrr fЭ]t .
. Сзарrтоi аrлаtra о цоtсЕэ lrЕtlrаrруцэl послодо!аlaлDlсо!п

{+,ý }С Э, на коtороil ZСе",F"l_.оpфr о- 
_Вrодсr Е расоrоц)эвIэ цюIэDолDЕIе Ф5вЙп УСёr.zСёЦ

Fёr-rа ', 
'/(r) 

r поотроrI о Е пoIollDD ол.луDllэ rопоtрtlз-
цri j

Pcd .zсёl, zэс1): с7(ё+/,*сёs>9сё,ас/,l) ёс ПГ1 ё* ,

?rl' :-.!#frr, Рсё' zсё2 .</))'

uсёХУ(dаСа) *l
6 cs ) = Frу х 7 Q, z(ё* )l 7 (ёr, .z сё;л- 2 7l. сё l,

rT? - !"z/ бс7) 2

- {/, -rr!iЕ,, с (ё*)е tсt*|,
?rёасtl4?стl,аасD)--i(ёасе2х+stатl>f (6цЦq7а2

.о- Q опD.tсrеЕоrуо!о.lсI /2/l s

?G,-ё1, 4 vcalalcabflcl цl2,q 7cTll.tlleф{| dё)г,rKtD,

,о", Q оЕрсд.л.во 5lслоrrсr /r/i

а



Слоlпrа пDоrtaGG l дооrалоqвцс тслоDш 4I

.р(ё,l) - {/q ?С|zсl2 € grTT>, и2(g)) .

а(ё)е Х(ё)
,rСt)€f(t -аё),q !сф
хсае/r|dё2,)

F t lя двуrс laplaнToэ IHoIecTEa ,,/ll2 опрсдв-

а

,

Frl,асt2v): - 7/ё+|, gr|zrё)/)) + 7(ё, .z(il) t
?к-4

+ Frl, atl trк, r/(4)- ftё qlt гн, 7ч))-?,Еа, а,
?2,

FС|,zrl2/л=-с7ё+/gс/,Ыlfлl+уr/,zс4>+F4gl),t^,/Ф?-
гк

- FG с(а r, v(aD - I rora г)dt,

/l.cD= ап/r Fcl?a2/l, lс Г ,

ie fГlfu
Г":{i7 :чс|rлс ?(4-сё), €r2 gG/?е/r4,.сtl ф|.
!ооD с Ie I. Дла tого чтобш послGдоDат"п"rо"п"{$,$}

бrла шшшзrрJuэil, доотarо,rЕо су!эст!оэаir, ,а;Е фувкfir'?(ёrсСё)) , FСlg(ё) 4/G) i что вппоrЕяDтся сладу-
Dllo J7сло!tя!

I . Р(ё, .z"сls, ,zпё+ D 1,acl2 lс Т lТlt ;

z . ?Сl зсёz 4 зсг2 x6(40)*Fcdcl ппбо

Frрй ", Fij ."cij q v"ct2 ff?Ьz.гз ёе т';

".ЪFrц+(Ь,Е+ -rас/) /с f з

+ . 6(7r)-rTz .

Аваяогrlво Фтпцrr
лясrс, Фrвiцlя

'5а

'8В, 
г) ,

,н
+

f
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Т - бсуl - 2 P(/,.zc/), "{(/))+i rual t" ёётlп ёк ;^ ё;' ,n

+ 2_!Fсцсс/2i) -fацzсё2 4 чсt2аrоdr+fксleT' тн iн
rйd.

отспде спедуо", tlTo .Г>rrъ . Вшполвенве 5rсловпй Teopoln
оаначаеt, ""о r(4,ýr)+tn , т.6. последовsтелъность t"r,4}
IшнпrцзпруDцiя о

ý 2. Достатоtlнце условllя относитепьного IиниIуlrе
споrкЕт процоссов

ПредполоrиI, tlтo Т r фrrксировевчr l(lЕЕ] 
""о""сrr"V(/,, а сё) п SC| zC/), t, grcT)) ааданч пqраIотриqоскt s

гG, zc/>l- /с1 z(a D, !(l, Ьсl2 4 чсоь/rlзсQQчсг) У),
эдв U п TY - эаДбнНЦо подllноrестЕв €вклrдовцх простренств
EZ " Е* с элечентаL ъld) ,<(г)соответств"*о, пI€Dшo

Евутрепнпе тоqкпi /rl,zCl2 zlС/)), /r/,zсёЭ, Г, ?сТ]l/,rc))- в9ктор-
ф;rнкчпп /+ rтъ + о п z*rz(l)*,(lrTz _116paI€HBrrX сооrветствоНЕо о

Булеl прэдполагеtь, что функцпп l /, Е F,7 таковчr qто спра-
вэдrпЕч всо впrбслешпOцпе оперецпl.

rryсt2ЕdZ v-СГ) - эпеI€нтll ""*D, fur)соотвэтственпо
ос2 бсгl- 

"Ъч""п" 
D " Б прI ааданншХ г г) r ЦРИЧеI

хIооtсП по краilнеf, lope пО одноIJr зяаqсвпD 7/(ё) ao<r(D) 1СОО'!_
ветствJrшlеrу эначонПяу Е(ё*/Z 7сг+У) , а плевао:z2{ё)"7сt>,
которче являDтся внJrтроннпIr тоqкаIп IHorocTB а, w . поепсл-
вое прэдполоr€нпс относшт9льпо элеI€нте, acl(T) необходичо лrlъ
для слоtншк дпскротЕшх процоссов.

Обоэнаqпr чер9а Её подIноrество кл8ссе D r удоало?!о-
ряDц€о дополнитальншI усповпяI

lе(Ь-а(фR ё, |v(1 аdzD-?GЕG2фl<€, €)о.
Булецговорпть, qто ФJrнкцп o"an -Г достпrаэ? на слоIЕоI Iц)о-

цоссо (Z, Е l о?носптвльвого IпнrIJrllа на 2 , ослп

-ГСZ,Еl : ц$сз,?l.
El о""о"r"ии Ешшеуказанной ?i"or."" достаточнцIr условцяIl

относiтального IЕнпIуIе являкугся
а) лля олохвчх лпскротнцх процвссов:

dP: Р d6:4 аЬО dF= О, /э/
d2Р< о, dz6>4 d'?< 4 d.F> о ; /4/

6) дле дпскротuо-непрср}tвнвх процоссов:



a

0лопrl лъоцооr r доотrтоrпrо ралоrrl 03

ёР-0, d0-Q dbО, dE-7, lY
d'В<ц dr>0, d'ko, ёF>о, lBl

гдс

FСt, осt2 й !ct) : Jup *?rа,z(t),г,,|(t), 
,cr(t) .

Paocroцlrr ковкрэтвчil DIд этtI 5rслоrlil дп, аалаtlt оо oto-
бодвrr праDII вовцоI, ,!.со воtда ,z(t)оФrкGц)оDецо, lЭ(ё)е{.

"' ?;; :ё; :|?:;? ;"-;;:;;; i;;; ё., ъ у' са1

ЗаI.тlI, qто l коiоц)у;цllr оц)адслсввчо !a lвolcolDa Q аСёl

a

!ходtт iaк парalсtр.
!{а успоrlя /З/ олслF.отr qro

F.-О, Q-a фiО,
F.-О, F.-4 ф*r:О.

Е-О, F!-О,
/?/

ЭдсоЬ I делаЭ тсрточкоl оlсDхУ обоrпаqовШ aпrqag' ooo"ratoTlr!-
lE пDоIаDолпII пе эtrсIсiта*, F-(Е(ё)Zсёlz bcjca4 DсdI
llВаЧС' 

усt l-fct+D{o, /G+Df,- о,

f (ёrл- -Еrаr1 ёетl7- ,

Fct, r, >- - У(tt/ ry*rc:r ),
[сl, гl - rС фоа, оrё, 

"!= 
о,

е(ё, о - а(ё,г+о+rGы)Е, ос Г,

усёл-Fft+/)(ьъ,lп) *асё, q*fc4г)l-, ёе Г'

вдrоr tcбl-gG эф) Fcltl- ПdrасNI о, flTll,
о.с| Ф- flG, аё) r, /с rll.-

Дlелогrтп5п поолодоDaraлDlоотD lrrDororD полJпlI lэ yo'tollsa /Э/l
во прl ,rо. {С|t) : aCdO оцrол.лr]tоt l. Doloпlr лlq6сDоlt_
цrlпLвII урllпоrrl

#- ilrrаЕсt)" 4 уrтl, frl,c), пl
# -F,псае(ё),4 frт) Рrё, csl,

tлa

ilrlxёq,lG}rGD-!.!to7fclcl./ce,4J)g,ffT)ur."D,
Krn l ! f4]r Fз,6п,\trr d'RqdЪО рла ёС ГlТ поrr,lп

е
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t arl+rlf+ ycl+llf,o< о,

ас/ l : f,a/+rlZ* щ*r{*- фut* of+ р,z+ D /о l х

, фа cl+ o{+lr/+ D L1 Ф а ra а f,+ /r++ф_) - ara / 9 /
dG?: - Ес+).-(*j) * О1 ,

пе dd)=tL_(ёrа(ё)2 ес'l) _ отрпцатепьво, " Ol - полоэl-
тельво отц)€делспвllо Iаtрпцш.

Обознасич Q= (аr 7 ) , Тоtпа для слопlшх дпскретвшх процсс-
сов условп" d2,?< О sо,,эs по епалогiп с ЕЛ] представпть !
впде =Р*-1 0, /то/

Fr, - Fr_ FЬ Ъ-Fё,F): о ,

Iетрпца,

- ?сё, ?),+ гч)
+ ц(t, +/с|r+ оЕу - алс/,r),

{с4 г+ 7|.а Ф(4 ?+ /) ++

Для дпскротно_iсц)срIDЕчт цроцaссо! rtaаI

+ алсё, r+D Е +Fсё F+ f ) - р(1 г ),

4-: цGг+DL+ Zar+"+OJ* /с/.г+о[,-,

?:: r;2:"у,h'i:;;:'Д
ЕG, г 2 : ?уу (ё, аё ) 4 /ctl2 ао (/, г l - ?_" (1 -ЕG), 4 fсгl>,
р(ё,г):?_. (ё,а-(ё), ц 7D) .

г

1

a

*:ИiИ;r*:-*,;:, 
ц

Условпе aL'6> /_ахrlrалaпtво lrýдоЕrD
da,Fagda+ ач;Fuоач> о,

i-(1,/), Д-.Z(ё) , ony...i iоrд. .z,(ё) играе? ролD па-
peleтpa. '|Dогда посподiса ropelGнcтDo прсдстаЕrIо в Dпдс

Fr" - 4 Фr- РrС/) - О, /I2/

/)
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гдэ 0rсёl - ПолоIltопьно опредоленЕая IатРпца.
Попучаеr

а сё ) - ?, d ё+ оа+ 4G) анd 
G+Dа+ l ё + / ryФ +

+ у (и /)^?н F*с qx46 G+ D?3" ?пG)'-
+ 7*с гр gv d Gr /й €)сt" l + тJ,c r)7t" zл G + D +

+ у (ё+ / ) FLc t;gъ 
у" ?_( t) + / (ёу ) й F_ _,с г, ) +

+ рсl гн)+dё,Г)rЪG} + |;гrlal(1q) +

+ ГJ т) €(ё т) *:r" \ /сё, гн )Г8ЕG), ё.Т,
-

6"." - р(|t"), 4ч--сlг*l, Е";Есё, а">.

Т е о р э I е 2. Для того чтобч "аСFrЕ) достшгалс, отпо-
сrтэльншf, rrlllJrц Z па 9 1 дос?вто,rпо сущ€ствованrя прl xar-
юч t такЕ Фупкцпf, {(*), ot(t,l),\Clal r Iатрпц Зсё2

rZа2(1Ф, отрпцатэльно опродол.ннrЕ Iатрiц о(ё),
l полоIхтольпо опр€деленншх Iатрпц О/, е2(ё) , чtо

вчполняDтся условпя /?/, /9/, /ТО/, /Т2/ лпя слоrRого дIскрст-
ного rц)оцесса п /r/ , /9/ , /Тт/ l /l2/ мя лпскретно-нсtтрсрI!rо-

gсё,асё),
fСё,асёs,г,чсr> в вrдо

f r| асЬ): с7l?ёz+ f св-*l:l2сёха- Z(ё)),

ir/,<t>,ц{"лrЙа")ц.с?|dr+!!77.7t)ýс,Dr7-/ст>)+

l с.р - Ecфlb с| aqr- /cr>+ f cz -а *l/pc оr*z с/ )),

гдо /сt) /Сt,t) асс|t) dсQ ý64tr), оrdгl, р(/,о)
удовл€творяDт условПяI теор9II. Вчполвэнra ^пэрсчпсл€ннчх условril
оэнаqае? r что соответстlJrDцrс бункпrп ( а, 4 а О?,С 2 ?) ooirrr"n
относrтелЬного aKcTPsIJrIa э точкахС{ý), сЕс1.2 Frсtк)). Это.
,;у:.2р"д:| oaнatlacт, что наf,дется TaKoG ё>Р , "rоR,6,?,_6 (Р16,е С) лостпtа], экс"реIJша на ."оr""r".*{. ).-ЫtЙе|,
{{,/ч-Vrоt,с1 о

отоэда слодJст в сплУ теороIч r, что Функцпонал rfлостпгаэт
на эл€I9нте(ЕrЕ) IпнпIуllа нЕ rноrоствэ 9€ 1 ТоСо оТЕоСП?сЛЬ-
ного IrHrIJtIa.

го ц)оцсссе.
Д о к а з а.т о л ь с т в о. Зеда,lшr ф5rнкчпr

l
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