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r. Иэвэстно ЕТrаЗ , qто эалеrrе стендертпзвцrп (плtlrпо-др}-
гоIJr, рааIещэнпя проrаводства) r пrlоDцая впдз
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tде И: {4, , ,*\,!: {t , ry| r допускеот эфФектпвноо рэце-
впо, еслш Iатрица'O-СЙ,) (iCnt, ;СЮ обладаэт свойствоl
свяавостп. Это своfiство'состопт в ToIr trтo дпя лпбшх ночэров j ,
KeNl раэность 9i- furt (как фlнкчпя аргуllевтв j? чоняет

знекне болеэ одного рааа щ)п IoHoToHHou паIоненпп j.rX,Извостпо
Taкre 4сш.fТrfl), что прп эеIеве в данноfi зедеqе r{iршпш а Ее
эквпвалентrуэ оfi laтpпtry Н совокJrпность оптиlfальвrгх рэшенпf,
эадатr во пэraовяэтся.

Воаникаэт вопрос::супествует лп для данвой lатрпцll а экЕп-
валентвtd,ей rатрица Н , обледаюшая свойствоI с!яэвостп1 п lor-
но лп постропть аффективншй алгорrrтчr даlоцпй по rаФице а тре_
буеr.уD Iатриtý/ Н . Для н9которого qестного впда шатрицш В
псследованше атого вопросе проведеRо в ЕЗ] . Еастояцая работа
сод€рrпт оппсанrо епгоритча решенхя данноil задечп в обцеш спуqео.

2. Поставпч в соответствио псходной шатрпцэ G некоторуD
булеву rатрицу NG) r которJrD наэовеlr хераЁтерпстиqеской Iатрп-

6 Онв строится следующиrr обраэоrr. ПзrотЕцэI чатрицд

til, ,ц-|
/\<",<g

, jcX - таки9 перостеновки llвorecтBa И, что
подrнохество IС,2, l Тl= к, о1 к( rтt,назовоI
чатрrцы а хс) веслп rlноIество

.,
eXlI= |й,i'grii нопJrстоо Прп этоl величпну

а.в)-
alC

( tiir,\i!,
) наэовеч весош харектеристичэского

,/"}r|ноIбства П5rсть - упоряпоqенная совокупность
В . тогда /(6 )- C/i6)

, еслlr iСrо , п /ta-! ,
J -й столбэц шетрпцI / G)

характбрпстrческпх IHoxecTB шетрицш

СiсИ, 5:|,..,, S) , где |il- О

еслп L/ Il . Отrtетиl, что 9сли

,, ",,
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дrя всякого 4=l,,.-,S учноr(ить на вес характеристического tHo-
хества rr , то полуqиU uатрицу, эквивалентную 6

Булеч говоритъ, что шатрица 0= 9i) (L€l,Lrj€X:) прпводt{llа

к uатрице Н , если существует пересiа'новка ) , ... ,j* Iноrэстэа
Х текая, что Н-(!;1) Cic'lrl, K=|,.,,,r7). Перестановку

}., ,. ,,.jo наэовеr, йjd,Ъст"но"кой, приводяшей lrатршцу б к rат-
р!rце Н .

Слешпощэе утверIденпе (докезатепьство cllo в ЕI])позволяет
вшгодно перефоршулпроветь задечу о построенип l|атрицll, обладею-

цей свойствоr. связностIf п эквпвалентной исходпой.

t
t

Теороuа I. Пlатрица а экЕивел€Етва шатрицесосвойст-
воц связностш тогда п только тогда, когда uатршцв !G) прпво-

дича к шетршце со свойствоri свяаностr.
Такпц обрааош, вопрос об эквивалентности исходной rlвтрицш

Iатрпце со свойствоll связности сводится к вопросу о приводпllости

булевой шетрицш к Iатрице со свойствоrl связности.
3. Пусть задане булеве шатрЕца 0 : Cgrl (ie1,1, j е Х )

п требуется вцяснить, приводиuа ли оне к чаiрице со свойствоч
свяэпости.

Поставиш в соответствпе uатр}lцв 0 llноrество пар ?С,il.хИ,
опрядgляешое следующиш обраэоч: пара P=(t,, К ) принедлбIит rlно-
хеству U , если разность Ьрl- !ч - 0кj!*л" функцпя аргуrlен-
та j ) не сохраняет звеке ш oOpeTiai пера'р-: (K_,^i) не являgтся
элоuенто' Iноr€стве f . Осевшдно, ""оrеa,r"о'12 , которое н8зо-
веч шнохество,. пар, соответстЕуtФщиц цетрице 0 , опр€доляэтся
по цатрпце G н€одноэнаqно. Подчнохество Оо, ЪCtr назов9ч
орпентированншI, 9сли для любшх пер Р , 4ёОо не gJrцоствует но-
r.epoв j 

^, 
0е Х таких, qто h4: ilе:tr, hpe- hq.j-n . Еслп

чатрица И приводиlfа к шатрице со свойствоц свяэностш, то суце-

ству€т соответствуЕщее ей ориентированное чноrtество 'l7 , Д"й"r""-
телъЕо, пусть f - н"*оrорое шнохество пар, соответствупцое
Iетрице С , и пустъ h, ... , i* - перестановке, прп"оляща, 6
к Iатрице со свойствош связности. 3амениI в llнoxecтBe 1' паршР,
для которшх разностъ hpj" цевяет знак с r|инуса на плюс црп
возрастании К , на обратнше. В реэупътет€ получиra ориентпровап-
ное шнохество пар 0' . Пелее, в силу сказанного, инохестЕо пар
1' всегда бупеш считать ориентировенныll.

Если rrHoxecTBo 12 фrксировано и некоторшш обраэоu упорядо-
чено, то r.oxнo paccr.oтpeтb uетрицу Н: (lърi) (ре12, j е Х ) ,
KoтopJno наэовеш шатричеЙ раэности. Элецентш этой r,rатрпцш приниriе_
ют трх знеq€ния! - Irorl. Понятно, uTo матрице б приЕодиIа к
raетрице со свойствоI свяэности тогде и только тогда, когда шатри-
uе Н приводиl|а к uатрице, у которой кеrдая строка ченяет знак
толъко один раз.

t

ý
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Перш Р , ?е1' незовеI завпспIшItд п будеI ппсать Р-9,
еслп сJrцествует последовательность пеР Pr, Р2,...,Рý, Pl:P,Ps=?
(незовэц ее последоветельвостьD, собдпняпчвil Р " 9) такаяrtlто
для всякого !-|;.,.,f-l нейл5rтся Bor.epa la " ta r прп ко?о_

р|* LРлн7 hPot.tio -4, hPoeo-hPo*.,!,o-'- У . Подчно естЕо
1Z,lrr-1) наЪЬЪЪш aaIKKyTttI, если-iл" любшх Р,q€r. суцествJr-
ет последоватsльностьr соедпвяюцая Р п q, , элеIептш котороfi
прпнадлеrат 'lf, . Будец говорпть, что подIноrество Ц полвое,
если для лпбчх Р , 1.112 текЕх, что. Рс1| п ?,-Р , пIе€I
+СЦ . Пояятно, что полвое подl|ноIество является заIкнутцIо

Iýrсть fo - заuкнуто€ подцноIество. llrroxecTBo YСХ наао-
вэч связаннцI относптельно Ц , еслп для любого j С Y найдот-
ся пера. Р € Ц такая, qто lЪ4* О .

l Л е I ц а I. Wс_зь У_- свяаанное r.ноI€ство относптельно

l Ц . Тогда еслп {U, Уr} - эа"сr"нrс Y , то вайд5rтся Ео-

|rээа fu€Yt , jriY, , дJIя ко?орцх аJrцэствуэт пера р€Ц
|такая, 

-что |l4r# О, lbщr# 0 , hg,, # hрj, о

Д о к е э е т е л ь с т в о. ПрелполоrтI rц)отпвное. Тоrда

Р€Ц вшполняется одво из двJЕ: лпбо

l€Yl ,лпбо hpj:O для всякого je Y"

l"pj- Одля всякого
для всякого

й

ц
t,

týсть
- швоIество паIr! для которчх вшполняотся первоэ условпе, а
- второе. Поскольк5r У _ связанное цноrество, ?о Ц+ Ф ,

Ф . Но тогда для любшх Р€lа , ?сЧ отношенпе p-q нв
ВшПОлняетсяr tlтo противоречит условип. Лечче докаэане.

Пусть У: cL', к') - текея пара
торой qlrсло элечентов (обоаначич его

р пэ цноrастве Т .!.ля ко-
'rN 

7 ",^о*""r".{1, Х i lъr;+ О|
наибольшеэ. -- 

;;";;' {х, х,,х,|
деш говорить, что L

вого, второго илп третьего типа отвосптольЕо данного раэбионпя,
всли вшполняется соответствующоэ условио:I. !Ф- 4 при t<\ , 0i- О np" j €.Хо" i

2. fuij- 1 при trX, , fttj:!il арп j,arX' , i
3. xrl:o прп J€\ , gij-9;e ор",7',!еХ' .

l,tHoxecTBo Ътрок лервого рппа обозпачпш l,Ll . .

Резбиенпе 
{){', Хr, )t" I IHoxecTBa Х , где l )('l>. rl,' , "аэо-

Ber. правильншl, если кахц,ея строка чатрицц б являстся строкой
одного пз трех указqпншх типов.

пусть \Х'r\,)(,) - правильное резбиенпе п пусть И1 -uHo-
хество номеров строк первого типа. Рессчотриr rrетрrцш

G': (!;| (ic|L,, i еХ'), 6r- чi (i el,L х ilп, j€ х|),

6,- cgrl (ic I,L l Иt, 1е Х.) .

- некоторое резбпонпе IHotecTBe Х . Ьу-
-я строка цатрпцц а является cTpoKolt пер-

*
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Л е ш ш а 2. Llатрrца а цриводиuа к чатршце со свойствош
связчост}l тогде и только тогда, когде каf,дая из 

^lатриц 
0'r6r16о

прпЕодиrа к lrетрице со свойствоц связности.
Д о к е з а т е л ь с т в о. В однJr сторону утверiд€нпо оч€-

видноо Предполоrиlr, что 0', Qr Oо приводиrrш к Iатршцаш со свойст-
BoI rсвязно"тr1. TI,
чторл , , tJ4|=tr 

"i (jrr,,''| jri:T,T;;:::"};T:T:^',n,
IатрDrцц (!ц*) (L€Ll-, *- 4, , . .,4) , (gij*j (Le 'И.til,r, K-JH,, ..,{),
COij*' ([€U\'l,Q , K:lf ,l, . .., rЪ)обледеюЬ'-свойствоrr связностti.тогде
этиl'-свойствоч обладает п lrетрица (5ц*) (Le t|,7, t<-4,...,rZ,). В эточ
неслоIно убелиться, непосредствевно !ассшатрпвая реэноСr? фtjr}
-лej, и перебпрая всевозшоrЕше слуqаи прпнадлеrrhостп L-й п[-а
строк к raнoxecтBell строк r-гоr 2-го и 3-го тппов. Прп эточ нео6-
ходпцо учесть, что если i -а п l -, "rро*п 

являlотся строкаци
соответств9нно второго_tf третьего типов " |rj* * flejr при,К{J ,

;:":"";:х.:::::* 
lx'l> fL' пЦбе,. 0v^- 9еlг о прп к> l о

Вролеr нэкоторш9] необходпшше для дальнейшего обознаqения.
П;rсть |t1rL2, , 

.., , l,RI - последовательность эпе\ентов (не обяза-
тельпо разлшqншх) u"j*"gr"a 1) u {h,Jr, . , jrl - поGл9дова-
тельность _элеrrентов (TaEre не обя9етелъно разлисншх) rнохества Х .

Чэзеэл nr{rr| . , LnI, {jr, ,ds}) обознаqпrr шетрпцу резuере
кхý , в которой ва пересечении Z-й строки п J-го стол6-

ца находится элеllент 0ьh . Аналогисяо, еслп Р4, Pz.,i.', РR - чо-
сFедоватеПчностЬ элешентоD llнoxec'Ba f r_To_ череЭ Hrlп'.. ,РП| ,

lj,n, ,. ,js J ) обознаЧиrr шетрицУ. раэuера ,?Хý , в d-И стройе

"' J -ч-стопОче котороЁ наIодится элеlrент lrfujo .

l Л е lr ll а. 3. Еслш 1t+ 0 t то существует превилъное разби-

| """" { Х', Хr, L| инохестве Х Ta*og, qто ,Y' - """"rнное 
,,но-

| """r"J о"*о"Йi"п"но некоторого заr.кнутого подшн о*."r"лllРilr' Ц.
Д о к а з а т 9 л ь с т в о. Опшшеrr алгоритll построонпя тре-

буеr.ого разбиения tl, Хl,Х,| .

Еа первоч шегв полагаеI

х'

х,|

хо

Фа

Непоlнrч, что

нпэ IHoIecTBa

tir' l 0;j

|::i tl
Itc1,1l g;1

,rереэ Cil, к')

# !rj} ' .,

- fuKj-1!,: 
hK'j -0l ц: 
';,l/x,Iобознвсэна пl

{irx1 lър;* о
,во относптелы

qpa Рlдля которой

} Iексиlrельноо. Осевшд-
Jg n.rp, с ii ('l е Х!., х 4Lo .

{х', хr, х,) - разбие-

ttlпсло элеIэнтов в Iноrествэ ,

Hor Х'- 
""""aЕвое 

,.ноIест
Пlrсть к наtrелу нэкоторого rаге rIеоI

х , 'll, - IНоrеСТВо HOIOPOB строк порвого тrпа
п пJrстъ Х' - Свя3аПВоо IHOI€CTEO относВтельно некоторого зашкllУ-
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того подIноrества l2oC. ll,,, Y'|lt . ПродпопохпI , tlтo денное реэбпе-
нио не является превпльнill, п пусть l-я строке для некоторого
i€U| не принадпеrilт нп ко BTopoIy, нп к третьвшу тппу.Возчо-

хан одпН ltэ треХ СЛуtrеевЗ либо с5rпеСтвуDТ ноrrера й'Х, , j2CYo
такпе, что lgir: 0 ,.!rjr: !,,, лпбо !ц: l для всякого je Х1 rнo
сJrцествупт Holepa J,1, J2C х r ДЛЯ которшх !ti,nf,,,|q' , ппбо |ii:o
при лпбоr j'Хо , по неfiдJrтся воIера ja , jr'e Х'- 

О'такие, qто

!'i' nT"i';""", ,.""aо первшfi случей. .pa.ccuoTpy. ll'oxec'Ba
й : {cr,t>/ ксЩ|, xl:{j, У, / g,j-O|, 4:{l, Х" / 0,,; - !\. .

оqевшдно, 4)о - эа"*нутое шноIество. Покаrеч, "rо X'|JX1|)X"
связанное uнохество отвосптелъ"о'tо' . То, что Х; " 

-Х: 
- сЕя-

а8ннше UЕоI€ства, впдно непосредственно. Убедпчся, сто ,r'- такIе
связанное lrнохвство. Посколък5r У является свяэанншI отIrосптель-
но Ц , то для всякого jeX' найлутся воцере .LilrL2Cl.Q такио,
сто gid i 9цr, Ео тогда либо |irj t,!!i; , nnco !ц* g, , так
что 

^ 
- связаЕrное относительво Vо IHOIOCTBO.

jycтb tаIэет цесто 2-й случей. доЪкопь*l ifll,t, ,rо. X|:{)rXrt
!гt+О. РассчотриI чноIэства \- U, { / g;;-l | , YrфсХ'/g|;-О} .
По'леrцg I найдется ТаРе (ir' кr)с1| текая] что !йjr+ !*r)i.- 1 ,

,tж:""\yll7ou,(ii,;;-"""o:i,'::,i1,"',"{;n,";iif"i"":,
вид:

[т -r o'lll
[т -I -TJ

Отсюда Ештекабт, tlтo Х' U Х" - с9язанное IBorecTBo относитель-
но за"кнутого .Holecr"" 12!; й Ц{Сr, кr)}.

Еспlr вцполняотся третий случай, то ЪналогичнDtш обрезош по-
пучаеч, что x'|JX; r гдо Xl:{1e Хо/ gl;-.!l;:,"r_"."""oo '.но-
IecTBo относптельно эаIкнутого irHoxecTia 11o=1|U|Ci,, Кr>1 .

Такпш оOраэоr., в резулътате ребот" шага алгоритr.а в любош

иэ трех рессшотрец$шх случаев полуqаеч разбшение, порвшй элеIснт
которого,равен соответственrrо {UXi UX: , Х' lJ У; , .X'|JX| о

llHorecTBo строк первого типа il; 9тцосптельно кахдого из трех

раэбиенпй содерхит Iвохество aruli l , л первшй элечент разбпе-
нпя является связАнншl| чнохбствоI относителъно некоторого эа!|кну-

того подr.ноr9ства lr.'СЦ X7,1,'a. Отспде следует, что опrсанншfi
алгоритч зе конеqноо tlисло шагов, не превЕшаюцее rr1. r эаконtlшт

работу и булат построево требуешое раэбиение. .Леrrча доказене.
4. Обратишся теперь к рассIотренпю б.улевой шатрицш а -

-$q)tiСЦjСХ} гле Х - связанное IHof,ecTBo относптельнg ноко-
торого за,.кЕутого подllнохества ЦСf . 0боэнаqич qореа .,Y rHo-
,""r"о {inХt 

hpjr-O llпе """*o"J рrЦ), которое назоэоI IEo-

{ý
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IecTвoll напrrеньшrпк элеIентов rrноr(ества Х относптельно IHoxecT-
ве Ц . 3аrrетщr tlтo еслu а приводише к цетрице со свЬйствоч
свяэвосtи, то Х # Ф. _
| ЛеIIа 4.П5rсть Ц -поJtно€чнохествоr л Х -совокуп-
| ностъ папченьпп:к эле.rентов ltнorrecTвa Х отЕосительно to .Мпа
| 

е,сли пера fl-(6rKo) такая,. чт^о_!рri:4 лля некоторого jrX t
l |rр.с= - 1'О oii -""*оrороrо 0(Х'"', ,о Р.€Ц :

Д о к е э е т е л ь с т в о. Пос*опJiу j€Х, |/Т rTo
найд;rтся парш р l ?€Ц r для которшх hri! 4 , tqg:-4 .[ýrсть

Pl,Pzr,.., В , ГДе Ра: (L4rKo) - пОследоветельностьr соёди_
няDцая перш Р u Q . ПредпопоrиI, tlтo эта последовательность
ицеет напIеньшJm дпиlrу пз всех последоветельпостей, соедпняющп(

Р u ? .. Kporre того, бупеч сqптеть для единообреэшя обозна-
qонпй, ,,то j: Ь u N: Щ .

Рассrотршч (crr. рис. I) чатрпцц

, }s_.,, f,, , " ,as}
),

{j" ,

!n2,
,jg_1,1r,",,|s

,S-y' пrепт цесто
};.
равевства:

fioj,: 8*ojo, !Цj,- tй+.,i .

Для докаэатольства пэрвого равенства эаlrетиI, tlтo

.Щ,ействптелъво, hп;"* ,l , посколъку Рr r.,. ,Ps
ность наиrаньшоf, ллйilш, п hpojr* -/ , посколъку
вэдлпвость второго равенства вштекеет из условпя
Iетрицш

Hr{f",...,pg|, {ь,
Cc{i.,Ko, .. , i9, к9},
Покахеч, что прп лпбоr

i сТ. спра-оо
i еХ и впда

оо

Hc{cio, к) , ( i!, Kl+t), Ol+.t , r|l,
{о 4 -

lgb, j|Oios. 1 -
Воэrrохнш два слуqая: |bj"- О для всяк,
при пюбоr l=2, ...,ý.-РСссчотрпш первшй

,1о, ёl\) ,

4

,l

4

otoC:2,...,ý n !iaj.-4
случай. Пустъ t- наиболь-

ший rз Hor.€poв J , лля которшх |i"e,,r: / . Еслr.r ношеров С с
текпI свойствоl не суЕествует, то поЪd*иш N:0 . Покахеш, qто

_|L"jo-4 
прu l2 0 . Действительноr пр€дполоr"ur\.чrо 8ъ*-о.

тогдi пз вида ,.атрицш,Н фrr,L;, С1, r)|, {jr,ro,1r1lLl 4 -41

[о n -о)
следуетr оrо jr{T
,. учитцвая докааанноб Dl вrд цетрицп HC{<ir,Kr+n),CLn, К;|,
|irr Lr+r} ) , полvчаеш < Lo, KnP - (Ll,+.t, Къ+,t) о

€.
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Неслохно увидеть такх9 (сч. рис.r) , что

(Lo,K) ^, (Lo, Ks) u ( io, K.!+.t) - (Lo,K6)

гри пюбоч Е- L*lt...rS{. Так что fl .- Pr+, п! спэдQвет9льно,

р.с tо о

Итак, в первош случее леlrtе докаэанао [Io апалогпчной схеltо

чоrно убедиться в е9 сц)авелливости, когда |цjо:/ прп любоr

!-2,...,S. Iýrсть lr 0<7.<S, - наибольшtil иа Еочоров l ,для
которшх |roao-0 . Тогда !*ojn- О и, спэдователъно,

(Lr+lrK) - (ir+a, K,t+t).

I(porre этого, (i. , Ko)-(Lg, К) u (L5l1rKo)- (L4rKo)

прш любоч -!-'1.1,1 ,... ,S-r. Такич образоч, п sо BTopor. спуqаа

f
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В * Pl+t . ЛеЦrа докезана,

Основ5r алгоритIа построения искочой переставовкп llнoxecтBa

Х сосrа"пяет следуюшея

TeopeIa 2. Пусть Фо-попноеlноrествоrа Х-со-
вокуЕность напIеньцtпк элеIентов rrHoxecTBa 7Y относительно 0. .

Тогда если шатрице б прпводиllа к lfатрпце со свойствоI связнос-
тп, то суцествует перестанов*" j,t ,..., j* uноrества Х , приволя-
цея ryeтpпIrJr 0 rK rrатрпце со свойствоI свяэностп п текая, что
X=l,t,,,., j-l ,i.<п.

Д о к е э а .г е л ь с т в о. Поскольку rrатрица 0 прпводп-
Ia к Iетрпце со свойствоrr связностиi то сJrцествуют пер€становкп
j,r, .. , jп , |' ,....,tп-i соотв€тственно r.HoxecтB х " XrX
такие, что велtrq}tнш hpj*, К-lr.,,,i, llpe^, К-,lr.,,,П-ЕrIэпяют
энек не более одного раэа прr во8раст8нпп Horrepa К для любой

перш ре1' , tц)иqеI велпqине hре* lrеняет знак с плюсе н8 ц}l-
нус, если Р€D" . РессrотршI перестеаоэкl)r r.,, ,jo швохестве Х,
где iп+*=еr, К=l,-.,п-Z. Для "с"*о"Ь'реа величrна hpJr,
К-1 ,..,, fu , llеняет энек не более одЕого разе. !,еЙствrrтелъно,

спреведливость скаэанного следует поч Peto пз того, чrоlЪрl7О,
еслш lKE. е при Р/Й из пецшц 4, в сплу которой вшпопняется
одно из двух: лuбо hpj*= О дпя любого К-4, .,,П, лuбо hprn'O пп^

всякого К- Е+4 r, .,, rL. Teoperre доказана.

). Приведеu описание основенного не теореше 2 алгорптIа по-
строеция перестановки шнохества ,f , ороводяцЕй псходнJrD булеву
цатрицJr 0:С!ц) (ic{tricX) к шатрице со своfiствоl| связвостпо

Общея схсца алгорптча вшглядит следуюциr. обрезош. Еа ках, -
доrl шаге алгоритrrа ичеется некоторое разбиенrе IHorocTBa Х rco-
ответствующое Tor.y, ttтo в искочой перестановке на порЕоц lacтo
стоят в некотороц порядке ношера из первого элеIента разбиения,
ве второч r.ecтe - из второго элешента и т.д. В реаультето вшпол-
ненпя деfiствий цаге возraоrнш два слуtlая: либо елгорхтlr заканчп-
веет работу с отрицательншl| исходоч, лпбо пргходпrr к Eoвolfy раз-
биенпп, которое исследуется не слешпоцеrr шаге. Данное раэбианrrе
попуqеется в реэультате заllевш порвого неодноточечного элешента
исходного резбиенпя по крайней uере ва две непустж подrноtества.
Указанншй процесс продопхается до тех пор, пока все элеraентц реэ-
бпенпя не станут одноточечвшцш. Текое рвзбиение и булет задеветь
искочую пер€rстановкуо

На первоtl шаге ишееш резбиение, состояцее пэ едпнотвонного
элешенте .,( . Шаг начинеется с приuенения к rатрпце б алгоршт-
llar составляDцего док9зательство лешrrц 3. В результате попуqа9ц
лравхльно9 разбиенпе |Х', Ц, Хr| шноtоства Х и некотор;по з8цк-

l,



о

о цатрпцех.обледапцrос cBoiicTBou свяэности ,rr

нутуm совокупность пар О, , ОтноСитеЛЬНО КОТОРОЙ ,{'- 
""""a"rо"шнохествоо Отшетич, что llнoxecтBo 0о - op"""T}rpoвeнHoer 8 rlно-

жества Х, " L могут бшть пустшни. Далее cтpoиra ориентпрованное

""о*ество пар 'I2 , соответствуюцее шатрице €'=Qrj) (iC1,1, j€Х' _
и содерхашее lrнотество 1r" . Послб этого Еаходич совокупность Х
наиllеньцr.rх элецентов tlнoxecтBe х' относительно полного шно;€ст-
ве tr, Фо' Эl2о. Мпп шнохЕство ,Y- оу""о, то алгоритш зеканчt{ва-
ет работ;l_с отрицательяшra псходоIr в цротивноr. слуqае строич раа_
бrrенпэ LX, Х'\Х, Х|, )Ll (здесь цредполагается, чtо tа#Ф, Хr+d )
и переходиц к следуюцеrу щагу.

Опишец полробней рассllотреннше этапш первого шага. Еаснец
с алгоритuа построеншя ориентировенного шноrества пер. Апгорптч
состоит из предварительного tцага и не болео П (П-- 4) основнцх

2
шагов по tlислу всевозr.охншх пер qr[), jat , элеrантов IHoIecTBe

Х'.
Еа предвар}tтельноч шаге вшппlпеш все парч P=(L.K), i< к, для

которшх велиqина hri I как функчпя аргуцент" j€,f,.l не сохраня-
от энека, заценпв прl,t этоц некоторце парш на обратвше так, чтобш
It" бцло подrrноrкествоI полJrченвого IвоIества пар. лалее peccloт-

риI следующее разбиение этого ltнoйecтBa. Первшш его элеI€нтоll яЕ-
ляется цнохество Ц , а вса остальнше элецентш'- одЕотоttочнше
rrЕохеетва. Пусть к Beкoтoporry основношJr шагу полуqено реабиепше
Iнохества парr кеrдшй элешент котйрсго - ориентированное подшно-
recтBo зевиспIlЕк пер. И пустъ ва данноil цtеге рвссr.атриввютсяf -й
п L.-f, элеrентц r.HoxecтBa Х' . Впо"пиI элецентш раэбпевияrсо-
дерхецrе перш / такие, что либо hpj:'l , hpa:,l t лuбо hr1=-4 ,

hpa: / . Прп этоI аеIетиI, что еслп для Еекоторж элехентов

раэбпенпя вшполняDтся обе этrr свойстве, то Iатрпца 4 но гриволи-
raa к Iатрице со своfiствоч связностп. Еслп для некоторшх элешентов

раэбпения вшполняется второе условrе, то заI9нllll rrх не подшнохест-
ва обратншх пар.'Построиl| эепэръ ново€ разбиение, объедпнив те
элеrrентш последнего разбиенпяr для которшх вшполняется первое ус-
ловп€, и оставив без пэllонения остaльнtlоо Кахдшй элешент получен-
ного разбиенпя - ори9нrшрованное подшноrвство эЕвtlспIш:к,Fар.

По вшполненпп всох lегов данного алгорптIа получrll раабlrэ-
нше, объединевпо элеIентов коrорого даот цноrэство пар'l2 , соот-
ветствJrDцее Iетрпце 0 . Ово булет орпoнlцрованнБtlf, поскопьку
нп для кекпх J " е ве сJrцаствуоr пар | " 9.теких, rlтo

hpj: hqg-- 't, hpe- hqj:-4 ,

PaccrioTprrr алгорrтI ЕостроеЕпя совокупно/сти trпвпrrельнцх элё-
IoHToB Т относит€пьно полЕого IRохестве 7о , солер*авеtо Оо .
}lскоrоэ IBorecTBo стряrтся последоватольно. На первоr {аг9 поле-
гаеI Р:й " \--l jсХ'llЪрi>О для всякого Р9 ql . Отtэ-
,r", оrо Х' \Yl+Ф.'i"п"" oiio*""."" IHoIecTBo Pr=|pett? l h,rfO,,

-



т) в л _Ееп.араt _ Д _ И_ Пявrrпав

jP"X'XTa} " п"п"*одrц ко Bropoшy шегу.Пусть уrе rцlопо_rrаriо К-,!
шдгов п найденш чвоrесТВа Pi,Prr.., , Р* i П,Т",...,r*-п,
ХпЭХr:Э-.. ,ЭХк...|. Слешпоцrfi шег наqинается с построенпя
."Бr;. T*:{j, X"i_SПrfo on" 

""r*о" 
о р€ Рк]1 . B"n, &-Г"_п,

то Х* - искошое цноr€ство п рассIетривеечнй алгорптrr закЕнчпва-
eq работ5r. В утротпввоI случеэ находпll цЕохество Pr+l =

=(рс 0х PalJ UP* llLpJ+ 0, jc r,.-r, 7.}.
Повятно, что эе qпсло шегов, ве превосходяЕее /tr , алгоритr

ааконqrт работу. Покеrеш, qто в реэультате rш действпт9льно по-
л]rqееr| IHorecTEo IllнrIельЕDlх эл€I9нтов.

Л э r r а 9. Еслп работа алгоритца зеканчпвеотся на

цеге, 
"о 

T-,,Y-*,.
Д о к е а е т е л ь с т в о. Зачетшш rц)еrдо всего, что

K-I

QС QU UP.. действительно, еспп р€ qU UP- , ?/ ПU UЗ,
то соотношвнпе P*Q _не шшеет rrеста, поскольку lър4>-0пэп j9X_
" h1j- О пра j4 |*_. ОтсDда, в qаствостп, следует, что ХЭХк.
ПреппЬЪотпr, чtо Х4 Х*, и пусть 7- непrlэньшиf, вочерr для
кот_орого Тф_Тt ЗашетнI, сто N> У , посколъку ЦС-q . Пусть
jс-ХП$оп \ r?) | ._Р€ Р7 такп€, что Ьр1-:'| . [ля панного Р
Йаrдетсi нЬ"ар t| h-l r црп котороч Е7с* 0. Отсрда по лешlrе
4 попучаэr Р€t: . ао hр;:-1 , п, слеq9вателъпо, j/F rчто
протrворвrlпт ,продполоrений. Поэтолу r: Хк. Лешrrе доказана.

Послодоватольность действпй, вцполняеrlшх не остельншх Еtегах

алгорптIе, те хе, rlтo п не первоrt шаге. Неэнечительное отличпе
состоrт в следJrDщсч. Еслп У - рассчатршваеrrшй на шаге веодното-
qэqнчй апечент разбпенпя, то цнохество пер |2 , соотэетствуюцее
Iатрпце С!ф Cica, j€ У), чохет бшть пустшч. в эточ случее Е ис_
ходвоI рЁзЪпенип денное Iноrество Y заIевяется произволъншш

его разбпеппер на однотоqечнце шнохестве. После этого нвч}rнвет -
ся слодуюций шег. Опшсавп5по процедуру построенпя ориентированной
совокупности пар поuпцо первого шага необходпraо производить еце,
бцть rоrет, на двJrх другtfх особшх Ilагех, где в качестве первого
неодвоточечного элешента разбпения рассtrатриваются u"o*""r"a /1

" Хо . Для построения орпентировенной совокупности пар на всех
остельншх цегЕк достаточно исключить некоторые перш из ориент}t-

рованной совокJпности пар, построенной на одноrr из трех укаэаннцх
особцх шагов.

Отrетпчrнаконец, qто поскольку рассilетриваеrtое на кехдоll
Еtеге епгоритlrе неодноточечное шноr(ество разбивается по крайней
Iере не два непустшх подмнохестваi то описанншй алгоритra приве-
дения булевой Iатрицц к шатрице со свойствоll связностп,эакончит

работ;r не более чеч череэ /2 шагов.
Вttчислrrr теперь оценкш качестве этого елгоритllа: трудоеч-

костъ и объеrr пашяти. Еаqнеrr с трудоемкости шага алгоритrrа. Иэ

доказателъстDа лецraш Э нетрудно видеть, что для построения пра_

a
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вильного разбиения и эашкнутого подlfнохества Ц требуетсп-m7fu
элементq,рных операций. Для постро€flия ориентrрованного l|HoxecтBa
пар на особых шагах необходишо n F?7ZrL2 эл€riентарнDlх операцпй, а
На ВСеХ ДрУГих шагах -nr?l'rl элсrlентарных оп9рацпЙ. Легко под-
считеть и количество элешентерны:к оперецпй, необходrrrшх для реа-
лизециrt -алгоритча отшс,кания совокупности IцницельнDtх эпаIентово
Еа ir -rr шаге этого Еrlг{оритIа длý.построенrlя lвoxa"r" Г* п PK+t

требуется соответстБевно р |,r;_/ l;| Рцl п -lTr_lrErl. ltlCeru U{l
элеlrэнтарншх операций. Откуда сл€дJrет, qто для построенпя сово-
купностп l|инхr.альншх элеraевтов требуетс я - rта2П элеIонтерншх
операчиЙ. Такиш образоr, полуqе€rt слешпощуr, трудоецкосtь влгорrт_
Ia приводения бупевой rатрl.tцш: Г- rfl'п2 . Что каса9тся объеча
пацятш алгоритха, то эту оценку Taкro неслоrпо полуqить. В rrро-
цессе реботш алгорптu8 требуется дерrать в пеlrяти совокJпность
пер ноrrэро.в строк rlсходпой цатрицц а п перестеновt(у lfнoxocтBa
Hor.epoв столбцов этой rатршцш. Поаtоrу объеrr паIятп П- tП'+П
п, следовательно, рассraотр9нвшй алrорптll являDтся эйфективнчшl.

ПОсТуппла в рэ!.-хзд.отдел
4 шая Т9?9 t.
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