
О ПРЦДСТШJIЕЕИИ ЕЕIТРЕРШВПШХrltrСОЧЕО_АФФИВЕШХ ФУЕКЦИf,

Е.П.Вопокчтпв ( Еовоспбrрск)

Одвпr пз црпнцrпов, пспользуошшх в теорпп и rц)ектпке IaT€-
IатпtIgского Iодолц)овенпя, является прпвцпп лпl|птIрJrDцэго факто-
ре(ЕI , 2] п др.). Форrельное пзлоIеЕпе этого Ц)пвцlпа на язшке

теорrп обшкновенЕшх пп(!фероЕцпалъвшх ;rравненпй прп!одпт к пост-
р9эппD спстеI дпaDФербнцпальЕtlх ;раввэвпЙ спецшельного вIде(Л-спс-
теш) з

глэ

ii:fcal, iclj,
к

€с.>: Znuпtiофсэl, ,фс-))l /;са) /т/

3десь N!or-r, /;(Э) - еaDфпвЕшо ф5/вкцпп, т.е.

Njrc->: 
':о+/:О, 

/r,c,rl: /;a+/f ,

а: , lrс РО, 
':О, 

/;'с ,е, Ic R , ,rzc/j1, .

Отшетиш, что с спстоIаIп такого сорта прrтодптся стеrIкпваться r
прп пзJrtrеппч некоторцх оптшlизацпоннцх эадеq fЗ].

С дlугоЙ сторонЕ, в тGорпп пrrr!ферэпчпепьнш:к JDеЕнеппП п ее
прrпоIевпях 8,остетоqво qасто встреqаDтся п сревнштэпьно полно
Iаученц нопрершDнцэ, кусочно-е(DФшЕнше спстбrll (сr.rвапрпшэр,
Е - О]).Дпнаrпссская опстаIа

неашlаотся
.эrLвКп

?€re

ё,|: fca), ie /j- ,,l

непрэрlt!ной, кусочно-а(!фпнвой, 
".n, $ С,Z) вепрершввш

Ро 
"оr"о резбитъ Ее ковэttвоо чпсло Jолестеf, Uq ,

, тек, что

6,сэл: ф.+ 6;, "r€ц,
4е е: в; сР

/2/
гдо

Очевпдно, любая Л-спстоIа эсть непрврцвнея1 к}сочно_аффпв-
вея спстеIа. В нестоящеfi работ€ Есследуется возIоrность прадстев-
понrя непрерчЕной, кусочно-аr!фпнной спстеII в впдо Л-сDtстоllц.

НеТР5rлНО видеть, tlтo вопрос сводптся к возIоIностп прGдстев_
леппя пропзвольной скалярной непрершвной, кусоqно-еi!йпнноf, функ-
цrв (н.к.а.ф.) /2/ э ъuлэ /Т/.
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о посдставлэвrr вспрорпrnшх.rусоrrпо-аоiDrrвrrх Фувкцrrl д-

leope Ie ,r. Прошавольнея н.к.е.ф.ГСфr..,r3) Iorc?
бштъ предстевл9Еа в впде

к
F(al,..., Е*) : 2 поrrхаzфсоl, , ,..,ОfttаD + Zса). ,'k=l"_

"u" af;C.} / Са> - афФпннце функцrrп,. kc {,7, ftz€ ГiFЦ,.
Д б к е з а т е л ь с т в о теоречч раэобъ9r на несколько

этапов.
rlусть l

Спrэопоr d.4

trэрээ дЧ л'+
рпческ;rп"

Рвепеr такtэ обозначовпя

rzdОД : rrzinlful 
" 

... ., *n.}',
r"lа.сД : rrao|af ,...,ао| ,
rrt?l.G/;ДЭ -- ,rzlуъсД! |,J tl.,
r7zал(Д|,Д2) - rlайд' 'Uд1 

.

Отrэтir ноiоторце оqэвtrдвIе своf;ства 65rпвпrf; rтqП.
коrорсо будуt пспользоЕаться в дапьвоf,леr:

l
,Q,уI- коЕеqное ltrorocтBo вецественнцх tllco!.
б]rдеr обознаqать lпorocTlo

'ffi,

*е;

у";
4'-l

ооД '-- {non,r,. ,oonl ,

..*дS- 2rцо
ll t,71z д:S 

б5rПОr обозпаqеть ,гсfiэт_
IEoIecTlя, Ht...t/| !

--{ос Р ,; а:,а\о1..* аý, аас ИО, ас ГýJ.

апzjпA :

2
4=|

.ТZiпДt- rп42с: *.t-1
zTlaa ( rгzl"а Д | rz*: п, 71 

21 

-,czi п А 1 rrzП Д 
а- rrt rzrД | Д "l . / э/,

Череа А1, обозпаqпr пропэвольпое подrноrостDо uвorecTBq,,r4 ,
содэрIацеа k элеIонтов, .Ао: ё .

Л е r r а I. П;rсть вэцеств€ннче tlпсле а|r...r,ах упорядоtlс-
нш по воэрес"апlаз ,а1, 

" 
aiz1 . .. 1 Q4r . Тогда

аLinGab,,. а,>а,

laa,z ба4L . а,12,
/э/

ý

до) , /ц/

с Цr: ffirTza,rcAr_' 
, tflt-п,(А \ Akn), k, П . /6/

Л о к da а'т о л ь с т в о. ПрэлпопоIttli qтo для н€коtоро-
Ar_oC'A Ешпол_Еоно веревенство

racxft(ik_,t, zzin(A t Xr_rll a aiK .

Тогда orar,Irr<aikr" хотя бш одно па rllсэл, tIодяIlх D

го



Iб Е.П.Ilопокrтlн

IBolBcTlo Д t Tu, , строrо reнblo eio . Слбдовательноrсродп
tlпсел q r... , а,у rrlеэтся по краfiней чеfе k сис€п, строrо
rэньлrх 6,ik i что в€воаIоIно. 3насштrдля пtобого Ak_l,- ffl.аФсАьl , rаiп-6А \ Ak_))>/ aik ,

п TeI 4аIшI

йo|tTlaa(Ap , rтzjп,(,4 | Ap))>z 4;* . /?/
Ео |Abt  -'l

rПа,z(а.lr r ..., ai._/, ftz,!|П ( а1*,, .., ai|D - 4;r,
откуде

fr_\ 
rt?-az (Abn, пtп(АlАr_п>< ао . /в/

Uэ /?/,/S/ ьо-.tgкаёt /6/.
Леrtа док8з8н8.

rт72а(п,йrПП,.., , .-lizAý)- t d.А!*rЁ

-o-.l ) - )*./=*.ф h 
i ). / то/

!-f

Л о ш ч а 2. Справедлпвш равоЕстве

- r7аёru (
ý-1

да ) : rпjп 2 i+ оr"одg +
!-,l

ý-1 ý-, ý-/
Atl - /rаrа(( 2l'lЦсl\I),f,l'лl -

ýýý
д1) - 2 ** да- .попrrЧ 

P_n 
^'' 

,1-4 ltё

Ё /9/дr),
t4
t(L

,ail1ntzra /|,

Д о к а а а т € л ь с т в о. Локахgll равенстъо /9/ rетодоra

IетеIетиqеской индукцпп по числу lнохёстэ S .
Прп S-2 /9/очеэплно(сl. /r/). ,4

Прэдполагая, что /9/ зврпо, если число llHoIecTB А не превос-
ходхт (S-4 ) , с уqетоrl /ц/,/5/ пrlеоI

tTz,,a.z (rт-u- rz Д| . . ., rTzl п l Ъ.rzа.zrrп4z hzцz 4, -2rl 
Ь 

r, .zzl:lz r| 
ý 
) :

- r,z-ё,)( f .--*n'-,*l.ij\ nor, .nu, A9l :

- rnoa (rTz.*z ii r', .","h ( дý :r il'7rrП,

(tъiпt

Ён
s-/ s-/

ра

,_ч,н.l фt

,
- rт1l}Ъ(



0 поедставлэнич непрершвншх.к.чсочно-аiЬФrннчх Функцпf, r7

qто п требовелось.
Равенство /IO/ эчtекает }tэ /З/, /9/.
леrrе докааане.
л о I I е 3. Пусть чпсловея пряIая Р раэбпtа "а /{+ l

проIвIJ'тко" fJ, точкечп /*<af,a -. < а! з

4 - G*, оХ) , |: rоХ., rf ,... , I"+o-|4,+ ф ),

п пJrсть функцпя QСzr r.,, , .тр) такове, qто

Фсэ,,..,, с.)- 9r.,,..., 4п), 2*, 5., iclfu ,

1rrr,...,42--?+r(rl, ,4r, /,€|V,. /тт/
тогда

Рсzr,

-Ч(сl,-

+

.,€):

, Zn-, , rTz-iп (zn, z/ll*Prr, (4,... l Zп-./, rтZ,ёу€('Zrz,a!)Х

frar,... ,Сп.-./, пzt'п(rzаzr.о, N-), .rj> -

1 ,r, ,. ,. , ап__/, ,! l.l

/V

2
j=;

zjч /т2/

Д о к а а а т о л ь с т в о. СправодлпЕость реьэнстэа /Т2/
IoIeT бшть проверена нэпосредственно1 9СЛп yrrecтb услоЕrrе /IT/ l
8 Teкro соотвошенпэ

tтt ьп(rъаz(z,а)/) :
z<А,
а<z<ё,
а> ё,

при а-1l
леrша докааена.
Рассrrотрпl н.к.а.ф. F(Zl,...,4а.) . В f+] покеэано, сто

гренЕцаIп обпестэЙ аффпнвостl такоil фувкцlll IогJrт бlть пllэ гl-
порплоскостп 1 т о с о облаотr аффrвностп н. Е. а. ф. FТ *r, . . ., ап ) суть IHo-
гоцlаввикп (но обяэательно вшпуклше) . [!анr атrх Iногогранвшков
будец неэшвать граняIп раэбrэнrя н.к.Е.ф. ftrr, .., со). В саствос-
тпrнулъцсрншо п одночэрвше гранп булеr пiаt|Евты соответств9пно
верцtинаlrп п ребраrп разбиэппя.

Леrrе 4.týrсть е/, /у - ЕорЕrнш резб;енпя.н.к.
F|zrr.., , 1ъ) предстевrIаa,q, Г(.Zrr...,Сru) . Тогде н.к.8.ф.

в виде сJrIIш, в которой каIдое па спагаэцшr полуtIево с поIоцьD

достаточного чuсла сJrперпоэпцпfi еr!финвшх функчпfi п. ФтнкорПЙ|'
rflаа от переч9ннuх/.1 ,...rСп п копставт.С/, ,4,...,4...,.Of,.

а,

6,

.:

Д о ка з ат е л ь с т в о проведсI IэтодоI rатеrатпсеской
индJrкции по числу пgреllеннъпко



Е.Ц,ВQдQrц!цц

Длв н.к.а.Ф. одноf, поречэнноfr FCal обпастяIп а(Рфпнвостп бу-
дут отреакп в€ществэвной rтряrоf,, концш которшх 

"!,..,ol 
п слу-

IaT воршrнаrп раабчеппя. П5rсть Х={*', ... , Ф| } . VоопrдоtlпI
,t соглесlо /6/ э

n|' - па*LХ,
оЧ - п"iru rflao ( Х|, п"iП-(Х \ Х,|)),

:___{й
aL! : йаах .

Пусть

,

прхчэI

I, - (о, ФЛ, Ir- С,аЦ, а27r... , Ir*п:|э'|r+е)

Fc*>:fl.o+0., zeri, ie 4/Y+,l,

а1 olj + еr,- ад.t ri+ еh t, jc lv,
В TeKor слJпIае пg /Т2/

rtлп tэ этп ребра являD?ся пряIшIш

IF(э): а| rаlrl.(ц oL/)+ф+au+.tffi-ca , сц)*ёr+r*
il

+ 2 (ar,r*in сrпаz сс, оЙ'- ), oi l + 
а, 

, -
},z d
м
2ro,oblg, 2 :
Г=l ,d

- а,/,rаjп(э, аЧ)t ay+l пzа€(а, z;;+ 6r*, +
il

+ 2 о;С-оо(п,-1ас(g,о'J"), *il -о? >,

j=2 d

rlтo r требовалось fiокаэатъ.
Предполоrrl, что утверадовие п€IIl| в9рно для лрбой н.к.а.Ф.

от (rЪ-У) первуенной, п рессIо?рпI проrзвольнуD ,lок.8.ф.
Fсzr,... , аа) ,

Ребре разбиенпй Е.к.в.ф. FСа, ,.., ,4rl), не ортогоналъвце
осп Оао, продставляmт собой пибо отреакп, соедпвяDцп9 Bepliпit
разбпенпя, лпбо.цrqи, вшходяцпе па этшх ворпшн, п llогут бшть опrr-
севч слеýmщrш образоr:

а - оi*fiц , tiec *, i, П, р€ 4 4 , /тэ/ }

е- EL {cta:o, DоеРо, rср, /т+7



о прелс тавленtill нопDеDЕвнrлr. кчо йчrrrспrй тq

)

прпчеI в давноI спJrqае а.€(-gr+Ф)ч в каqество тоqкц & а"ретс^
пропзвольная Torlкe пряlой1 чш булеrr сqштать, чтобLбdfr,,.rбtl
ТеКОВшr'qто бlЪа!,rr.е. ъсе точкп БФ лвхат на одной ,,вшсотеп с
вервиной раэбпенпя О' .

Упорядочиr вершпнш раэбпения н.к.а.ф. Fcarr..,rCrO) по По-
спедвай коордпната!

ф : rаl*ъСф, .. ,о!),
оу : fl2Ф(4, .. , а!)

ш аафпкспр yшu O"CCe!f-4, .z!l. Ъ слуqае отсутствпя вэршЕп реэбrrевпя
фпкспру ou а*€ ёЙ, + е > про}lз вопьно, Попу. "l ". 

*. 
^. 
q.{fti, . . .,3о_ )

ot(rL- /) пореrенной. По пЕдrктивноIу продполоIенltю'такая ФуЕкцпя
IoreT бшть rцlелставлэва достатоqнцI qшслоI сJrперпоаициЙ аlРфин_
ншх фJrнкцпй п фупкrr}t ПrПirЪ,ПСzот переIенАuх Э7, .. ;2z_rъ_| и коордr-
нат своlпК вэршпн. однакО любаЯ вершпна функцпП Fi'-rr_r, ...2ар4)
есть результ8т перес.еченпя ребра разбпенпя н.к.Ь.6.FСzrr..., Сrъ),
леIецего в полосо а!-r<а,*<z'i " не ортогоЕельного o.n ОО*, с
гиперплоскостью аЕсй1.!ё r п в сплу /l8/r/IЦ/ коордиЕетш верцrrн

разбиеншя н.к.8.ф. Fr)*Рr,Z,, . .. ,zп-t ) лпнэйно вrrраIаDтся?чэроз
34. Подставляя этш Бвраrения,р тц)едставлэппе н.к.а. q. Рr'.а(Фlr...
,..,.Ц_r)п уqитшЕая, что а*С(фП, OfS вцбрано произвол8но, полу-
чаеI,' чtо FСа1 , . .. , zп> пра Еп€Ссl", alJ представпча в требуэ-
шоI в}rде. Из /l2/ в Teкor. слуqе€ вштекает возrоrность требуэrо-
го представлеппя н.к.а.ф. F{аr,... ,4rr) при произвопьноу ап .

леrrа доквэана.
введеr слодуюцпе опроделэнпя.
Перечевншэ Фf ,.,.rапr е TaKIe постояЕнше 4r,..rР незовеI

функцияuп нулевого порядкао
млп { (еrr..,, 4t, df ,. ., Pl ), .., /r(ч,. . ., Уп, dгr. .,, Рг )

- функчиrr порядка нэ более чеl /+ и хотя бц одне из нпк иlrбет

порядок Р t то лtобая их линейная коIбинация есть фувкчия поряд-
*" ,Р'Ъr:оС/rr-r 

r. ., , ап, dy', . ..'Р") , ,. , /r(ф,. ,.,ап, d7,. ..'F2),
tr?а,а (// ( z/r. . ., 4n, d/, . . ., Fl ), . . ., Уг 

(аr,. . ., Еsl,ф, . . ., Р)
сутъ функчии порядка,/Н+/.

Равенства /9/,/Ю/ лоuIш 2 поэволяют понtfзпть порядок лtо-

бой ФункчипСУэ)2)- по крайней Iере на едпвпцу. Еа основе этгх
ревенств Iотодоr. чет9r.атич€ской индукцши (по порядку Ф.ункчип)
lloxoт бцть доказана

Л е ч r а 4. фrпкчив любого поDядке пDедстевиllе в впде

функцпи порялка r.
доказательство очевидно.
}1з лечц 3r4 нечедленно вllт€кеет справоллпlость теореrrш r.

s



2о Е.П.Волокlтпв

В кеqествg прIIэра рассIоtрпI плоскJrD спстсIJr с гряIýI упреэл€-
HпcI, опrсаннут в ЕС]:

il- - klg, - /rr/
Ф2

где ф_ сФ:с,lr'i:,:'
: -kzФz -

erEcal,
аr9св>,

-1, ё<-4,
d, -l<ё<4,

+l , ё)-|
Областяцп афФпнностп функцпп F(o):(Qc,r>, €r-' - правоf,

честп спстеr.ш /I5/ - будут вllп5влше IноIестDа
Gr: {а.е Р2 : c.z-<-4|,. 0r:{ае P2:-|<ca.ll, ф-сRlсz>1},

пD, aToI"У- g'v- 
|са,2- -kng*B1,
Frсr)- -1ч+Or, zее1,
Q ccl- Gkl - 6rсrlаr-ёrqп",
Fr{a): - lr"rа;Fkr-а"сr>сr, acG2,

|сэ2- -kler-a,
Frcol- -krъr-6r, ас6r.

ПрэдполопиI для опредепепностп, что Q> О . РассIотрпI
функцпlо б С*>

Пр, Фrr(сгровавпоI О2С( а,| Ф ) шш FgлJrqаеI кусочно-еФ-
фпнн5rэ iР;rпкцпD скапярвого арг;rrонта €7, 6'*"(Zr) , областяlп
аr!фппностп котороЙ слуrет отрбзкrl

4 = С-о, z|carlJ, Ir-Eo|corl, Qсz1J , fr--tО|(-r),* о ),

|ccrl: mjrъ r{- *.r,- t - * rrr-t- t.r, /16/

4сrr)= rtzаz(i- tч,- t - *"or:t,- #rr,
прп этоr

В соответстЕrr с /I2/ пуеоу

6'a'cr,l--klQt0l, ее4,
q@) Ccl> - ( Ц-OlQ) at - 0rсrа, , оц с r, ,

Е""rц,--krаа-Ь1, сn1.

Q '4' Счl: - kntTlirt-cor, 4 сqr>- kr,сlд. баr, cr2cBrD {
+ ( - k, - а, с, ) rтъi п (ft"za 4 (zr, с/ cq D, ф сср - 8n QEz -
- (-ho/cozl+ а)- (- h о|сzrл-Ql

т

Иg /ТО/ l/16./ вчтекает



о пведставлэнrr вопэээчэпшх.кусоqно-аr!Фrввшх Функцпil 2I,

rtl.tlz сmэg. ( cr, а| (ч)), rnzccr)) -
- of @? | rzaz Сс/, с|(ч)) lЙzc/з( z|, rn2czrD

Уqптшвая TeKIc /з/ r/т6/, получаGI требуеrчf, вlд функцпu Qсr>.
Аналогrtчно uoreт бчть прелставлена функцпя f, Cal
Автор вцреrест признательность Ю.И.ItlльдэрцапJr з8 пост8воЕ-

KJr эадечl.

Поступrrла в ред.-пзд.отдоп
I октября 1978 г.
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