
о Jшлк зАIц,{ш дискрЕЕЕоЙ опти!!изАции
С. Е. rЪоэдев ( Еовоспбпрск)

рассrатрпвеDтся задача отшскания связшваьцего дерева lrексп-
Iального вбса с дополвителъпшц огрр.нпqеЕпеш ц зедаqа Ц€поtlпслен-
ного ппвейЕого програIIrрованпя, пэвоствая под ЕезваншсI двJrlэрвой
задечи о ранце.

Для rх решенIя rц)едлегеDтся алгорптIшlпостроеннше на осноэ€
Iетода, изло8енного в tТ] . ОбосвовшЕеD?ся апрпорвше оценкп от-
кловенпя полJпrаоrьDс решеrпй от оптriшалъншх. Для rц)одлохонЕц:к вл-
горптIов докезан}t оцонкп трудоэIкостп (чпсла операцпfi п объ9rrа
паIятп) .

r. Форrуппроtrа аадаq

Эщ_L. Дав свяанцfi неориентryовеннчй /' -вершпннчf, греф

G=(V,U) с IнохествоI верtцив V:|rj, 4aj<Ol п llЕоrествоI ре-

бэр U-for, '|5i**|. Кахдоrу pedpy ur, прпппсанш эес ,_Cl)-QI длпне 'ар- 0 . Iрdоуется вшделrть такой подграф fl-(VorU")
графа 4 , наэшваеrшfi остовнцI дербвоI, qтобlt сушlrе дпrrн всех

ребер подцlефа fl не пр€вшЕапе "еп"ч"п" ,4 , а оуIIа весов его
ребер бшла rакспIальна средп всах остоввшх деревьев, обледаюцrв

5rказанншI вшшэ своfiствоI.
l|етечатпческп зедече эеппсЕвеется спедJrюцпr обраэоч:

Е С; 

-t7ъOа, 
/r/uiеъ-'

furе, /2/
Z__o;u n, /з/LоеUэ'

Хотя зедачу /Т/-/2/ шоrво рецить эффективно Ее] , дпя Totlнo-
го рэшэвия эадеqи r эффективнь!е алгорптIDt н9иэвестнш. В данноfi
стетье поп эффоктпвншI алгорштrrоI поничеотся епгорDlтц, трудобll-
костъ которого является поливоl|оu от длпнц эаписп псходной пн-
форlачип ( в сшшсле Карпа ЕЗ] ).

3адеqа 2. Пусть Д, В, aj, 0J, с1, s1ii,- неотрицат9льнша
цэлше qпсла. фебуется найтй вектор С=(Ф1 ,а2r...,z|L);довл€тво-
ряюппf, условпяшз fL2о,о,<Д, /ц/j-,t о о

с'

}
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lLIrZ/а;о;< в- /r/

jq00
/l

rj c|o,| I , j: |,п , /6/
на Koтopor. достигаотся liaкcиllyu функциrr

2 с,", . /?/
j=4o g

Есть основанпя предполегать, qто э(Фgктпвнцfi алгоритI поrtу-
qения тоqного рэDон}lя аадеqи 2 принчшпиально не rrоIет бшть соэ-
д"" fз] .

Для решания зедачп 2 шоrет бшть прпченвн rlетод динацliЕэско-
го цроцраr.r.прованпя с трудоёчкостью 7t - О2, Д,0 опереций*/f, па-
r.ять] !Г-д Ь яqоек Е+] . однако, в сшшоло Карпа, он нэ явля€т-
ся аффактивншu.

3адеqа 2 ваходlrт практическое приuенениэ при рбЕtеншп l|ногих
экоЕоllпqескDfх задач. Чацэ всего оЕе рассцатрпвается как вспr;Uо!а_
тольЕея прtt решеЕип болgе слоl:нrf,к задаqi для получеЕшя соотв€тст_
вJmщих оцонок в rrетодех типа плевного перебора. Поатошу пэученпо
шалотрудоавкrх прпблпrеннцх елгор!iтчов с гарант}rровавноfi оценкой
отклоненпя полJrqаешьпк решениfi от оптпIвльного является актуальньllf.

2. Описение алгорптl|ов приблпхевного решония зедаq Т u 2

Алгоритш нахоIденпя приблихенного реш9нпя аадаtlи I основая
на идее, иэлотенной B[I], и состоит в вцqисленrrи функции

cp(X,)-maq(2__Q:-1 2_ о,,)- ftl.а.z Z_cr, -2а;) :' Рс G -u;сUо u u.reUn О пе 0 u;еUо- '

: rflа. 2 а czl- 2 E rz>- c(Dcx.1-LaQl x,l9еб Ф;еUр" u;eUgi

прш знеqенrя:к ,l>O , "де 
CQLlb 2__ с; ч o1)(h.-Z а; .

ui€Uoz О ui€Uр''
это поэволяет свести решение задеqи Т к решению последоветель-
ности задеч frLae 2__Тrсrrпри резличнцх 1 . В дальнейшеrr для9е б u;сUg" ;
упрощенпя эеписи

вая при эточ, -,"",::::, rfu",:;:::J:'::|Й, "; J:;H:
надлекещецу основноrrу дерову fu

при каких энаqениях Х нухно вшчuслять qоl) ? Чтобш отве-
тить на этот вопрос, рассшотриш графики функчий с()сх,) " aC|LL).
flетрулно эе,.етить, что функчии o0)(,1l ч оо)с2) невозрастаюцше
и кусочно-линейнце, а точки разрыва этих функЦий солержаТСЯ В llHO-

IIод операuией всrолу понишается слохени9 либо сраянениэ двух tlи-
х/

сел.



I9стве
( 

" !" Ci-Ce )

ёdо-- 
t flшlliе:ffi , 14i, t-<rЪJ .

В в еде ц в е л и ч и н ы l2- : 
t?ý,' r, п А,х,о --, 

оi:i,, ц{', 
с- хц 

cnt|z, r+ ц )
очевидно, rrтo для любого 1>. XL* иr.еец 

'cil42: 
СО)С l*"r.)

" o(')OD: а.Со(2.rrо. ) п, Kpor.e того, иЕтервалу V, 2+д 1с'7
(,l7 О7 гринадлехпт не более однсй точки из цноrества &

Для прибпиrенного решен}rя эадаqи r достеточво ваЙти значопие па-
paueTpa lo , удоэлетворяюцего условиD оФОl)<,Д<аQ)(,l"-Дl(") .

Но преrде qelr опшсать алгорштц Еахо,iдения ,lo ,, по*лrаI1 что !с-
рбво Яrо яъляется оптпIалъЕцI решениеI эадачr I, аслп аОlrll=Д.

во J":"ж;l]]]; ;ýН::":;":ilT";1"], ";"l'Ч';:" 
F;;;

Но в сплу определенrя ifirнкчии f а) иrееI

L€Dхо' Lcbro " iеЮrо'

)z ,3 r,-Йаi 2,Аr, - 7ОА

Следовательно, 
?rоr.rr> PrBri , qто противоречпт предполоf,е-

нию. Текиl образоч, в сRлу невоэрастанпя функчиП Са)СХ.) 
" 

a(')(l)
вшqисленше рu,) достаточно осJrществлятъ лиlць в тоqкех

1'*-7 +tk-l
2к к>2, /8/

2

где 1,,rоr: 23n, А

rtr-n :,a:i'kr/,l-a'"ct7, о| 4-r-- Ffr2,{s'?lr,- r, о}.

Причеш. естественно ввести следуюшlио дооцределе нuя l m,Qе{а|-- О,

,-r:П 
{Ф} - 1.rrа. . Критериеlr окончаЕия..вшtlисления ф7нкчпrr' 9 C.ll

,,охеть сл.ухt{ть вшполнение равенства аОС2*> -- А или веравенст-

ва 1i-1-< ДХС" . В__ первоrr слуtlае 1О полагается равныч J* ,
во второu - равншlf rI .

Провелеч анелогt{чнше рассухдения для задеqп 2. 3апишеrr дпя
нее функцию ?а) 'n fL rL

Е а) : ruца С 2. c;,rr- ; 2 q с),): rT-La_r. Z1c;-,Za, l.r . /g/' (f),(6) j=4 4 О j-l 4 О ý),(Фj=l О

Отшскание тоqного энаqения функц}tи /9/ явпяется столъ Iе
трулной эадачей, qто и роrпение исходной Е3] , поэтошу ограничиr.-
ся приблихеннцI вцttислениеч ее значений iСПl . При фпкспрован-

^ ZrПЪаrll:T



о двIrх зедаqах дпскрствой оптпrпэацпп 2q

Hol. Х, бупеч ctlиTeтb, что отношеЕвя ry , j-fj. r упоря-

дбtенll по невозрастенпЕо Еайдя вектор а?Иr/ruБ , n 
;*;.;+!) ,

где индекс rп(,1.) определяется условпе" Е 0;< В a ,4 еd t

полоIиш rп(х) rtlcx) 
j -'| О

F,сD: ,Эr, - lZ а;- coc,ll -hа.Q)(,D.
dd,

Рассчотршч 
"рЪФ"*" 

бунiчпй /DС,U , OGlLl ! этп функцчп

a

у.:fuчlц - *Ч+Ь , f{i, 
.j*o|.

обозначпr. l2.- 
ryц,|ч 

, i 
'i'эrr,ft!пrо{оо-rоrrilЦ 

+zrn} ,

Полегая trrrro--Ljio- и__в определенип 2i-, , 1i-, зечэняя эне-
чевия а(')СD ве а(')С2), по форlryле /8/ яаilдеl Totlкtl ,1к ,в

но возрастаптi кусоqно-пинеfiнш п Totlки rх разрцва rц)пнадr!еIат
чнотеству

которшх rtоrет понядобпться вшqисленпе.значонпй функчпп iCZl
cqeтa uoleт слуrtтть вцполн9ни9 нэравенстве

Итак, аадаqа r (задаqа 2) lохот бшть решена rцlвблиrвнно вл_
горитцоI , состояциll в вшqпсленпп YCrDCfCb) при эначевпЕх парi-
четра ,l , определя€Iшх соотнощевпэI /8/. Ссаt проl1зводптся до
вшполн€нпя равенства оС|)С,Х,r): Д либо неревенс?ва 1!-2'- <
ql,d"Crl!-2i <A,Ze). В каqестве прпблиrенЕого решgнtiя аадачп
t (задасr 2)достатосно вэять дерово 9r" (эекtор d(X,ID .

з. об оцонка:к Torrнocтlf полJпr€ннЕк решенпfi

Крптериеш оковчавпя
1:-2'к<д2G)

Проведеч рессJrrденпя, предполагая, qто все Х;2(1ц)
Еа.цлехацпе IHorecTBy &,n(9r) , разrrЕqвDr. 3атеш покаrоI ,

граниченио raoreт бшть снято.
Т е о р е u а r. Еспr X,i- 1; -< Д 2а), то

это о

где с ol)
г7'а2

Э ",-Z ", 
< с)r- {io ,ie9a2' iсЮli'

- trf{,*Сi n 'Я-- fr{*q

r ПРП-
что

/rо/

Л о к а з а т е п ь с т в о. В силу опроделеппя XL " .1;

q (,Х,2 - ?rоr,!, - 2'-?rr,:,

?аР- ,Э; - ri,P,r;,,

Z аl2zД,
L€е)"lЛк

.l иllееl|

Е
i€Ю.,.ак

а;4 А /тI/
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Следовательно, Яl*
Un^L: ( Uork' 

'

# ?rr, , Очевидво, что

иtO*r'П uo,,D)lJ( uалQаrtП uori>

Основшвеясь на теореше r работш Е5] r нетрудно покаэетьrчто

l%,,t (UоrkПцr)t: l ц lUDx)( Vоr,П(/*, )l:4,

т.е. сJдествуют ребра {i;,l;l ' aur; " {j;,Ё} ' Uor,

С, ВеСаши СУ u C;t соответственно, удовлетворяющио равенству

с/9/*: ( uorL, {ai ,il' U{li,l;l

' Leb4,. О L€ф. О

Д;r- ?оrrr: с1,- с1" € "!,L--12* .

Теореше I докааана, и теш cariшra, уqптываяr. что uаксиuальное
значоние целевой функчии. эедаqп r заключено llехшr велиqинаuи

Z с, " Z с; , показана оценка отклонеЕия приблихgЕ-
ie9rr' L€Юлrr-

ного рошенпя задаqи I от оптичельного.
Для оценки отклоненшя прпблиrсенного решения задеqп 2 от оп-

тиllального покахеш, что ишеет цесто

Т е о р е ш а 2. Если l'- -,Z'-€ ДТQ),rо
tL rпаi)
2 rr ri - 2-Ъr < r rS!,* , /I2/

)=l j =l

::1"r?--пЩ2"а 
чсd/,.,,, а)) - оптишальное решёнио эа-

Д о к q э е т е л ь с т в о. ДостетоsнО покеэеть справедли_

a

ta. ,.ъC,XL)

Zэ,;-Zсr 4сjо.,
"ý:; -ЧЪ <rL
i- l l=1

По определенuю /9/ функци}r ?а). , для любого

? G ) : r;f3,' P yj -rFа, 9 lф,l

l- rп(1'*) * l
yclil - f спi

вость соотношенпй

ние индексе

/L

F"";

/Iз/

/It+/

22.0

n; -1

Из епгоритuе приблитенного вшчисления fа) следует существове-
такого, что
) 4 cr -zLas .

rъýа
j-,|

-lK
fL

ý|а
Тогда

uJ nJ
d

з'|
а, rj-с

,fu(t') ,ttdL)

Pt -r;,4 Q) 4с, -1)а, ,
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Далеэ,,Qg? о по условпю эадачп 21 l'*>. О соглесно соотЕошэпrtr

/S/i ЧЬ' ,О по опродзловпD lL . Слgдоватольпо,

i:'' 
fr u "i-H"o, *,,- ri, rф q.i.ffb ) <с2.,

то€о tlll€€т Iесто Ееравевство /l3/.
Докехеч сооtвошенпэ /Т4/. В сплу нэравенотв 2;- 1;Ка2С')

" lrj#Xbjn ,где i#й, j#jr;LiJ,,Lrr'r€Fr,
полуqаеI

е ЭНеqПТ J

tncXll .nr2!l

}U 
: 
ЛQ ! €*с4,)+| - C*cxIl ,

,aCXL) ,,ъ(,Х:)

?_r' - Рl --C,,z(x,.)- C^Gkl+o 4eS!.-

Такпш обрааоrr, устевовлена справdплпвость Е9ревэвств /ТS/,
/Т4/ п теоречш 2.

Еа rrршшоре аадеrrп I покаrеr, кек Iоrэт бчть свято огранпчс-
Btlo, заклюqвпцееся Е нодопустrIостп раЕенства Lie - Lire, ,
i: i1, !- !, i 2;2 , Хцlr€ У4 .

Для атого веобходrrо цродолrать работу алгорrтIа по ва:хоIдо-
вш5 рецеЕlя данной задаtlп, еслп найдется такой пвдекс, qтo

с: -2'а:) С: -2'а,-... -Cic-Х.'а;r) rцrr-Xbir+r,-'о 
_о "о 9f ,1

прпrr€I для ,lx " ttr соблюденш норавоЕства
сц - iiац > с2 -tia;, , Сй- Цац< СЕ - Xfra;, .

llltаРаIеЦ) i, ОЦРеДеПЯЭТСЯ СООТВОrеНПеU

Z с!- Е с;
iebl* ' iega,*- 9,,4к1' , гдо п 9",.{к удовлетворя5тZi а,-
ie91* Д"r,

/IО/ п /ТТ/ соотвэтствепно.

Бупеч вшqпслять gtr fa СХ.', 2*t , где

I Urr(X) ,, если J( а лпбо l).!+1,
E7r(l', 2) - l аrr_ g+a(1') , еслш /d |dZ-2** |,

t 
еёЕ_rе_о.+.tl( 2 ), если €- 2**2 < g< е,

по определевиD. обоэваqпr "ЖF 
f\,rr: n,r:r?ur.|i-r'e,*

3десь

z,-1rl,r-1*l, Kl 2,,
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rДё 
0i- -а{f{*-fuААr.# - 

"о},
0'*4 : ,!i2f_,kr|Br.-* - 

^, 
оl

s rпjп {фl: ё+.l,- ,nai{p|: о .

Еаf,дя Zb : Z'i , i:Эф€L */ 
"""дg. 

обоэначенпя:

|rr, ' 
Х", L'2), если l4 t - 2'^ лпбо ý 21u"+ l ,

ёrrсХ',ц) - lеlrrrtХ^, 1hl, еслх С - 2'р+,| -<ý 1pr-l,
' 

|Eru,^cX,',2'2), 
если g-pr

rпдФ 2а, (l', лuо) - U с, - л'Z о.: .

DеG Lc3- ' -' |' КDл?,r iсЯл)u.r L

3десь

r,: | - 0'р' -] TL, рtr:рl-, |U+|r,g^ а. аi-А),f>2,
*t?,р-1

Дапеэ, булеш вшtlпслять rпаВ ]*a, С Z", ,/ц,r) до тех пор,

поке f <,F r гда 
"F -э'z:!!?rr' . Дерэвья &r.ni ," Ю"'+;

Ф:Э -4) Оудут отлиqаться лиrпь дЕу..я ребрашиз lJr',Jil" '
{ 
j;, i: } , т.е. путеll вшqисленшя 5 э!1 (SG JИеtl

""iio"* *:r ?r"Еrс2', 2*) п жf Аё; c2',7"l

,

снято ограЕичение, не догтускаDцее равенства
i -- L, , t-!r.

а_аpic - lil€l прЕ

Э е ц о ч а н и е. В практическrх расчётах не обязательно
Пользоваться только что разработаяной cxerroЙ цродопхенпя епгорl!т-
la. Цслссообразнее незнаqштельно паr.9нить анаqенпя волпqпн Ci, ,

ай i Cir, Оц_: ;^.Сц, Oi, С Tcr., sтОбц средп Хrrrr,

"l k:;" "7r #:; . ]:,::: ":X,j :ж;;:';; 
" "... 

n,"-

Рассrотриш две окрJгrностиi проходяцпе череэ точкп (Сц, ац) ,

(Сц, air), ( ci, , QiO) " (Ci.t , ац), (С;r, Q;r), ('irr, , Qil+, ).

Пусть (o.t, Р,,) , (о.2, Р); UeHTr" rlr
радrусш. Обознечиц т -tтlln 1Т

.&t
Fz R:rаа*

& п р2 _ tл(

t, &,&)
Новцэ величинш tCr,Oirt rl=Г,Ьtl, исполъзуеrче вI€сто (Сir, Оlr) ,
опрGделиr. следJпоцпш образош: сц:сц.tц " а;'ац.tЦ r ГДё

*/шоrrо покеза15

Z"ft - Z'ft:1
что при i -Jteg|E пllеет Iесто ревэнство
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N;r- ,са а;r+ р,сз) * ((а а;l* f сi?'-<сi+а'ц><а'+ё-ёf<сi+ airi' .

Еетрудво проворпть, что сР€дп отноченпf, ?-У ,.К1,1'<!,l#l',
нет равншх. *r| n'l'-

4. О трудоеIкостп нехо?понrя прпблгrеннчх репенrf,
задеtI I п 2

Для оцэнкп трудо€Iкост, решэнпя зедаqп I необходиIо анать
трудо€llкость реt!енпя з8дачrr rftа.а 2 ССЛ> цр, ФпкспрованноI

Х, п qпспо энесевпfi ,1' , fff -#f"; оо"r."о""о решаrъ ату аа-
дачr. Еаfiтп lфо? 2 аСll r.olнo нееколькrrtп lетодаuвГаrВ]l9сб iс9 -
одниш иа удаqншх явпяется алгоритц Прича Ее] с оценкоfi числа оп9_
раций lt*ruz r объеrоr паIятп {Е- П ячеок. Кеково количество
обрашенrЙ'к работе алгоритIа Прпrа? Ответиr на этот вопросrсчп-
тая, что веса С; ре_фр греФа б п_.пк дrtхнш О1 - аелuэ. По
оIц)еделеЕпю велrqrн 1||!о- u АХСа' , с уqетоu l"noo""n"""o"-
тц Ci п ai, пч€еI 12* < с:Ь п д,Ха'>( aI|L)' ,

где о2q:,-- ,tff а; . Так как црп вшtlисленlrп ,ZK по соо?-
ВОШеНПЮ /ё./ ПРПIОНЯеТСЯ ЦеТОД ДПХОТОllПИ, ТРJrДОеr.КОСТЬ ОПРе!ОЛ6-
нrя пареuетре 1: r удовлетворя'цего соотношбниэ li-,O'*<A/':
.oIeT бшть оценене велпчпной 7 ФrrliLn .(aI|o,n)')E. Следова-

тельво, число операций Лtц , тp,еблеrrое дrl_я rцlиблиrенного решбния.
задаqч,I r fцениваотся 

веrrичиноf, 1tl * п2/о8t ,*tде t-.rTa.*ta(h,
CXon l . Очевидно, сто объеr пашяти Л, составляет'-rа

ячеэк.
. Трулоешкость решенпя зедаqп /Т/-/2/ являвтся ниrней оценкой

трудоеr.кос11 решеншя задачп I.СледоватольноrтрудооIкость rцlrбпи-
tенного ропtэнпя эадеrtп I опшсаннцI rц)пеIоI отлпtlается от нпrнаfi_
граrrпцш r.ноrитолеI Ц t

В работэ Е5J Еахоrденио дэрева Я,zО лля прпбпиIонного реше-
нпя эадачп r ос5rществляотся перебороl точек шноrества 8, , в

реаультете qего оценка трудоеlrкостt розрестеет до *ПlЬgП

операчиfi прп пеuяаg - rЪ2 яtlеек.
Оцениц трудоеIкость приблиrенного решения зядечи 2. Для по-

лучения этого роIltэнltя требуется вшчисля?ь функчию | CD при рез-
лиtIньпк знаqениях параIетра ,х. . При фпксированноч 

^ / 
внчисле-

нше |CX,l , требуюшее Jrпорядочения величuн ff- по не-

воэрастаниюr llожно осудествитъ зе -rЪЧП опfраций Е7] . Вепп-
qпнш tJ^п п А /- оцениваются следующиr образоr:
x,k* {Е!; "-,l- п a,t\ca!o.' rHnl'-," ое аý)-: ц21 

а,



п в2".- i!ffi бj . Это ознаqаетr что Функчпп_ |СХ> лос-

l'b - lФ' раа, где l: .na* {О, а'!о-,таточно вцчпспять
Ь::о*, CSlo.

лп

}
вого решеЕия задачп 2
При атош достатоqная
те порядка, что и дrlя

3аrrетпч, что трудоечкость полуqеЕия rцrиблпrенного решонпя
эадаtlи 2 отлпсается от трудоеIкостп упорядоqонпя п. чпсел пп!пь

Iно'пталеI h!t', где l': паа{"2_, бSrL*, &rj| .

В ааклпсGвпе автор вцраrаэт благодарность Э.Х.r'!ruадп'з8 по-
ставоЕкJr аадачп , постояЕное вниllание к вцполновхю дапной работш.

Поступила в ред.-пзд.отдел
8 февраля 1978 г.
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. Следовательноr тудоеIкость rцrпблихен-
оценпвается число|. операцпй 1tr^, rъЬg2l' .

для реелпэецпп алгоритше пашять tt, того
ц)ененпя исходной шнфоршацип.
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