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о зАдАЧЕ отшсШнl,tя гАшильтоновА циIUIА (контУРА)
ПРИ ПДЛИЧИИ ЗДЛРЕТОВ
А. D{.Сердркоэ (Новоспбирск)

Пусть аад8Е fI. -верпuнншfi неорпентrрованншй(орпентrрованншf,)
граФ G-(ХrЦ) . П;rстъ текrе зедева спстеlrа подIнохестэ ХёХ,
4 -1 L4П., l['l< k , для некоторого натJп)ального k , .lС<П .

обоанаqшr tlepoa { цвоrество взапIно-однознаtlншх отобрахенrrй пз
Х*:|,t,Z,э,...^,fu|" Х такшх, qто

{ci.l с Х', l<i<rъ, п/
c/ci>, {сlл e/t, 4< L<rъ, j,=i{lсrпd.ru> /2/

дЛя любого /'F . Задаса I состоrт в.отшсканпп хотя бш одного
текого отобраrевrя. 3аrетиш, tlтo пptt lХ'|:П., l<i<rъ,,эадача r
совпадеет с зедечэй отшскенпя гешильтонова цикла (контуоа) в н€-
орIrэнтпрованноtl (орцентированнон) грефе б .

В работе fI] рессrатриваласъ еналогичная эапача(задача 2)во
взвепrенноu графеr гдо выбиралось отобрахенп" {С ? :

olc{, -- 
|< ilп' fir, r*.rdc{col' /cs D : й d с{ ), /з/

d.C{Ctl, |ci> - Е€с ребре (дугш) 4О), {сl>с U. . Ter ,се бы-
ло установлено, что эадаqа 2 относится к tlислу полиноra}rепьно пол_

ншх rцlоблеll при k> Z
В настоящей работэ исследовеЕн две случая эадачи I: k:2 ;

h> Э . При k-2 построен алгоритll с трудоешкостью 0аЭl
операшиЙ (арифrrетиqеских операчпй лпбо операций сравнения) . При

h> Э установлено, что задача I относится к числу полиноllиально
полншх rц>облеl.

ý.I. lлгоритI реrrенпя задаqп r прп k:2

АлгоритI будет описан для классе ориентировенншх грайов, по-
скольку зедече r не классе неориентированных графов легко сводит-
ся к эадаче I на классе орt{ентированншх грайов (достеточно ках-
дое ребро зашснить парой противополоrно ориентированншх дуг).

Итек, заданш /?-в9ршинншй ор.иентированншй граф 4:(Х,U)
и систеIа под,нохест ь Ха= Х , li'l< 2 , l< i€fo_., Построиr.. дву-l
дольнцй неориентпрованншй ryaq G:(Xo, Х,Е ),,"л"l)фi,r>/сеХiki<л)

тL грефе U вцделиlr особше ребра7L1,|L2,..,,Фрu блокuQ,Qr,..,х5.

a
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Еапоrнпr fIЭ r что под особtI реброI повпIае?ся ребро гра(Dа Е ,

котjlrое црпЕадлэlIт лпбоrу IексrIалъноry перосоqэт8нпю в графе
G , а под бпокоI понпIаатся бпок, опредблеЕншI в Еа] , которшil

содэрrпт пе lcнac двух рсбaр. 3аrотпr,: ,tля того чтобr аадаqа r
бчла раареrпчоf,, нсобходllо, чтобв в графэ а суцэствовало со-
!овЕспвое паросочaтепlэ. ПредпоrоtII, qто ато усповп9 вIполЕопо.
Тогда ребра прбого блока-Qi , /<i<! , Iorнo раабпть не два
паросоqGrеп"л, ф,; , а2r; ,ll лпбоэ соЕерrснпо€ паросоtrетеRпэ
в графо б вааrrrно-однозпачно опредсrrэтся вабороI IаксlIелъншх
перосочетавrf, (по одвоllу ца каrдого блока), совокrпноотьD особшх

ребер EI] .

| О п р о д е л е Е ш е. HaaoB€l допустrIцI ппбоэ паросочэта-
|"". Феil. , для которого Е.,полноно спашrDlбс Jrсловig;
I ecn{i о),(j,IЩа, l< i€rъ, j-iнrrпа.п),iа(q,22)€ХL./4/

ё Постродr /2 -вэршпЕнсй (rтъ:25) неорпевтrров_аннчй граф
G - dr*&) с rнотеяIвоI вар]пв l rч-|-,/,2,5, . ..,fl} " ."оr""""о"

рэбор И | ilr,€Й tогде и топько тогда, когде i{jCrTzdll
, n"po"oa"r"""a'U

QUdbrUDin, эсл, 1<L, j<5,

I

D-

ДОПУСТИIО

Учrтшвая
в граФэ

l Л е I I е I. Для разрошtIосггх задеqп r необходпIо r доств-

|,on"o суцествованrс клrк! Iоцностп J в графе В
Д о к а з а т е л ь с т в о. ДщgЕ9щ. Пусть(-([,1,L2,,..,iз)

- некоторая клика чоцпостш J в графе С . Постропr пapocotre-
тенше а вграфе б следу!оIrIобразоr:

^-D"u t,Й 4| , где ,=[4,i 
1 ослх ?,- j,

ё l-
Yr;,, "'n" 'j-J+l

4<L<l1,j-(fr,
|<j<r<i<п,

/2/
и

й,lС а, 4<j-<4,

цrl,jс 7, 4<J-<,J.

/r/

, получиll допустпraое еоввр-
. В этош слJrчес небор

{съьz, l<i< п
ценное паросочетанrэ
вершин

(

|'i/" 
:

Е,UЕцrU'rrу ОСЛi

4 U DцrU Di,, , эсл,

QUDl,rU Фj,r, 9сл, 11 t, j4 rП,

в графе а t tлв 7о-(а,4,.,,,iр). Спревэдлпва

/ц/.
(,

/6/

/5/, пвtко покезать, что перосочетанпеi7 допуGтпIо
, плlt, что то re сеIоэ, отобрахенпе

|Cil:*., (i,э16 fi, 4<i<rъ, /?/
удовпетворяет /I/ r/2/. Достетоqность док8з8н8.

необходпчость. Пусть |'Г . Тогда, полагая (Ц*>СФ ,еслп
, и учUтшвея
а в грефе

l, бслll

jt!, асля }

v

t



о зецече отцсканпя геIплътопове 59

обраэует клпкJr в грsфо 
'F 

7""^о" нерJrшео"ся /5/) .Леша/докааане.
Оппшеr еrтгорштI свледевия задачп r к зедасе отшскеЕпя клпкrl

цоцностп ,J " грaО" Н . Алгорптш cocтotiт пз_чатЕрох этапово
I-f, э т а п. Строптся лвулольншй греф 0 по првЕrпаIlопtr-

санвцI вшше.

2-il э т а п. Проверяется нелпqпе совершенвого паросоrrетенrЕ
в графе б 4о"р.пrrольно опрэд9ляЕтся набор особшх ребер и бло-
ков). Еслп такого паросоrrетанпя нет, то псходнея задаqе неразр9-
шпIе.

tконгу-раl

3-й а т а п. Испопъэуя /9/,
ЬЙэтап.Есливгрефо

с,х(,

которшй набор Еорlпн Ki-, Еслп пабор вершпЕ

обраэует поrtЕого подграфе, то в графс
i1
l, не

тропI rlЪ -эерапнншИ граб б
но сущ€ствует клпкп Iоцнос",

1 , то исходная зедеqа нераз;lешrrа (леIIа r) в протrвноI слJr-
tleo по раfiленной клrке (алгоритr отшсканrя клпкr чощностп 8 в
грефе 0 будет оппсоя впхе) r псполъэуя /6/r/?/, cтporl доп}стr;
uoe реrонпе аедачп r. Алгорштч оппсан полностъDо

3еlЭТпu, tlтo трудоеIкость оЕпсенного елгорштIа св$евшя эа_
даqш I к зедаче отцскавшя клпкI rоцностп ,J в грефе а нэ rц)с-
вцшает СО2 операцпfi, гдв / - "е*оrорая 

констептао d
Алгорптч огIскенпя клrкп Ко Iоцностп 

' " "р.6е 
б со-

cтorт па l<Ц одЕотипвшх шегов. Еа каrдоч Еегэ отчскrваотся
(как rrпrrл) одна вер]хна, прпнадлеrецая К, . Каrпrrй шег прод-
стевлявт из себя [ <l элеIентернцх ш8гов.

T-fr rдat(1<,i10). После работш i- Л-го ща"i Ве-
пе

клrкп

)

IоцЕостп J . В aToI случао елгорllтI закацчпвает своD работ5r.
В противноlr случае полага9I K'r_rg К, r JrдаляеI ЕерпшвЕ

Kil U {y/n' K'i_.t, !|=1 +а7Йаrrъ,,r}"" r"*"цего подграфа

h;_.t .оВ резулртете этого полуqпI н;которшй Zд' -эвршпнншй
подграф b'i (на первош шагG полегаеч Б,1: 6 , rЪl:rt1) . Опп-
шоll работу i _го шега по алеrrентерншI шагаI.

i -й элеrgнтеэвцй шаг (/(i(l). посло Dаботц j-,| -to элеllен-

"."" ООР ЁqРШИБ -J,- L*f , *2l...l*J !'
Еслш вепшпяа #l, но сIеrне с н€котоDой_воршпной из шноiества

$uU|-Y, 'а" , то полег 
^е" 

Ki - {yr\, !,F'r+o@*frl a
::::::-3':"::,"";:"1;:,"-;;fi н;]ii,":::::!У:Ч"У
IaHTapHoI цаге полагасI Jr_- l?t ] rл_гд9 С1 - пропзвольная
воршпна текJrцего полграфа 'ai , 'Е!': 4r{rn,!n|, И=r.r1l1fu6,,
то полагаеч Ki - Ц, и переходпч к i*,| -"у шагJr. Иваче пол8-

печ |,+,|: 

'U{";*nl 
r гд€ и7,+l - аlу+J/ЙrП-).;?f-7.-Т1"

графа Щ r н€ сrlеrная с некоторой вершиной ". l7U|)J_.t^oI .

далое строшl| текущrrй полграф E!r'= фr{CJ*,t, Yr.r)"'"
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и переходпI к t+l -Iy элвIенLарJ9Iу шаг;r. Шаг эекенчхвается
ве Jo -" элеrонтарноIу шаго, |i!n'+ Р . АлгоритI звкенчива-

€Т СВОD реботу на i -r шаге, аrо: 
' 

.Мгорrтч описgtl пол-
ностъD.

"TH'-a 'il;lj:;,-
Справодливе сл€шпоцая
Т о о р е I а r. Еслп на н€котороI

работш оппсанного алгорптtе набор вершrн

ет полвого подгреi!а, то в графе а Не СУЩССТВf,€Т КЛrlКП IОЩ-

воGтх а .
Д о к а з е т о л ь с т в о. будэц проволить

с поIоцьп IетэIетпqэской пншrкцпп по i , 21ъliо . Прu L=2
TeopeIB сlц)аведппва, поскопьку тек5rшrй вебор вор!tпв ( ,оОраэу-
от полншй подгреф. В эточ слуqае текущrrй набор верЕпп К; состо-
шт либо иэ одной вершпвч 27 (эерлпва!п=аft!(gdrП)не lоrет
входпть нп D одву клrцr IоцЕостп J в граФ. !)rrлибо шз llнoxecт-
Еа lj текого, ч;о любая Bepltr'a поо*"ф. E\rrU{U/1.|,
!- Ф+J(rтrОdП|| clerнa со всеlrп вершпнаIr швоiества +' ..Беэ

оiраничения обцпостш l|oxнo ctlпTaтb, что кппке ,(о ,rопност'" б G"-
ли таковея супествует) rтрпввдлехвт вGршинш lноf,оств" К; . Прелпо-
лоrul, что Teop€r.a сцраводлпва пDп i: +<2 п клике (о I9чr99тч {
(еспп таковая сущесtвует) прпнадлеrет вершинш шEorecтB.tД Ku J .

Рассrотрпr случаf, i:,ar*,t. Возrrоrнш два псходе.
I) На ,аге i - / поп5rвенншй наdор 

"epn"H 
,(;' состоит rrз од-

ной вершпнч l4 (вершпаа]/.|=Фl+J(ftrоdrtЪ) не чоrот Pil?#T,|. У t
Е одну клпку IоцЕос?п d в греiDа El . Тогде, *""|Н'(NРl
не обраа;ет полного подграфа, не сJrцествует кликп Iоцностп d э
гра.фе а . В противноrl случао беа огрениqенпй обцвостп lrorвo
полоIи?ьr что кликg Ко Iоцностп ! (еслr- таковея с5rшэствует)
прпнадлехшт верItиЕа q . В стоl спуqао на шаге // предполохе-

" ";, 

; 

i:: :: :;Ж 
:,;,{',, 

з up:j"!,t ::?:IH р; 
" " -

! = e*tcйTzl}cuerнш С лрбоЙ вЪтlшиноЙ IHo;ecTBa |Pr:"I
Тогда беа огренич9ния обцвости llolвo считать, что клпке Ао чощ-

ностп 1_ (еслu тековая сущвствует) принадлеrат Еершпнш lнoxecтBa

{Д *;} " продполохения пндукцип на i - у цаге вшпопненш.

Теореrа I докаэана.
Прп оцэнке труiоеrкостш Работш опlrсанного елгорптlrа доста-

тоqно заrrетrть, что на каlдоI шаг€ его работч rlисло эетраtlrЕеф
tlll, операцпй сраввичо с чIспоr. р€бер в графс F п огренпч9но

чпслоI CtJ' . Следователь.lо, обцая трудоеIкость реботш алгорпт-

i'

I



о задеqб отDlскания гачильтовова цпкле (KoBTyDal бI

це не превrrltает С,,6! < СrО' оперецшй , Cf ,п С2 - нокоторцG
констентц. Такич обраэоч, rrш обосновалп алгорttтI с трудоеrкостьD

0 сrъ'l операцпй для нахоrдевпя рошенпя задечЕ I прr k- 2

ý 2. Спохность решевпя эадечп r прш k>e

Иэвестпо fэf . qто задеча отцскенrrя кликч lоцности/rz ъ 5rTz-

вершинноц .графе i - С l, iOl r где ftС_ tач t i{jcrtzodra- l ,
t(i, jlЭrП}, относштся к tlпсlцr полtlпоI!ально полн}пк проблоr. По-
Kareu, что поспедняя аедеtlа ЕолЕпоIrальво сЕодптся к задасэ I
прч k:3 не орпонтrIrоваIIЕоч графэ. Тоqвээr ворна

l Т е о р э lr е 2. 3едеqе I прш,t:J па орпевтпровеЕноI

l грефе - полпноIпельно полнея пр66леrв.
Д о к а э а т о л ъ с т в о. Постропш Е -верltввпшf,

(п,:2tz(rтt - У)) ориентировенншй граф_ b()(,Иl с llBoI€cTBoI
вершин К7{Сt ц l/ t<i< ZСrrЪ-l) lQ(m} . п"э""уt|орJrоI llпоrество
Еершпн Д нет5rральншrlш tlпспаIп ot 4 до п прп поIоцп отобраrе-
нзя 0'х-il !

а

! 
(2i- |l ) - g(2i,s')-,l, |1t lrтъ-/, /(41rъ , /8/

!(2i,i) : tej-,t,i+,l)-,l, /<7<i<rtl.,,/, /9/

gс2i,7') : 2оrо-i)О-.|)+4(j- i), f<ig'<rтъ. /ло/
3аrrетlч, что отобраIение !, )( 

-[ 
взаrIпо-однозв8чно€оЛегко

покезеть, tlтo

еслп (i,l,j, 1 - g-|c4 !-2), (ц,j?: 
rГ'|её- tltq) < Jz /II/

дляпюбого l , f<е<ф
CllcTera подIноIвстз х'

следJrюциll образош з

l|o|:5 , |4 i< rъ , задаэтся

Xi-{a,1 l, с l,s), с t j ) < ф 7 ь ГQ), J 
= 

|+/ 0а d 2 rа-2 ), t 
= 

l +f Gп od Zтъф. пz /
Рассlотрrrl rrнотества :

}
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аrг tdj,i),(i;,iDki44rl-g tчO-z),(ц,л, >- v/с4ёч ),

ij = 
- 

tr+ ic,tzod Ь z l, ф 2чrМzn-4 ikс:, ф *,д ф ut
а, ; {сt i,л l, о! 4, ll kq, s2 - { tИe-z 2 с 2, 7; l = g''cae - t L
i;-'й+кdzrп-Z)ф2+/(м2:а-2)/;kс;,аlt-а,r'il|Пэt
U"- {Ч * ), ( i!, 7 у) k i7, 12 : V'O bz 2 с ;r, r; l = gЧg € !) i,
i; - ц+|С"lаlZrтz-D, /<kф ,4j,7;+z*l/ |,; /2О/

Ur ;|Ф,l, ), с {, j)/ cia *> - V' сче -V i,' i ь-, J, > : з' t l С - l ),

ii= i +/(й ?r?"-z2 li= 2+zrzоdzтzЭliаС*,ал1,цrфrU
ilr rlс cl, р, с ii, 7; l)/ с ц j 2 : gЧсч е-э ), dr, 7) : gЧс 4 l j ), -
ti=tLa+ic-иjbra2iilZrvrыйJ2i*ri,al;r-,1,rфrzt

Тогда IHorecTBo дуг l/ в грефэ а задается следJrюцпI образош:

|L: {сэа,zr)/о.1, с"с Х| хс/t"Urr.rНоШi r. п/2з/
Обоаваqиш череа 9f, '."оr"отво клt{к лоцностп ftъ в графе t, .
Справэдлlва

Л е r r а 2. liеrшl IHotecTBaIп
но-одноэначное,соответствше.

луqиra

F"trсуществJrетвзапI-

iс>фсl,{сQ*"Wч

Д о к а э а т е л ь с т в о. Paccшoтpt{I К:(il,i2,..,,iл)еlt
и соотв€тстЕJrDцее отобреrени е {, Хп,-l'/,

( ск,t> , Lt:t, Кк<Zrf,-/), /<l<r?а,

с /og l с к,/ l : 
| 

с кr, t), ir: ta.a, к7 к* |(пvаl h,2 ) 1<<2fu- /), /<л<пZ, / 2 ц /
|( 

К 2, t ), i!: ё+ 2 *, к r= Kl2c raod LTz-z l, Ц teoTz- D, & ц rtz,

Докатеr, ,,rо'/с F . пп^ атого достаточно покаэать, чrос/сi2/gх
С il лп^ любого i< п , J' - i */СrтzОdп) , поскольк;r отобраrенrе

| удовлетворяет (r). -ПредпопохпI 
противЕое: сJrцествует Ко1 fu

тако6. что
(/ сК.), /Скr> У И , кr= Kot /1rTzodrt l

Тогда воэIоIнш два слу,rая заl С/СК.>, /Скr>е /l.
Paccr.oтpиI e)t,

/cK.)-6o,J), {cKa)-O41), цr | # lr{rrzоdZпъ-Z>. /25/
Лолоrпr й,,- j,+€о*rК, e.r{cl,z| . Тогда, используя /24/, по.

! kц' : (!о',72,

{'crr' - Cji ,J),

l! - J. * ёосrтzdZrтt -2 ),

Jj -- Jl + ёо(й2пz-2)
J

илп, учитшэея /8/-/ТО/ l
1:+/ = ljСrпоdZrа-2).

Послоднэе раванство протrворечпt /25/, l



о эадеqо отшсканrrя гаrпльтовова цпкла (контуэаr 63_

Рассшотрич б)i

_ {r*,) : Qoj), {скr)- Ql,)l, J;<i.
Полоrпr

ф: jo* с.rтъrХ, h:i*qr*cXC, eoe{Ql,z), еr, {etz\. /26/
Учптшвая /2Ц/, полJrчиI

gп.ск; - (to,jo), t = Jo- €rсrzdzrtъ-2) ,

i-''п' - (tr,i ) , t|,: J1 -ёrспаd2.тъ-2 ) ,
откJrде с учетоц /Т+7-12r'

Ко - 4Ео -2, Q-N€.-4 К16ф, irnCil.
Пол;rчплп протпЕореqпа с /26/. Еакшц обреэоl, еслr Ке7С rTO

;r , по"тро9нно€ прп почоцп /Zц/| прпнадлеrп" Г .
PaccroTpиll топарь l, F . Испольэуя /Z+7, постропч набор

вершпп K=(Ll, ir, .. , i.*) . Покаrэr, что Kct, . Предпопоrпr
протпвноеs сJrцэствуDт ,|</ra/;<r?-?- текпбi ч?о (ir,ii)С,К l

Liri, ,{ il, . Iýrсть 2;- j"t ёr. пz , Li:j,|+€2 * 
о 

,_ t , {o1,4 ,
€2 € |q /,2| . тогде, учптшвая /IЗ/-/22/ l нейдец lo , 11 /о<С|,

текое, что
Кt, Jio 

), с lj> У lt, l = to + е{оrдd? п -2 ), J = 
!о * q сd 2rтъ-z s,

(/o,jo ) :, vt le.-Z ) clo,j, ) : i'cl eo-tl,

шлп, что то I€ сеllое,
q ее"-2 ), / (4ёo-12-(/qlc/.,/), 

флсао,sr)= (/,7),ё,лD/а
Послэднее Jrсловшо протиЕоречпт /, F . Лошша доказанао 4
Такпч обраэош, при нахоIдении клпкп шоtiностп m- ъ лрефв 0

достеточно найти отобрехенпв /е F и воспольэоваться /24/. 3а-
Iетиш, qто/tпрш своденпп задачп о вехохденrи клпкп,lfоцностп /z-
в графе а к исходной задаqе всё оценкп сведэнпя полпноr.пвль-
ншс. Teopeue докезеЕео

Т е о р о I е З. 3едеsа r прп k-З на н€оршентtfровапноu
графе - полtlноllиелъно полная проблеrа.

Д о к а э а т е л ь с т в о. РассшотрпI эедечу I при,t=J

a

)

не орионтпрованноll. граф€ 6:(f,,/,t ), l/il:o', с эаданной систо-
чой подrrноr€ств )(е)( , |XL|:3 , /< i < п. . Построич tтъ-gер-
шпннцй неорпентировенншй граф 0r: (,lr, /,la) с IнoxecтBor. Еершшн

Ха-{z,(а4),6z,2)/е.,r{| , и uнoxocтBol ребер /tsjCcz,^,tц, 4) ,

C?z,z), z)/-, Xl .U Lcn,D, сч,2D/а#gt,с.,ц), Ul
Сrстача подIноilест" TlC- )l, , l-F1-3 , /Q'(rъ , зяцеется
следуюциI обрезоч:

li:yi, . j-зi1, l1ilп,
Xl.--((a,4), (у,,/) , 

(z, f )) ,еслп ХL-{z,Ч,Z), j:5i-2 , ,|< i< п, /2?/

Ij -(с, 2r, ф, 2),(g, 2)), еслч X'-ca,i, rl, 1-3i,,|<i< rъ.
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Пусть. '.Г 
-""оr""тво взапIцо-однознаqншх отобраrений пэ xrn----{1,2,Э..,.,rTL} 

" Т таких, что

fсЛrТ;., ,|<i<rп, /2s/

фi.>,!сlЦttr, j= if|GTzodrTil,1<i4rп-, /?9/

для лрбого /, F . Teoper.a З булет докеэеЕа, еслп установпr.
взаIUЕо-одноаЕечно€ соответствие Iехду r.HorecтBalu ,F П F
Усrтшвея /I/,/2/, /2?/-/29/, а такrе пспользуя результетш реботш

Еэ]I , поlцчпцr tlтo текrrl отобрахениеш, в частностп, является F з

F-F ,

Гrj, -
е, .f ci>: с, 7:1i-4,
t|, /{il - а, J':зi-2,а2, {Ci>:z, J-эt',

. Teopera докаэана.

,/<i< п. ,

4<i< п ,
./<i<п 

,

FсР -
В аашпссвпо евтор вЕреlеет бпагодарностъ Е.И.Глебову зе

цсЕвЕс соlетll цри наппсавшR реботш.

Поступtfле в ред.-иэд.отдGл
Зr января 1979 г.
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