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3едаqп оптпIальвого Jrпревлэвrя с огреЕпqсввяrl ве правв! ко_
нец (!азовоЙ траекторп, в кеqаствэнпоI плавэ tоспсдовевr досtitоч-
во полЕо. Осноrвпэ трудвостI q!слэвного рэ!6впя JrкgзеЕвIх аалав
сЕяаанI о JrrIoToI iDaaoвEx огренrqoЕпf, (веяввше огренпчонrя,пt уп-
ревленпе) щ)I неппqrr собствэнншх ограЕпqэнlfi на lrЕравляDlпе воэ-
деfiствпя. В настоя]эо врэIя ! этоfi областп пIэется опрэдславнпf,
набор qrслевн}rх Iетодоl раэлшчного характере l ст€певп обцвостr
ЕТ - О]. Как rцlавплоr в атrх r.втодех пгЕоршруDтся лпбо счптаDтся
тршвпальнцIrt оI?енпч9Епя не JrпревляDцпо воадеf,стr"". В атоlr оr-
воfеппх необходпrо вшдолIть IотодI тппа Boalolвшx наЕревлевrf,f6],
строго соц)апяDlхе на кеIдоI lагс пт€рацrоЕпого Ероцссса обtlо
огравrч9вrя Kalt на Jrщ)авл9вIс, так ш ва фааовIо пэрэIэнпп€. В Ее_
отояцеil работэ цродлагаD?ся вскоторЕе допопвптельпшв верrапrl Ic_
тодов подобпого ,ппа, которшс строя"ся пе освовэ Koнcтpyi"llвlx
форr прелстевлеппя нообходпrшх условrЙ оптЕIапьпос?п в рассIвт-
рrвеоIшI аадечах.

В случее лrноf,ноfi упреDляеIоf, оlотэrц rсслэдованrс аrдачп
rц)оэоштся Е ФааоЕоI про9треЕстээ коце!rншк еостояпrf, п Iотол рa-
rовпя строптся прпIоЕптельно к соотвoтст!упцеfi зедаqэ IaTeIiTf,-
чэского програIrц)ованtя. Кеrдая вспоIогет€львая эедаrrа Iстода
связава с отЕскавпэI содловоfi тоqкп для бrлпвайвоfi (!унхппI на
ПРЯIОI ПРОХаВеДбППП IBOIBCTE0 ДОСТПlПIОСТ' Е НеКОТОРОГО IEO8O- .

гревнпкво Исспедовав вопроG о сходrlостl Iэтодео
В случас нелпнойной спстаIш с поIоцьэ ковструктrЕнII варп-

ентов прrнцrпа IaKcпIJila l ого следствпй раIаэтся зедаqа JrлJпве-
нпя допустrIшI упраЕленtf,.

ý r. Задаче управленiя Е лпнэfiной cloTero

I. PaqcroTprl заца,rу, оптпIrаацrl
J(Hl- fo(B(l1D t ft7lrL

ва траекторпях лпнэfiноf, 5rправляеrоfi спстсIr
i:14G)о+lсllа+ сd),
Ф : (d/, ....,Zrъ), ?!F(af

/т/
J

Z(d)-zo,
... ,2z)?



В.А.Сровко

прп напч!rпп огранrlченrf, на упревлоЕпо

шcllcU, tо4 / €l7, /з/
п правшfi конец фазовоf, треекторпп

,1(/|)€Х={е:?i(z)<0, i:{.. ,оr}. /4/
Булеr счптеть, что ФJrнкцп" ?i, i=4,.,,t7r, Е /Т/r/Ц/ дrффе-

роЕцшруоIш не Еа 1 uатрпtlЕце ф5rнкчшr А (/lr 6Cll, С (l) кусочно-
непрершвЕч uа |dr|7 , область упревпенпя UCE. -вшпJrклоеr

коIпактное IBorecTBo. Дополнительпо к последнеIу прэдполегается,
qто эедаrrа IпнIIпзецпI цропэвольЕоfi лпвеfiпой функцпп на lfвorecт-
Dc а доrтускаот э(!фектпвное (еналr"пqэское ппп чпслэЕноэ) ро-
]евпо. отчетшr, что ато акстреIальное своfiотво IEorgcTEe U ,n-
ппqво для пршлоIэппй п фектпсеокп ознеqе9т, tlтo в огравпчiнпях
/2/r/э/ логко р€шаатся (неrцlпrер, с поIоцьD прпвцппа шакспцуIа)
пшвеfiвая вспоIогатэльвая задаqе dъc/rl-rald? со свободншч
правшч концоI.

Класс допустпIgх упревлевпЙ опред€лrI кек IноIество l, -lep-
ншх вектор-функцпf, lLСil trространстве /[DГt,t13 ., удовлетво-
ряDцж уаловпп /З/ поqтп всDду Ее Еt",ёrJ . пара |HC/S,z(b|,
tо < l < l/ , обрезует доrтустпrшfi rц)оцоас " ""д"оЪ 

/I/-/4/, '
вслп 71-(t)- лопустпшоэ уцревленпе, Z(/) - с,оответствуDцая эry
в силJr спстеIш /2/ Фааоьея траектория, вЕпопняDцая ограниq€Еи9

/4/ .
Прпшеr Taкre, предпопоrенпе о невшроrденвостп огравпчевпй в

п/остевпенной э9дачэ: t?LёХt' ё rt сJrцествует до]тустпчшfi прочесс

|*ё1 aCDJ с усповпеI .z(ф)с /r"ёХ
Для исследованпя эадаtltt /Т/-/ц/ пqройлеr к ее KoHorlHoIэpBo-

IJr аВаЛОГУ, ПС,ПОЛЬЗУЯ ПОНЯТrе IНОХеСТВе ДОСТПf,Пr|ОСТR.

2. Iýrсть РС. Еп - чнохество досТпrпIостll cttcтeuu /2/
к UоIопту вречонп t/ в rц)пнятоI классо допустпцltх управлениil.
В нешrх условпях € - вшпуклое коIпектное uHoIecTBo, обладапцее

укаэаннцll вшше экстроIальншI свойствоч. Специально вшделrI, кек
неособrf,, случаfi- Р - строго вшпJrклое IEorecTBo, когде Е сис-
теuе /2/ прв огранrЕопшtrк /З/ ьuполнено извеЪтное условпе Побц-

ностп полоrенrя", геревтирующее отсутствпе особuх управлепий в

поставлеЕной эадеqе f7] .
PaccroTprr соответствуlоцуD /Т/-/4/ зедечу IетеIетпческого

прогреIшпрованпя 3

gB (вСа), 6:{сеР, tсz)4 о, i:/, . , *} . /5/
Отrэтrl, qто по прэдполоIенпD эдесь вt|полнено условгб Слейтера

RПопtt,1ёё.
СфорrуппруеI условшя оптпIальности Е эsдасе /5/.
Дlrя всякоfi доrтустпIоf, точкп Z€а образуеr IноIества

}

1



К Dешенип эадаq оптиuальпого упDавлания 67

ГСо> = { О, ic С| ...,'rт?-) : ср, (r)= О|,
Рсr> : )ono{oyoc-l, ic icc>} )

Т е о р е lr е r. Если ,?'- точке локельного r.инишуша в за-
даче /5/, то

2сz') : gt;нЁ) ?'(- -о)= О. /6/

До ка з етел ь с т в о легко проводится от протЕвного.
Пусть 2(Э')1О и IrHпrryI дост,пгается в точке ЕС Р . Тогда

VFi(z*)'(E-a')1 О , Lcr(z*) r т.е. веправлениаZ-z'
явля€тся подходящпI в тоqке .Z{, что протRворечпт условип тео-
р€Iш.

Используя теореrrу о цlпишаксеr услоЕше /6/ чолно Ередставrtть
в двойственвой форше:

2(о') : п7аz zziru v'(э-о9:О. /?/
ч€ Р(з) z€Р ч

Проведеш обсухдение критериев /6/ r/?/. Как принято, воякупt

точку .r*€а , удовлетворяюцуD необходшrшх условшяrr локапьного
r.пниIуIа, назов€ч стацпонарной точкой задачш /5/. В отношении ус-
ловпй /6/,/?/ шше9т цесто обшчное утверхденше о достатоqности:
еслп функцпп 9r.(*), t':Q...,П, вшпуклш на Р , то любая стецио-
нарная точка есть рещенце задачu /5/,

В совокупности соотношения /6/,/7/ lrохЕо сфорrrулrrровать одь
ниra утвершенrеI: €сли .z^ - тоqка локального lDtHпIyшa в задаче
/r/, то седловое знаtlение функчии V'(- -а') не цнохестr"Рбz)х,?
равно нулю.

Условпе /7/ представляет собой, по cJшec?By, экстрехальную
Форц.у обобценноrо правпла мнохителей Лагранха лля эвцечп /5/.
В саrrош деле, пусть шакспrуra ь /?/ достrгеется в точке ?t'€Р(Z.).
Это значптr что

?*?- - Е')>/ О, .zc Р . /в/
Поскольку

то неравен .,"о, {, ",":?::::::':" :::" ::?:х.!:':"
лес,е /5/. обратншй переход от условшя /8/ к /|/ проволптся такхе
элецентарно.

Такич обрезош, форrrельно необходичые условия /6/r/7/ эквп_
велентнш превилу ннохителей в зедече /5/.

Конструктивнце воэllоIности условий /6/,/?/ эаключаrотся в

следJrюцеr.. Пусть в некоторой точко -Z'с о условие /6/ не
вшполняется: |(Z')<о , прuчеч шиниraуr. достигается не эrlеr.енте
Z С Р . ТЬда вектор Е - Z* является подходяпиll напревленп-

еш в точке Z' . Если ,4 - "rро"о 
Е}rпуклое цноrество, то лля

?



68 В.А.сэочко

отчскенrя подходяцriх направлэнпй сохет бшть rспольэовано условпэ
/?/.В этоI слJrчеQ, еслп 2(а9< О п пара qra) реелпзуэт
IaKcrInH ь /?/, то Е - ft' - подходящеG наrц)евпеншо в тоqка @' .

Этот фект яrляатся пряIшI слэдстЕпеI необходпrвх условпЙ сексх-
IПНВ.

Прпвэденнша утверIденпя п полоrшtr в осЕову чпсланного Iоtо-
да, которцf, булоr стропть в соотв€тствпп со стендертншIп cxelaltl
чотодо! !оэIоIнчх напревленlй в raTeuaтrrlcoкol програIIrроЕанпп.

з. пусть ОКе Q , ёл) О ,K-Q/, ... . Образ5rэш IEol€cT-

Ir: r(oK, ёr, -{О, ое(/, . , /?-L) : fi(rК))- -€к }
Рк :Р(о", ёл)-соп.29 tvп.(.z{>, l с ZK|

Решаgr одву пэ вспоIогат€льнDlх аедаq (вторая лаf,стьуот в неосо-
боr сл;rчае) l

ва

ZK:2c**, e) -#F
ZK: Z(o*, ё.r:ffi

tIусть точке 7r рсалlэ5tст ПlП
Следmпая пера (€'*| ё*+r,
I) еслч /*) - ёл r ?о

rтч'(--э'),
zia 7/'(- -оК).zеР "
э /9/ пл, в /IO/,.

ваходптся по праDплаI:)

/9/

/то/

/тт/ё*+.t :р€" , P€(Q/), .эК+f - ЕК,
2) эслп ZK1 -ё*

r :3-K+t ,к ,

rTO

оКН-z*7 оt (ZК-.rК2 а."с (Q Д. /Tz/
Обсулпr этJr проц€дуру. Прэrлэ вс€го отIотпI, tlтo по сIllслJr

эадаq 197, /То/ в слу,lео 2) вектор р*:Е* -,,zкяьляется полко-
дяцпI напраlпеЕпэI в ?очкG y'f, , прпчел

VPi(z'P"€Z*, L€Z*. /тэ/

Лечrе r.Пусть
С : ra,a.z

щ, ilrz,zzlЪ || v П, (z)ll, uщfох а - /ll

.[ля вшборе шаге d.к ь /Т2/ IoIпo в прпвцшпе пспользовать
лрбце способшr гарентгрупцr9 трэбования .эk* а€ Q, gco К+ O<clgco5,
.[ля опрэлол€Еностп BoabIeI за освову, ЕапрпIор, споооб условного
неlскорgйшэго спускв

а* , чп(в(аК+d.У)/о<а,< /, ffc.z)ocpg<Q l=4 , . .,п./тц/
Пероf,пеr к вопросу о сходиIостr давного Iотода, опграясь на

соотвgтствуDцпе роэJrлътатч дпя анелогичRltх схеr Г8 - Io:l .
Доказетельству основной теореrц о сходlflостп предшвствJrэт

РЯД ВСПОIогатепьнцх утвэрrденпй. Прп aToI оговарпваDтся ппшь }с-
повпя, дополняDцпс сделаннше в п.I огренпченпя на п8раIотрш зе-
деtlп.
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к пешевпэ эадеq оптпrальпого упревленпя бq

ш Ее UHoIgcTBe Р пIеет rrесто условпэ Лппшпца

Еслп на

вЕполняются соотношенпя

li.qcal -vfiчDll < а ll e-7n, i=4 . ..

К -r шагэ Iэтоде Z*< О , то дпя всох

d €fо,рк7, ;;- пziп{' **, 
""^rl

,fu. /т5/

a

оК*арk е @, $(сК* ерr-%сz9<t а.2^ /16/

Д о к е а а т е л ь с т в о. Так KaKa,CfQfl t ,то.zl*РЪ,?,
Для i е rк в Jrсловпях пdr.Iц ичееlr

c|iGъ,K+olpKl:cpr(aК)^+a|?;c]*+ q пУ)Т<-ёк+ о.ф < q
o<Q,<z,

Еслп, i,B I* , Toi псполъауi пввэстнJrD оцовцr fB, c.I65lI lr нера-
венстве /I3/ l попуtrеоI

?; (оК+ а.р*) - рсо') <алF/(aulp+ ff'lCan2; !"rэk/*l_
В совокупностп ц)rrодпI к соотво]евпяу- /16/.

лerrra докаэена.
l Л о I I е 2. Для всякой Totlкп ZС 8 вайлутсq такп€ Еtrсле \

l уrО, f> О , qто для всех есf27l,.zеОs-|.zсО,|z-а<ф
Ь""", Iec'o вклк}чевпе Р(э,еE,PCEOl-. '

Д о r 1 з е т а л ъ с т в о. Вшбэрэl / " 3 такrI обраабr,
qтобш

п.сZ)<-2J/, iZ fcZ,ol,
ltё) - рс.r:l</, .zс О;, i-|...,п.

пусть теперь €€СQ/) .с€Q{, ое I(4Ф. допус"пI| qто

L€r(a,2). тогда
с0. СZ ) - у, Сz ) * tуо cel -7, сz >)> - е ?> - 2/,

tlтo протшвореqпт вшбору 72. . !акпs обрааоr, Тсе,сгIсlо) ,qiо
равноспльно утверr]д€Rшr) лэIIш.
l ЛеIIа 3. Iýстъ.ЕеQ п2СZ,О)<О.Тогданаfiлутся
Ir"*"" qпсла />О, t> О , что on"""""* ё€ Cq/) ч Z€QS
|вшполняется Ееревенство Z(z,€)< r!2 GZ-,О).

Д о к а з е т э л ь с т в о. Соглесно оrц)ед€левпD,

о (z.€ ): п{а 2,za,z ц(з -,*l .С 2е Р чсР(а,с>'
Iýсть цля Е-z-, ё = О IинпцуI здесь достпгеется в точке ? .
Введеч функчшп

9 cZl : r,Ta21: v'(? - z2.
ve РСё,О)

По опредвленшD, ?9-:2(В-,О). В сплJr н€ш)ерцвностtt функцшп

? C1) в тоqко ' а- 
"о*нЪ }rказать такоб qпспо ф' О , что для

a



эсех.r е аа сцравэдливо

l?(а)- Q,(Фl<- lzczol
С JrчбтоI атого нораввЕства п утвэрrденвя леIr|ш 2, шоrно Jrказать

"aKle 
чпспа у> О " 8са,4) , что для всех ё€СО,JD п,zеQs

2сЕ,оl7-t2са,о>+1.сФ>-t2Gо>*щ;(F-,z>-r!2r.аоХ2,qа
лоrча доказана.

Перэfiлеr к доказетельству основной теореIш о сходrIостп.
Taoper. а 2. Пусть ьзедаqе /5/ Z - вьrпуклоеrкоuпакт-

но€ шноrаство, ф;rнкцпа flGС), /:q.,,,rz, дпфференцируеlrЕ ва

Р п вшполнено ycnoBrJ Липшице /|9/. Тогда в цетоде /9/-/Т2/,
/Т+/ 6 -О, к-ф Е всякая предельнея точка последоватепь-
Hocтli |n^ ) остъ стецпонерЕая тоqке gалачп /5/.

Докаrеr первое утворrдонпе теореIш. Допустпr протпвноеi т.е.
ё*-€Ъq К-ф. Это знаqпт, что в процессе птерачшй сгучаf, r)
реелиэуе

'"Р ,'( ,

Попоrrrr

тся конечное qпсло реэ. СледовательЕо, вейдется такоfi по-
что для всGх К>,,|/ вшполняется случей 2), т.е.!*€-Е.

Тогда 01 а< Р* , на основаншш леr.Iш r для всех K>,t/

уо(Ф 
К+ 1 j - ?о 

( а' < fо с о1 ар * 
) - рос а * ) €t а 2 

^. 
- t n Е

Это противорвчrт сходишостr невоэрас"арщей последовательности

|f.Ca*t}. Т.*"" обрааош , €*-О пр, к+ф .* ПУСТi ТСп€рь е - некоторая предельЕая тоqке посл€доЕ8-
тельностп ln-| . Ее уrапяя обцпостп, llоrно сqптеть, tlтo !LE,
к+оо . Допустrrr, что вопреки утверlrдепиD теореrrш точкеЕ не

является стацпоЕарной, т.е. D(а,Ф<о. Пусть спучай r) шетода
вшполняется на птерацпях Ko,"Jlr: *, r |.е. 2кr2 -*J. Так
КеК ПРП l 

-ф 
шIеgч ё*r-С, V^J+j, , то Ъ соотвеiствип е

леrrоf, 3 наfiдется текой ноЙер l"l i qто для J} Ц будет

2(n*o, 5*о) < т2 (е, о) . ,fак}rш обраэоr ,-ё*l€ t2CZ,Ol<O,
4

J >,м , что противореqит сходицости
Тэореrа докезана.
С п е д с т в п е. Если функ_чип

'*о-О, 
J-ф .

(Ф), i:Q.,.,r7?. 1 вцп}клu
является rшнпrпзпрtrmшейне Р, то последоветельность

ь эелаqе /5/.
рк

4. СфорlrулирJrеI полученнше реэультатц в терцrнех исходной
эадечп оптпIального управлеЕия.

Преrле всего отшетиU, что услов}tя оптпl|альности /6/-/?/ ь
эадаqе /5/ экъпьелентнш принципу максиIуriа для эадачи /Т/-/ц/,

t r
(

t



т.е. всякое допустrIое упревленпg l+*(l), lr<l<l/ 1порово.[я-
цее спстеr.т /2/ к r.oIeHTy ll в стецпонернуD точку 4l задаqп

/5/, улоэлетворя€т прпнцппу IaEcxIyIe, и необорот. Это соотвот-
ствr€ cpealr вцявляется, еслп прпIенптъ ФорIулу Кошп для пр€дстав_
леЕчя точек а(t|) ."оrества Р

Оппrцеr теперь rrтерецпоЕнуп процедуру в терIпнах управлепrй.
пусть {**Сt>, arCQ|, t<ё€ t1, - допJrстпIшй процесо за-
ласп /Тj-/Ц/, ё*) О . Полегая aK(tr)= ЭК r решаеI вспоIоFв-
тельнуtо задаqу /9/ uлп /IО/ нахоlденrя велиqпнш 0о . В резуль-
тате полуllпI допустиIоа управлв"rв il.ксё2 l.<iZ t, r п€ро-
водящео cпcтerJr /2/ э точку аК . Далее леfiствJrеr по цравплу:

I) еслп 2*) - €* r то
4i, - рЪ*, prcq.rl, ч*+4(/) - ш!(ё), tо<l<l/,

2) еслп Z* < - ё* , J,о,
ё"*, - ё*, otf+|( l) = ziсl)+а*rilКсl; -ч!сёss, ёо<ё €ёlь

Сходпrость rrетода в простревстве упраЪлен;fi устапавлlваr9оя G по-
llоцью теораIш 2. Согпаоно форIуле 

У"",
,zK -,zк с Q 2 : F с t2 а" : t Ц 7r2 Г | t2gасz >ty'cl х с сёl7 /ё,.+F-A(ilF, Fcdl:E.

к вешэнчэ эедаtr оптпIаJIьвого управловrя 7т

0тсюдаrна основенrп теореIч 2, след;/ет утверrденпе о сходиIостt|
Iетода в прострав.r"" /r!DЕ+,tJ : всяý9е прелсльно€ (в слs-
боr сrцсле) Jrправленrо последовательност" L#rrl удовлетворяет
прпнцхпу IaKcпIyIB в зедаqе /r/-/Цt.

l. Обсудиr возIоIностп реrснпя вспоIогетельншх зедаq Iетода.

Запачу /9/ yorвo шнтерпретпровать, непрrIор, как эадачу вш-
пуклого прогреIIпровеншя :

rZlп- lL*6a2, р*(с)-fuz VFiGpr'(z -.zK). /т?/
.Е€Р'-^- 

-' '/--к-- ieI* lP

цолевея функцпя является, как известнсf, дифференцируечоf, по
неправriевпяI, прпqеI непревлонtfб ее напскореf,пего спJrска в Kar-
пой зочке .эе Р чохет бшть эi!фектrвно нейдано в реэультат€ р9-
щеншя сп€цпальноЙ зедачп квадратпqного програIurровенпя (lrшвпIп-
зацt я норllц не Iногограннпкэ) EIOJ . Относптельно допJrстпIого
trнorecтBa легко решается звдача lшнпraпзецяr лпнейной функчиrr r
Ioxeт эфФектпвно рещаться зедече проектпрованпя (IпнпIrзацпя нор_

Iц конеqного состояния для систечч /2/) .
Прпведеннше сообратевrя откршвеDт BoaIorHocTI дпя рошевпя

задечп /Т?/, наприt|gр, с поIоцьtt Iетодоэтtпа условного градиенте,
проекцпи градпента в случае недифФеренцпру€Iцх функчrЙ.

Вторая вспоlогателъная аедече /ТО/ более предпочтительна

дпя решения, ибо она предстевляет собой гледкJrю зедачу вогнутого



прогреuцпровенtrя

rааlс qK(g/), ilKc?l -ж 7'Са-zК). /тs/
?€а "

l}eK как в данноI слуqео Р - arро"о вшпJrклоg IHoaecTBo, то

f^q) - дпФФеронцируоrlея функttпя, прпtlэI для кацдогоVеР* аве-
qэlrпЯ ?лсvl, vgкQ/) подсqптшваются достатоqно просто.Деfiст_
вптельно, определшu Jrпревленпе 1+(l.g/) пэ условrя

ftffrcav)'6c/lH, l# t4*,
tпе У(!,?) ,- Е}эшенпо соrц)яIевной си9тэrп

F = 
-,4'ё)/, /G) - ?,.

týсть zё,r/)- решенпе спстеIш /2/, соотъ"""r";mп"" уарев-
пэнпD 1,/.(l,э/). Тогде-!*Ч) - ч'Gа(/а,?-а*) v!*Q)-z(ёi?) -э<,

Такиr обреэош, с yqeтol простой констрлtцпи шноrlrстЕа Q пля
р€шевпя вспоIогательвой эедаqп /Т8/ лотяо успешно прпtrопrrть иэ-
вестЕш9 Iетодш rредиевтного тппа. Еслп / - э.""нпе зедачп/Т8/,
то полегаеч Ек-аdл,!*) .

Отrетпr текIа, что для понпrения резцерност, задеqr /I8/ цв-
лесообразно пспольаоветь пр€дстевлепrе

з : 2_i, rc7rco9, ,ir.>- О, 2 ,lr.- l
kГ.' 

l е ,rГк'

п решать эадачJr в простренстве двоfiствэнвшх пореIоцнЕх 4., i€.Тк .

6. Отшскенпе началъЕого прибпrrIоRия lorвo rц)оводriть с по-
Iоцьп того пе Iетодаr причененного к нокоторой пскуссlвенной аа1-

д8ч9. Построиr TeKJrD аедаqJr слешrюцпI обрезоI. IIусть {аСt2аф,
t"<l< а r - пропзвольншЙ процесс с доrrустttlЕI уцравл9пиеI
ECtl . Полоrпч

А : ж.7о, сЕсl))
п paccloтpпI задечу

i>-Д(t)-z+В(Dr/-+ с(/), i/N+.г;?+ъt , .э(d)- -oi eay(l): q

а(/)€с/, luй/ ё)l<| lo< ё€,lр

tс.zёУ) - Zz+./(lr)<q i- у,..- ,rтz ,

соrr(ф) + nziъ.
В этой аадече упревленt{€ й(/l, йоrrСD:| lýё<t,, по-

роrдаэт допустиrшй процэсс, что позволяет нечатъ реализецпю Iёто-
де. Вшполнение :IepaEBHcTBa Еп+/(l/)<О означеет нехоrденпG до-
пустисого процессе для rсходной эадачп.

l ЗаIечаншо. Еслпв зедече /r/-/4/ Фазовшеограняче-

| 
нrя в чоIэнт /1 отсlтствуют (свободный правшfi конец) r то дан-

а

t
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к рgганrп зацеrl оптпIапьного управлаЕпя ?э

ншfi rетод преврацастся в стендартншй lr€тод усповrrого гредпента для
зедеtltf /r/-/З/.

ý 2. 3адвсв упревл9нпя в нелшнейвой cxcтale

PBccroTprrr аеда,rJr /I/,/3/ ,/Ц,/ пряrенrтельно к нолпвоfiвоf,

уrц)авляеIоfi спстэrо
il : /cc,o.,l), а(l)-zО .

Сохраняя свойство дпфФореЕцпруеIостп фувкцпfi ?;Gr2 i-Q...,fu ,
предполоIпI, что:

а) вектор-фJrнкцпя {соrцl> непрэршвна по свопI ерг/Iен_
?eI вIестэ с пропзэодноП /.Cz, at-, l ) н8 пряIоI пропаводэЕпt|
Е*х(/ х СЬ, h7 , ""оrёir"о U g /З/ коIпактЕо;

в) дополвптельно к условияI а) с5rчоствуот вэпрор}lввiя про_
паводная {*СОr*,ё) , ляоrестъо f/ вшпукло.

Допустпrшшп управпояияrп булеш счlтать к}оочно-непрершввшс
яа E|,/rJ вектор-ФJrнкцпч ц(t) с огренпtlен;вl /З/. Как иавэст-
но, в уgлоDliях е) лейству€т прпвцпп цекспIуча для рессIетрпва€-
lоfi зедасr. ПредпопоIиl|r tlтo опэрацrя lexcrlJrle для фJrвкцпи
Н(У,z,zz,l)=У'/(r,аl,ё)по 7| на lнolecтэe {/ эбфектпlЕо раэр9-

BiIao
Условия в) cooTBeTcTBJrDT дпффорэнцпальноrJr rтрlнцпцу IекспIу-

Ie. В aToI случее сtlптеош вцполненнчr сфорrулпрованвоо в ý Т экст-
решальпое свойство цноrестве f/ о

В perKax девной сJrцественно нелпнейноfi зедачп JrKarэI реалп_
эJrоIýэ способш улучЕенrя допустиllшх упревленlй Ее освове необхо-
дпIIх условrй оптиIепьЕостп. В задаqЕх со свободпцI цDЕЕЕI Ko!l:
цоI соотв€тствJпOцшэ процодп)l| построенш Е Пfl . $ак пзЕествQr
аедеqа улучЕевпя некоторого допустЕчого процессе {аСё2 ЕG)| ,
й 1 ё SQ , состопт в нахоIдевпп допустш,rого проце""" {ECLI,аСD| , 1< / 1lt _ ,. со свойстэоч J(ilцjrа). прп этоI lо-
ворятr что упревлеапе il(/) лJrчщо JrпреЕлoнrя 

'Lё). 
Будеr ре-

Еать ату задаqу с поIоцьD прпнцrпа шекспIуrа п gго следствпl.
Отlетrl, что тредпцпоннея форrа прпнцхпа IекспIуIе в рас-

сIетриваеrой зедеqе носrт Ееконструктпввшfi харектэр, п еэ прlI€-
ЕбЕlе к эедаqе упуqшенпя допустпIнх процgссов, вообIе говоря,
проблеrатпqво. В aToI отноtltенчп более предпоrrтптолеп Iного?очеq-
пшf, варпант прпнцппа IакспцJrlц, прпээдоRЕшr в Era] , однеко п э
этоI слуqе€ соц)еняDтся трудвостп, сэяэ8ввllэ с реаппзец;€il уало-
вrrя. ПoaToIJr ук8l9п другиэ форtlулшровкп необходпIцх условпf, оп_
тпIелъностп. болео пDп€IпоIшо для нешrх цолей.

. _гIусть {u.ct2.ct|, lýtlt1 , - допустпrчй прочеа.,/СDСФ,
i-o, ..., Й, - сооав€тстЕJпоцв9 эUу реп€нrе соIц)яtеввой задаql

f - - /irсrQ,,r(/) /ry, lG/- -"F.Gz(+)).
Обраэуеr функчrrч НФ- Р"?, |-q..,, zL, !поr,,ества
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I: {о, ie (y',..,,t-Tl-): сх.(а(QD:о|,
Л : {r:{,?;l, ic r; a.> о, 

Zr,!=r\п введеr обозваценrе

до H"/rl, - р 
(ild)'(/e сЬ,4 l l- /сас/2 uс/2 /l>

{ ч(t), zc/l|'lt
.(;?t)ИrРчацН")"оd/:о, /r9/

Д о к а з а т е,л ь с т в о. УбедиIся, tlтo условие /Т9/ эк-
впвапентно прпнциrrу Iакспшуrа. Пусть llпнпIуrr достигеется в Torr-

Теоре I а З. В условиях е) для оптиrалъности процесса
необходиrо, чтобш

1'СД . Тек как подцнтеграпьное вшра:rенше неотрицательво,ке
то

/?о/

Полагея

х : J,Zi H(l), /: Zzi/rr),
полуqаеш стендартную форшулировку принципа llексихуIа относитель-
но функцхи Н ш сопряIенной переrrенной Р

Обратно, пусть пшеется текой вектор ,Z"C А , что вшполнев

принцип шаксиl|уrrе, т.е. соотношевие /2О/. Поскольк;r для любого
lcA h

l rr u2u4 
лr, H("/crs d/ > о,

Juo

то получаеt условие /Т9/.
Теореша доказанео
Из полученного результате вштекает соотвеrЪтвуюцее дифферев-

циальноr.у принципу шаксишуr.а

жт7 Zliou*/rrr: е l.< l<Q .

_ след
{ucll, -r,cll\

с т в и е. В условиях в) для оптичальности гроцессе
необходиtо, чтобш

tl
и : rTzln { щ 2_1, цf"/',.сч-uсDld/:о. /2т// ,ZеД!tсVii'uGl

tо

Условия оптимальности впда /I9/,/2Т/ носят вполне определенншй
характер и их реалиэация связана с рещенпеl| спецпальЕцх задач
выпуклого програцl.ировения с достеточно простшll допустичцI шHo-

xecTBorr z{ . При этош операция чаксиlrуца под энакоl| интегралов
ь /l9/ t/2T,/ вследствие принятшх цредполохений эффективно резре-
шише для любого 2сА . Условше /I9/ носuт в ocнoвHor, прове-
рочншй херактер, однако его следстьuе /?.Т/ t:;lиу6"п"о для реше-
ния эадаqи улуtlшения с пошоцью классических вариаций управления.

t

l



К рgшсвrrп задеч оптпIепьЕого упDавпсЕпя ?5

П5rсть условпе /2Т/ не вшполпено, т.а. iИ)? , прпqеI IrЕп-
цrч достига9тся Е тоqке 7о . Догустпri что внутревняя эадаqа
на IeKcпIyI прr .l-r1o допускеет едпrrствеЕное кусоqно-непрершв-
ное реш9нrе 12ОG) поqтп всDду uе Еёо,ll7 . Тогда, в сплу нэоб-
ходt{Iьпr условпй r.инпIакса ЕrО_l , получаеr

tl

I ':'l; 
ctrcll - нё)dl>, /|) 0, t e f .

lo
Отсюде слодует r что управп ааuо й (ё)='НСlАа(Й/l-ш(l), týЛ< +,
прп Iелшх d,€(q /J обеспеспваэт JrлJrчшение rсходвого rц)оцсссао
Ослабпr условпя /r9/,/2Т/ с цольD решенrя задеrlr улJrчцевпя в клес-
се верЕецЕй игопьсатого тrпа.

.Т е о р е ц а 4. В условпях е), в)лля оптrIвльностп trроцос-
се |l,t Сёl, а ё)) . необходиllо, чтобш для Есох Р € Vo , qJ,..

Qсёl : ж ff?rr, о, НО'|о7 жfжР,оч/Ь Q/zz/

фе ;: 7; ;ixc f z ; Hfb f*"**жf ж Р; 4 /;о-*аю Ъ, t

Докаэательство rц)оводптся вполпе аналогrqно rц)едшдуцеrу (cI.Teo-
реrу З) .

Отшетrl, что поточеqнше условпя /22/ J23,/ являптся лrtшъ

следствlt€1; шптегрельЕъIх критерпеэ /Т9/ t/2T/, пбо онп пороIдшг
Еектор rпоrштелей i" r эавпсяцпй, вообце говоря, от 9 .

Продолхшr решевпе задаqп УлУrrltенпя Ее основе условпil /22/ |

/2g/.Iýсть в нокоторшй coueBT е€сёо,l|J, фсо>> о п Iексиllпн

в /22/ достпгеется в точкб {(Ф . Тогде

досрlНО/rе7 drcol> о, ic r ,

Постропч на Еlоrt| управлеЕше

( tсФ, le|o-pe , е+?ё),
аG)= l

I tlcll, TcW-pe, o*9eJ ,,(

где Р, Ф2 о, ё> -О . týсть Е cls - СооТВеТствутцаh феаоDея

траектбрия. Не основенип пэвоствцх форIJrл rтрираценпя,ЕIЕ_lполуса-

9I

fl (a(+D - Fi(e ёр: -лrr(еlНО/оfщФ, + о(ё), L€ r,

СпедоватеЛьно, прП чалшХ Е> О ,rроо"""{асD,аёr)явпяотся допус-

тиr.цI п обеспеqшвеет убшванше цэлевого функционеле,

АяалогпчнОi еслП 8.cel>O п цаксиllпн ъ /2З/ достигаетQя Е

точке tr@) , то на се!ре, е+9е7 полегаоI D,сЬ-шё*d/О@>qJ(ёI
0 < о{ -< | . В этоI слуrrее из форчул прпраценпя полуqеgI
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qсЭсфl - 7rc.zct))= - Н:/;Qr(о)-а@D9l2оа +

+ € о(оо+ао(е) +o(ed), ic r.
Отсрда следуэт, что rrрп uелuх &,ё ,точ"""{l7 е2,z-ё| реЕает эе-
дачу улучшоЕпя.

В веособrrх тоqкех О , когда оп€рецпп

жr B.zl.au 
ffa/r"r, жF Prrr, HS'lrr* ц@))

раареlаптся одноэнаqно, параuбтр lr(e) для rтроцэдJrр упJrtrшенпя
toшo ЕЕходить с поIоfьр IrHпIeKcBltx задаtr з /22/, /2S/ , которце
бопоs предпоqтптепьпш для решонпя.

Такпr обрааоr, всэ ,злоrенншс способш уп5rчзэпшя являDтся
пряIчI следстЕпбI рэелпэацпп вэобходпrrх условпй оптrllельвостlt п

lx обоавовепиоI слJЕат соответствлOlrо форшуш прпраценпЕ функцп-
онелоDо Последоветэльвое рgЕовп9 аадачп улуrr!евпя прпводrт к во-
Koтopolqz IтсрецIонпоr.Jr процессJr, позволяDцеtу, вообцэ говоря,
отцскпвать стецrоварЕl!э Jrпревлевr.rя Е даяноf, задаче.

В эаклюqеrrЕе BцcKaIeI ЕекоторIе сообреrэЕпя по поводJr рее_
ппаецпп оппсанншr проц9дур. Попятво, что в пректпческrпr вIqrrспе-
Frях в кеqэстве тоqкч Р долIнц фчг;рrроветь Jrэлц tlrсленного ,в-
т9грrроваяпя основноf, r согряrевной cнcтer. В простейшоI слуrrае
Iorнo послодоветэльно полагать e:|+KlZ, K=Q/, . , где h - шаг
пЕтегрtроввЕtiяо Пераrэтрш Рr.?,€ нуrо Taкre соглесоэцвать rФп
qцсленноfi реалпзецпп с пагоI h . ВарьлроЕап116 lorпo ос}щостЕ-
пятЕ, непрпIер, по превплу Ее-p'h"P+?h7, До=о,l:... .пареIетр

Ф пграот роль шеге в пнацlавленппп соотвgтствупцей варпацlп
ущ)авпсн1,1я.

Поступпла в ред-изд.отдел
IO rвя 1978 г.
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