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}l8BecTHo, что для определеншя эле}rентерного пути шеIду дЕуlrя рgэлич-
нцr.и верш{неrш графа в обцеrr случае требуется проешотр всех вердмн
граФа./t[уть Еавцвается элеrrентарвцш, если в вец никакая вер;ципа не
встречается более одного раау. В настоящеlt аауетке предлагается та-
Kofi шетод отшскавия эrеriентарного пути, кQторшf, поэволяет просшат_

ривать эначительЕо rrеньшее колшчество верцин. С этоfi цельD на мно_

tecтBe v(G) верпин граФе G определяется функчия 92 и оператор
шrбора верIин искошого п}ти, испольауюпц.tft аначения 9 "а верцинах
uе G, TaKcdt, что путьrЛ[Хrуl , соединяD!Е{tl )l п у па G , строится
последовательЕо путец вшборе верпинш |1 , лешащеit в первоlt окрест_
ности вершнц ra_, и являDщеitся верхиноfi элецентарного пути. Оче-
видно, что деннцfi rrетод ишеет ценность лиль при условии швогократ_
ного внбора различншх элеr.ентарншх rqутеft в граФе G . Все неопреде-
ляецце адесь понятия t|огут бцть наfiденв в [l]. !Дш ограничиваешся
случеец, когда граФ G явrяется деревоц.

В первош параграфе вводятся необходиrG{е определения и докааш-
веются некоторце вспошогетельнце, лешшш.

Во BTopoll параграфе на V(G) определяется Функция l,L иаучаDтся
ёе основнце cBoftcTBa.

В третьеш параграфе ввод!rтся оператор нахоцдения верцин эле-
хентарного ,IVTпl IспольэуDциfi эначения Фунtциlt 9 "" 

вершинах гра-
фа, и докаэцвается основная Teoper.a.

ý I. Предварительttде построепия и лешц![

týlсть G-конечное дерево, V(C) - rrнotecтBo его верп,rн. Пер-

Boft окрестностье U(x) верц!tнц хе VG) будеш на8швать rrнoaecтBo

всех верщпн граФа О l пнцпдёнтцшх х

tlful=ly,(x,y)e G J .

ве подшно*ес тва П, Гrr-.., G следуDпц{r. обрааоri. Полоrиrr

о

a

раэобьец У(G)

Gr-O п

П=Ix.VG,llp,xt= l),
где f(х' - степень граФе бl в верцпне ,{ . Далее

Г1=[хеv(Gll рrп=l},где G1 - полгреФ графr б , лля котоэодо

v(ci -V(G) \ Н r* ,
иlr, qто то 8е Qeraoe

v [Gi -v(Gt-) \ 4-, .

/I/

/2/

/з/

п '/



ц .__._ ., Н.П.!rаэ-чDов.

Иrrеет место следуDцlая

| Л е ш rr а I. а,/ Сtrrществует такое натуральное N>0, ЧТО f"= V(Grl;
| О/ еслu ишеет шесто а/, то 6лrсостоит либо ив oдrofi

Irou*", либо иа двух точек и свяацваDщего их ребра. Вслп Гlr-V(G"l
| " lГ"l -! l то G., HaaoBer. I-деревошrеслч !f"! i | - 2-деревош.

Д о к а а а т е л ь с т в о. Первая часть лецшшrочев}lдноlсл€-

дует иэ [t],/теопеша 4.I.2/ ц конечности б . Есди предпололитьr

чтоlV(О*)I>2 , то легко получается противоречие с Ter. фактоrr, что

G" -свяэншft граФ бев циклов
С л ед с т ви е. I-дерево и а-дерево суть единственЕцедеревья,
все верцинц которцх концевце.

|Л е u rr а 2. s/ еслчх€П(i-z,._.,LV} то сJпцествует, по KpaftHett шере,
l
l олна верпина Уе G_, такая, что (Х, У)е G ;

| 0/ мя лрбогоД€[(l=lr..rM-f) существует единственная

| вершина у€Gr,r, что /;, ч)С6.
Д о к а э а т е л ь с т в о. а/ tLусть,(€ П(t-zr...,N). Еслrr вер-

шина.х не сшеrна ни с одноi верIш,tноfi йg Б-l , то и в граФе бc-r

Р(Х)-У , следовательно, хе П_, . С другоlt сторонц, uе /з|/ 
"n"ry_ет, что

. G-, П y(Gr_, ) = Ф, т.ео

Г,-, П Гi : Ф. /4/
Полученное противореч!rе докеэцвает утверIденuе а/' леr.цц ?.Справед-
ливость б/ вепосредственво следует иа определения концевоft верпшrrш.

Лешма 2 докааана.

a

Определиш rшо.tество 1,6 для всех i е (-фIrф):
. l Е мя i>Л/,,i<l,Lt- 1r,_ А/Д)r ',', "'л.-" /5/

L_YЛ мt /-. l <ru.
Ив равенстЕ /l/t /2/ u /5/ вепосредственво след/ет
леrrrrа3. а/ I1 ПП,r:Ф,

6/ LN=Y(G), ,

fuя удобства определения Функцпп Р ввелеri еще для кеццого
х € VG) шноЕество М/Х) ""р-rн граФе G

týrсть х€ п ' Тогда 
Mh)=Uk)oLa-, .

Докаrеrr, что Н(Х)#ф . ДеitствитеJьно, t{цеет шесго

UO)П д,._, э uh)n п-,,
а, по пУнкlТr а,/ лешrщ z 'uh)ll 

п-, + Ф,
полоrиrr дшее Ц(х)= [х|, M,(xl = Mhl п мя i- !

Mlh) : UHftt
Наконец, череэ |'l-(х)обовначиr. 

t е r]iчВl

м- (х) - Uо н, 1х1 .

Очевидно, для любоlt верциrп! хеG l"l-(x) иrrеет с fi хотя бв одиш об-

,

о



О9,rдгоолтrэ вqхоrдсвпя Ьдеrевтаmrх rrчтаfi в коцечнош деоэвэ. Б

!пlt эдsreвт.

ý 2 Достроевде (hrнкций 9



Докашем основнше cBoltcTBa фrнкчии 9
С в о fi с т в о I. Пустьл€ G gu[x,Fl-[l=xlrhl.}(ýJ элешентарннfi

путь, соединяDЕиfiхс1, гдеr-корень б относитёrьно 9. Тог-
ла Р(х1) лелчтflхi+s) л.пя всех i =/;...,k и для ъсех S> /.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Деfiствительно, если Х€П, то в

Q U(x)=[iJ . Но'поскольку х соед}tнена ci ц BGd элешентернцш пу-
теш, то,Г -х2 и по /6't9(rl делит 9(Xil. Рассшотриш граФ G1.'5
Пусть Л9 -его концевая верцина. Из утверадения б,/ лешшr I слелует,
что в otrg., ишеется едивственвая верцина у , что(Хrr!)еG. Но

тогда Xg,t: Ч u g(Хs) делцт 9(Ч) . CBoficTBo I доквзано.

|С л е д с т в и е. В дереве G существует едшнственная вершлна Х

lтакея, что p(Xl делится нар(ч) для всех у€О . Деttствптельно. та-

| 
коfi веRш.rноfi яшяется кор,ень б относительно Р . Это следlет па

I cBoficTBa I lr определенпя 9
|С в о ft с т во 2. ДлялпЪшх ра8личншх l-пупвG лuбо(Qсхtr|Ql=

J = / , либо одно ив аначениfi f делптся на другое.,
t Д с к,а а а т е л ь с т в о. Iýrсть.для вершш,tняZfс(Z)оваачает
шноfiество всех простirх чиселl дёляпЕtх 9(Z). Тогда дляZе li {i=М1
ишееш, по определенпр Функцuп 9 ,

гG) =tДаrН, /s/
и поэтоrry

о,=) =r.!.onr{o . /g/

пусть х7!€ Гl,i <Nш (qo,qil)t|. тоrдалtхl?л(и+ф"(ьtхlПП) П
П(t'ЪЦПП)+Ф ^' л,е. М-(хlПМ-Ц)+Ф. СледовательЕо, для некото_
ршхЛ пS МпO|ПНr(9) . Гlустьлц'S таковц, чтор+s rrиниIаJьна. Ес-
ли при этоrr одно l,tв чисел, напрIцер ý , равно 0 , тоХ€ Нбg)С Lbs,
r, аначит, хе,LрgПГl f ф. }tTaK, Пп_r(х) ч Нr_r(у) существJrDт. týсть
tеМi@Ппrlу| . Тогда clrцecTBJrDT хо€ ПF4ti)-"-yre Нr-r(у) , То
К, xJc б ч (trcile е . Поскольку ý1[ шrниrаrьна, Mn, (x)ll
IlНr-r(!)=Ф; " Хо#Uо. При этоrr, еслч t€Гъ , uхь|hQGl,тоРG)--2
" G* , что противоречит Tolry, что te Г1. Случаft (хrФсfi дБ*"..".

I\ycTb. теперь хеП rУСГi " i -j . Предполоrич Е<ЛУ . Аншогичrrо
предшдrщеlry покаgцвается, что аляZеNs(ц)Пм.вt суцествJют верпинц
treHnrti) r.r fre Меl(Л, гдеý>О ,Г>0 чР ч S зЬковш, чтоР+ý

rtйвицаrьная суr.ца, удовIетворяDщая условl[D ZеNпO)П HgQ), týlсть
Z€ ге, тогда t1 п tr - вершцrrц графа бс+r , что проткворечит пуцr-

ту 6/ лешцц 2. Следоватеrьно, лltбоý=@, либо F=0, . Еслrý=0, ,о
Fl'|kELir, вначDrт, !е Li П q,

но пО предпоrоlенrю d<7 , br"*nn, Iц поJryчиI противоре9|;6 ý ра-
венствош /4/.

týсть r=О, т; Ъ. ^ ia n!r/f). ОЧЪвилrо, '.rо тогдаS.*О 
:_ 

}tq
опр€деленш 

" пвЦi п Фrнкцяr. ф.-"п"лg"r, что сJrцествует последоDа-
тельЕостъ верщвlл€ Не-rх(Ч) ,P=lr2,...,8+ f такЕк, что,rr= Х2 X1,.l

Хд.rсrrешrш п Р(Хr.l) дэдIтея на Р("Хг) . Слэдовательно, Q(N)

l

ф

:]



об ал(#

делпт9(!)
. Ilтсть7= /Y . Если lГ"l = ! , то докааательство в атоц случае пол-

HocTbD совпадает с преллдrщ{ш. týсть/Гrl= 2 : Тогда лпбО97ц1=9rU),

лпОоg(ф=h(И,9лlG) , где t# f ч te Гн . В первош сJýчае .щ,о=

кавательствd совпадает дословно с преддýrщ.tц. Расёrrотриш BTopoft с;ry-

чаfi. Если (9G)r9(ф) +,i/ , то, ааценив в рассуrдениях предддrщего

абваца фrнкчию !а ," 9" , наfiДеrrl чфо и в этоr. случае своfiство вер-
но. Если (9G)r9Q)) =/ , то, согласно предлд/щ,tll рассуtденияr.,

%(+) делится на 9н(х) , и сJrществJrет TryTt дfл ,tJ= [х- Xh.,.,lnu=tf
TaKof,, чтоqlн (хa) леллт 9"(кзн) и tr€ u lg+l счеIнн. 0тсрда,рг-
ко докЪацвается справелдrвость cBoltcTBa 2 дtя посtеднего с.цпIЕя.

Точно так ае докеsцвается

|С в о lt с т в о 3. Еслпpftl- 9U), тоd =Ц .

ý 3. Алгоритш Едкоfдения алецентарного пути

Iýrсть х€ G ,g€ е ц х+ U . Построшш элецентарrtцt|. rryтьуГх,ч]
следrDщdr( способоr.. Введец оператор Г9 , KoToprrlt любоft верциЕе х+ gl

стщит в. соответствие TpeTbD верцпну Гс(х) граФа 6
Гg(х)- t , еслиtеU&)п9G) удовлетворяDт равенству:

I mqц _Е (Ц) , еслu Е(х) не делится на g(U),
lцсU(х) ' -

Ч(1l = 1 лiо 9ш) , если {2(х) делится Rа q(ц)
Lце U(*r,q(uИч,

l е о р е ш а. [ýlcTbx и ч - две раэличнше вершиЕц граФаG :Тог-
да последоватёльность

Х- Хь х2агgв)r,.. rХt= Гу(хr-r),,.. /ю/
является элешентАршrц тryтец, соедиЕяDщлч верщ{нц х п ц

Д о к а а а т е л ь с,т в о. Очевидвоr, если, lьtrFц ,, BeprrиHa

определена одноsвечно. Это слелует иа определеншя Функuuu g и опе-

ратора /- r cBoficT_a 9
. ПoKarerr, что в посдедовательности /tО/ все верцпцц рёвлI4чЕшrто

есть что /lO/ - алецентарвцit rryть., IýcTb это не.так.,Тогда сJцест-
вует i такое, что дrtбо xi| ti_l , шбо Xi_t= Xi*t . Церпrft случвlt
HeBoBIoIeB, тАк к8 х; € U(x;_7) . IlycTb Ья "екоrорого 1' Xi_t = Xi'.t .

Щусть р(х;_а) = 9(х). Если${х;) не деrштсЯ На 9(ц) t ТО р(х;.а)
Tole Fе делштся gg 9(Ф . ТQгда VBЧ)<Иxtl<9(.X;*l) по оп,ределе-

ншэ щ . Ото проЕIвор€чпт. paBeHcTE -lq.-r = r&r ,. Есдr 96 i дешт-
ся ш 9Q) ,.то g(li+i. тоае,дедчтс, ве 9(9). . Hor;rr д7_, rзЕа-
gпll g(li_l ) Tore .деrштся на Q Q) .- f,o, тогда 90i)' : ЕЕ]пlвt на

901_, ) и делцт 9(ч' T.a.9(xi..)<9(xi) ,qао протIворечит нера_.

ревству gъi_l) - 9(х;)
Случаfi 9&_.i - цxi) рассl.атрпвается авалогtчЕо. Птаr, еслI

Xbr- 9 .r ТО QП9РВТОР Гg (r,._1) 1 Х; цJr_Рfr{еf f,i=f; ЛДr ВССХ7_< r'. t

пОскОльIGу в сýrчае, когда х;+ tJ Г9 (хс) Qщстryет. Шs вовоl1аостп

a
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