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В данноft статье ставится и исследуется одна игровая задача для

двух линеllнцх эконоriических шоделеfi обцего вила [t]. Определяюфся

условия, при вшполнении которшх игра,[ro{eт бцть продолаена до Фикси-

рованного шо!iента t , а так)Ее находятся некоторше критерии, опреде-
ляDщr/tе непроигрц:llнше стратегии иоделеlt

ý I. Поставовка эадачи

IО. Шодели, испольэуешше в данноfi статье, будут эадаваться,вы-
пушшш аацкнуш{ш Ko'ycor. Z С Rio - Ko'ycor. технологии [ l ]. Эпе-
uент 7 б l , которшtt невцвается процессоrr, предстевиш в вrце парц

Z=(x,9) ,Где Х,ц€ Р: / R! влесь обоэначает неотрицательншlt ортант

/? - шерного евЕдидова пространства,/. Векторш х,це R; , составIяю-
tEle процесс z , на8шваDтся состоянияliи шодели, приче!{ carr процесс

z- (х,Ое / оэначает, что иэ состояния х с пошоцьр процесса z шоа-

но достигнуть состоянt{я 9 эа один такт.
Соответётвенно, как ,с 

" [а] , ""ол"rся 
технологическое отобра-

Iевие-оператор О( Ч ) , леПстЪуЙдrП иэ Эп " Эо , где Эд={ý l ""r"совокупность ааIкнутцх вшпукrцх rdнo;ecтB. Саш оперетор определяется

с,орrryлоft

ОtЧ) =rЦ о(х) t /l/
где 4(д) - |ц|U,ч,lеZ |с R!, 9 с Эо
3десь и ниrе привято обозначение: если Р on"p"rop иэЭбч Е,. , no

Ф0). Ф({хf.).
дает все возмошнше состоянияУ€О(Е) l достl|-

(El . С по}lощьD отобрашения@ определяется

-треектории как последоветельности векторов

x(l + /)€ а tx({)J, /z/
где t = 0rlr,,,rT-l

В игре J , котораs исследует.ся в данноrt работе, участвуDт две
шодели вцщеописанвого типа, причец все пареraетрш первоlt шодеJtи будут
снабrаться пндексоц I, е BTopolt - индексош 2. Для эадаяия игрш J ,
поlllllrо ээдания технологических конусов /1 , надо аадать две неот-
рицательнце квадратнше чатричш S; /шатриtрl вэаишодеfiстguя/ и два
BeKTopq €1с R| (t- tr2l,/векторш циницаJьного благосостоянrя,/.

lДt булеш исследовать игру, в Koтoport одна и8 чоделеfi /перваа/

lJно,rество@(ý)€, Эп
Iишше иэ состояниfi Х6(2
Iz]по"яп"е(Х(0),7)
{ХССЦ;_" таких, что
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fiствие двух линеltшrх эконошt/tческих lдоделеlt 2I

начинает игру раньiде BTqpolt. Математически этот Факт булет соотвег-
ствовать Torry, что индексf при построении траекториl't для первоlt мо-

дели будет пробегать целц_е _эначевия (t- 0,1,2r.,.) , а для Bтopol'l по-

4уцелше анечения (t-- irt r*r..). Соотвегственно начальное состояние
первоfi .}iодели_ аадается- Ы МБшент f =0 (xr(pl), а второfi - в моменг

t=- l(x.c#))
llгра J состоит в последовательнош построении траектории двух

rrоделеft, которое цц опишем на кацдцfi полут9кт.
I. 3адштся начаJIьные состояния 1r(Р) , Хr( t) обеих bo.It€.ll€fi,

удовлетворяDцие соотношенияll :

х{(0)> €t, хеr il r€е, аr[х,(0)1ПВl(Еr) + Ф, /з/

"л" Q|6rlC Р| есть M'o)f,ec'Bo векторов х€ rQ| , vло*етвсряющих rle-

равенству;1 l} Er . .l[ругиllи словами, начальнце аапасц обеих моделеГt не

шеньше миниtаJtьншх, а ив начмьного состояния' первоft Dдодели мошно

нечать траекториD.. Такую пару векторов (х7 (0)rхz( |lle П;" ш,, бу-
де!r назцвать начальншt, состоянием игрш J

2. ОпределяDтся проше,,ryточЕце состояния t{оделеlt по Форцулам:

xr(d)* {еФ) € QrIц(OIJ, xrGlr€ti flO)e R',,i /4/

х" {о,!_: xn( i) - sil@).
злесь fi(0) есть нагруака, снишаеrrая первоlt шодельр /ее страте-

гическиf, ход,/ д.llя вааичодеitствия со BTopolr. Если хотя бш одно иэ со-'
отношениfi

xs (0)> €r, Q"[xrOlJ п пLG) + Ф /5/
нgрJrцается, то llц будеш говорить, что первея шодель вцигршвает игру
на первоч tцагеrи в Этоla случае игра окаrrчивается.

3. 0прелеляDтся окончетельнце состояния обеих цоделеlt по форму-
лаll:

xr(t)+ fa (0) с о. [xn (0)J ; хg ttl , €z i fz|0) с R!, ;

хlч) - x,l(t) - g2f2(o).

Как и вцще, адесь}atО) - стратегическиfi ход BTopoft модели. дна-
логично предддrщеrry опредеJrяе,тся вцигрцш lrодели ? на первом iuаге "

По индlкции игра продол,{еется до шага /= lr2r.,. r и в этоt, случае,
СОГЛаСНО ВшIеltЭлОIеннЦШ ПРаВИЛа}it, ОпРеДелЯются две пОСЛедОвате,Iьнос-
ти векторо" tfr(i)}::;' " {f.(t)rl:;'' . эти последовательности

наэцваDтся стратегпiIп первоft и BTopolt rrоделеft соответствецво.
týlcTb r.HoEecTBo пар У* = {{Хrr,ч)fс Pj," таково, qто если играJ

ишеет в качестве нечшьного состояния пару (Xrl хa)с У1 , то для лю_

боfr стратегии BTopoft цодели существует стратегия первоft моделиl при-
водяЕвя к вцигрцlýt на пrеге ? с f . Аншогично У4 t; есть riнoaecтBo на-
чальншх gостояниft игрtл У r иэ котоРшх впорая модель uошет
вциграть у первоlt на чrаге?<t при любоfi сгратегии первоfi цодели.

ВЬэниrает аqдача определеЕия шноrеств Vt ,V1*{ и описания
стратегrЙrприводя[рtх к вЕигрt!цч одноfi иа }iоделеlt. Йа аадача и иссле_
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д;ется в данноlt статье.

ý 2. Определение мнохеств Р1 , Pt*$

Хотя в работе [З] " были определены ""о*""r"" Ц uVl"t, при

некоторцх ограничениях, нашпд,цваемцх на модели, во и,аучение этих

riHoшecTB для больtlих индексов весьма эатруднительно из-за того, что

они не вшпуклые и не аамкнутые. Гораздо проще иэуча.Dтся lrнoJrecтBa,

в некоторош сшшсле дополнительнце ко множествам V*.д С6= О, #).
Рассмотрим мноtество Р| С R;п , Jловлетворяшие условия!l:

РrПVr - Ф; D+ П vr-i-Ф ;.ля | - lr2,...,t. /6/
Если игра начата иэ состоянип (х r, ir1 е Д. , то ни одна иэ моделеit

не моfет, вооОще. говоря, обеспечить себе вшигрцла на шаге T<t-l ,

а первая модель не чоtет этого слелать и не щаге f . /3десь и ниЕе

Y!- Ф /.
' Мш булем говорить , что игра начатая иэ состояния (х7, xr)eЦs

эаведоrrо MoIeT бшть продод;tена на(d- j7 чагов(* -/r2,..r.
Аналогичво вводится шнопество О* -} С a.io , ioropo" определя-

ется соотнощенияliiи:

Р** tПVt-Ф, D*r5ПV1+{ - Ф, для t - 1,2,...,t.

Дg+/ является MBotecTBoM начальншх состояниfi, иэ которцх игра J
uo,re', бцть эаведомо продолlено до цlага tл(t - /r2r... ) .

Лпя определения мHoxecTB D**r(6-0,{) """о", в рассмотрение
некоторые операторц.

týlсть ý с Р; . Рассlrотриu мноfест"о 0\ (Е)С Р {о, опре,Ilеляе-

шое соотношениеlr

&r(Е) - l(ц.,,чrl ll(x,,x.)6 ý,l,, 4 цl* l е at()lt): /7/
vr> Е,,9, oxo-'Sr_f, )€l i Q.ц) п P:Gr) + ФJ.

It!попество c[a (Е) содер)Eит все Boarrotншe состояния игрш У , кото-
рце rroiнo получитьt начиная иэ состояниit (x7rxz)€ý ходоr, первоil
чодеJtи.3ашетиI,что если (Ц,,ч)€ Ц, (Ё) , то иэ состояния (t*rч)
шохно продолхить игру на один полутакт ходоt BTopoft шодели.

| Л " " 
lr а I. Всли ý€ Э2л , то так!,е и 0rc(ý)e Эrо

Д о к а а а т е л ь с т в о. Рвссrrотрим rrнoкecтBo QCP|^. Эле-
llентц мнокествq ? lл,t будеь: предстсвлять в виде (чtrчеrlr, ла, /r) ,

где grr 9r, I,, Х,, f,C Д| , и определяются соотношениялrи:

(Хl,хl)сЕ;

чlt h с ц([ЧL);
9с =х2 - Sr_f,. бri
Ur} €t , Л> 0i
о2 (9l) ЛRl (е. ) + Ф .

3лесь [ý J1 есть проекчии ý на первце о oceit. Так как [ ýJ, € ýо,

/в/

а иэ f аlсле.\уег, что а{ (tЕ]rl € Э д , то непосредствеяноll проверкоil
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убекдаемся, чго?aЭrо . Но проекция мно,iiества Q н. первые(2д)
координатншх ocel-t, которая входит вЭап# есть(/|r(\)

Деitствительно, пусть (ц, ц,х,rх2h)€ Q . Иэ /?/ и ia/ попi,чаем,

что(У/r U)еЩ(Е) В обратную сторону включение Ц,(\)еQ прове-

ряем совершенно аншогично. Этим леrrша докаэана.
Лемма I и соотношение /?/ поэволяет ввести оператор первогс l"c-

лутакта 0f. , деitствуюцs4lt иа ýan в Эзв. Аналогично /?/ аводится
оператор 0[, второго полутакта, в случае которого Цr(Е) является
MнoшecтBoli ссстояниfirполучаемшх иэ ýС Эrraа один полутакт ходош

BTopofi raодели, причеri эти состоянirя таковц, что из них игра мо,{ет

бцть продолIена по KpafiHelt цере еще на один полjlтакт.
Так rе как и в леr.r.е I с учетоrr того, что uвQ€ Эо следует

а'Q)a Эп, "о""о покаэать, "тоЦj'(\)е Prn ,-если ý€ Эрл
Это поэволяет ввести операторш ft]/ " Ц; , деftствуlсtlsде иэ Э.чо
в Эап . Теперь естествеЕво paccr.oтpeтb оператор!|= Цf Цеlопс:ра-
тор такта,/, которtлГt дает воаrдо*яосФь ввести понятие((д, |0),хz(tПrrl
- трвекгории в игре J , как последовательности пар l\r(l)rKrit-
- IПt!:I таких,что

(х, (t + l), х, (| * {l), й(ц 1(0,х,G- t)), t = 0,.. . , Т- ,| .

l/lы видиll, что введениеш оператора И исследование данноlt игрц,
вообце говоря, свэдится к исследованиrс шодели в 2П - мерном прос.г-
ранстве , технологическое отобратение KoTopoit есть Ц

Однако, введеннше опэраторш еще не даDт воз!lотности ре:дить воп-

рос об определечии MHorecTB Д4 *9 , rtбс если Fоследовательчость

t хr(с), ,r(+- л!|:: является ((xlQ), х2( tD,Tl - траекториеfi, то
это не оэначает, что(хr(а), хr( {)le Ц;s . Деl-tствительно, страте-
гии при построении такоfi траекторий rrогут бшть лостаточ-чо llнеразуш-

ны!.и" с игровоf,r точки эрения ,/наприrrер, /r(t) = tr!)=0,t=Orlr,,.,T /.
Поэтоrry, мц введеrd,еще операторц, "уничто,каюпоrе" такие "неразумнше"
граектории.

Гlусть ý е Э11. Рассмотрим Mi{oaecтBo

е. CBl = {(xr, хr) /V(f, е (ц(хt) о €t ) П Р*о ), /9/
х.- Srf, , €2,Qr(|э- SlfrlЛti(er) * Ф,Ut,.{.)€ ýl.

Sa(rl .эсть мноrество состояяиlr (уr, хr) таких, что, начав из них,
п.-ървая модепь не iдохет вциграть игру за один лаг. /Здесь Q161)ее=

'lц|9=Ч - Q,цецOil -i. Иа /7/ узытекает, чтодlr(Еl е(:гь n.irlo{ej'-
вс состояilиit (х1, кз ) , начиная !i9 к,оторьлх, перв9я t{олеJiь ,re il.KeT
Вцигр9ть иг;Jу э:l оди!! ]i,зг.

Напосредственно проверяеl,ся, что $r(q)С Эaо , }i э,го г,с)зgi,.тяtэт

ввес,ги сператоD Jбr , деt'iствующиft l:э Эrп " 
Зaо.

týlсть D (хr)= (alxie€{)nRIz , то ecTbD(xl) есть Ltноrес,гвс до-
тtустишцх нагрузок длrr перво!1 моде;iи. Тогда ив,/?/ иrr9errl что(Дrrдr)6,

€ &l ( ý) , еслп вцподrrяDтся соотнаf,rения:

a
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(х.,хд) € ý ;

mjry h2-Sfi|1> f erJi ;
{, с D(x)
miп mах[а2G2- S.rrЙ > f€rJ; ;

|,еD(l)

/ lo/

где[х} есr, проекдия вектора х на i -D ось, а mод[Q2в)Ji-m4лa[gJ;

как будет покааано далее, систеша /.lo/ мя простеfiшrх ,"*"{;*"rfa"-
ких.отобрашениft сводится к системе линеltнrrх неравенств.

Ана,rогично вводится on"p"nop ý , Ецделяющ,tft те состоянl,tя, иэ
которцх вторая модель не Moteт вшиграть за один шаг.

В двльнейiцеш будеш предполагать, что техвологическцэ отобреIе-

ния шоделеfi удовлетворяlэт условияrr:
€lca;(€i) .i=1,2. /Il/

Если оператор Оа цонотонншlt, то есть иэ Х8 }Х1 след}етОд(Хд))@l(хl)
то с учетоu /ll/ шц видиlr, что в /lO/ г'оследнее неравенство стано-
вится следствиеtl первого. Аналогично в сt/tстеце /8/. последнее соот-
нощение есть следствие нераВенства 9а } €д и вклDченlrя /l|/.

Введеннше операторц поаволяDт определить цноtества pt+E ш теш

сашшм докааать Teopelry:

|Те о ре ша I. l|ноrестваР.*69Эaо , а вслучаеýr=€g=Oшно-
| пества Р1*6 суть конусш 1ý =Q f) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Иэ определения операторл&l, /g/
слеДIет 

Dt = X*t (Rl )

Iýlсть q=q,0l , причеш ýtO)е Эrо. Рассшотриrr чноЕество

ý( #) = !*r[Иt(ý(O})]. /I2/
Еслиý Ch+O, то это эначит, что среди состояниft (хr,хr)еý(О) наЛ-
дутся состояния, ив которцх игра ваведоцо шоает бшть продолIена не
один шаг. Эти состояния и обраэупт шноrество Pt* { , которое вЕчис-
ляется по Форlryле

D,,!-ц)'LЕG)Пý(0).
по индук_ции определяDтся шноrества ý(k)= Х1 tqzý G- {)l] ,

ý(k* #)= Ь"tПr(ЕСk))J, а с пх поr.оцFjD, иско]Еtе ,."оr""r"iД ,.DbL.' Ъr- d-,, tпJ t,... ta;' ц(k-Orпý(к - tll...]пý(#)JпЪ(O)j'
Pt.*. цitй;'t...tпl,"[\ (k-ф]пý(k-0]...Jп ýt #l]л ýrol.

Причеrr' посколькУ операторrr @l' деltствуюТ ""ЭrО " Эаа l llllO-
IecTBa Pr.6 € Эrо (k - /r?,...16 =О,.{).

Если €1=€l=0 , то иэ сIстешf /B/r/lO/ следует, что лпбоfi коцус
К€ Q,.оп"раторш df1 , bi , &-i' преобраауэт опять в конус К'С Q,.

что и докаацвает Teoperry (i- lr2)
3 а ш е ч е н и е. Иа вrrщеиалоIенного следует, чтобш определпть,

входит ли состояние(х1 , Хa) во щrоrество Рд или Рд. f , нало решl.ть
на coвri9cтHocтb k , соответствевно ( & + /)rсистеlry /8/ ,- /Iol. Как qlr-
дет покааано нихеrэаи систешц.в простеfiцшх сдучаях сводятся к cict|
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теrrаш линеltнцх неравенств. Иэ вtсда систеrдц /е/ w заключае!r, что с

ростош ft раашерность пространства, в Koтopor, реlцается сйс,геие, J8€-

,,ичиваегся, ибо опредеrяDтся стретеDии llrttl1 i= ! " |{, (i)i J;'

ý З. О вовшоtrшI стратегrях в rгре J

В этоr параграФе цц пссrедIец игру для цоделеlt леонтьевскогс)
тuпа /2/. Пршчеш булеш раэличать два вхда тgких чоделеf;. lДодель rlер-
вого вхдa (lltl) IIеет технологшческrrlt конус:

Zt- |U,ПlO,ч)с Pt", Дх- ч>0l , _/iэ/
где А - IатрIца (п, п) ,/технологическая цатрица,( Игру J длf; мо-

делсl с тохнологическиI конусоц /IЗ/ обоsвачиш ]д . Вообще говоря,
проIslольЕов тсхвологическое отобраrенlе не .обладsет cBoitcTBoM мо-
нотоЕностп ,/то эсть rэ Х1> Л1 не сrелуетО(Хr)J а(Хr) /, Сто как,
правlrо, проl.сходlт иэ-аа того, что для перехода к сде.\уюц.:щ/ сос-
ТОЯНПD ПОIНОС'ПDD rСПОЛЬsУDТСЯ ПРОДУКТЦrИraеDШРlеСЯ К Даi{НОЦу Mc,'-lerrтy

в сцетеше, а это, l cBoD очсрвдь, l.oteт вцаввть нЕр;/:itениri:iэ,эir2t9.1ц-

rrott rошпrектности. В частвостI , uодель с конусоц ZL , ;r KoTopofi в

raатрхце J пuептсl и отрицательнце 9лешентш, не обла.тl.аё.: е;rойстЕом

шонотонности. Поэтоlgl естественно paccr.oтpeтb r.одель йt1 , кстог;]я
rioleт не полнсiстьD испольвовать ишеDцЕtеся в наличии прсду-ктц. а

ишенно xolýIc lоторшlt ицеет вид:

2,=!(х,g)/(х,ч). Pln Jtце Rtо) AU- Д)- а-- 0 J . /14/,
0чевшдно, шодель с коцусоrr lд уше обладает мсно,гонностьто ./та-

кое re преобрааование цоrно проделать нsд rrодельD с произвэльi{шtJt кс_
Hycoш Z /. Пгру для r.оделеlt с технологическиш Koнycol;r /l4/ tM обо-

-gэначиш Jд и вообще все операторш для игрш с такими модел_чми еу-
деrr отшечеть волнIстоi линшеl .свер]ry.

В случае uоделчТ|1 систеца /8/, слуtадtая для определения o;le-
ратора 0(7 , приниIает видз

(Хl,х.)Сý;
чl*h<4Хli
Ur-Ха-*fr>€zi
9r>€r;i>0;,
Artle > €е .

Если цноrествоý€ Эи raногогранное, то есть описцвается эr,,cl:Mliit

линеftнцх неравенств; то rц видиll, что дJtя определения Haлиtlil,,l BKJiio-

ченlr (Цruл)еdl(Е) надо определить совшестность систеuц !{gко1,.;-

рого чIсла лrшеltнцх няревенств.
В слуgае llолелI TtL , lBIдr шонотонности операторовQi {t=lr21 ,

Еек yle отIеч!лось Btllв, в систеraе /15/ псчеаает последнi)е нераiзеIi-

ство. ./!Ш сqrтаеI, что taucDт шесто соотношениа /|l/ /. Олнако }trjpa-

""""r"о ч+ft<4t, прцнrчает вrл 9r+ lr< trаr- Д), гле d > 0

/ |э/
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Что касается операторов Ei (i= /.2), то на основе /9/, /lO/
легко докаэать леr.try;

Л е м м а 2. Имевэт ltecтo равенства:

& (ýl= l(xr, хr'1/(х1, ха)е Е, ле } 5, ( t|., xr - €r) * €r, /16/

АэХz'(lо7 Sl(Alxr- €r)* €а l;
&(El = {(rr, хr) /(хr, хо) еЕ i х2-- lSl &7xl- il€r+€"|,/tт/

где (8> щатрица с элешентвши (Di,, - { 1'l' 
еСЛИ 6'' > Q

/ bit - элешентц матриrrш s /. 
t 0' еСЛИ 0аlС Q

do * а з .а т е л ь с т в о. Иэ /9/ прч Фиксшроваянош(дl,х.)еý
ишеем

н"р"""""," о / 18/ |:J;";"** r.iJ;"" доrтустицоспп,""оrr*lТ/.,
то есть условие того, что frc D (п) Ьиду неотрицатеJьности шaT-

рицш 5l неравенство /l8/ дает

Оýl/rо6r(h\-€r),
что вшесте со вторцш неравенстволц э /lO/ пfiиволtлт к неравенству

х2> il(Дfu- €.t)*€..
с другоft сторонц, us /9/ ишеец д.пя лпбоlt fu CtrOr)

Аrхе > А2 Slf, + бо
или, проектируя на i -а ось, получаец

I Azxo7r= ^m9х [ A.S,S,],+ [еr], -' 
1,c7(xD 

-

-ПLох (О2lrуr*... +оl.оЧlл)* [еr1, -а|rrФ'+... + а?оФо+гЕt},
0 < llц <1r(Atхt - €l)

"Е O'i) - элешент rrатрицtл /, , чi - коцпоненте вектора V *Srl, ,

{ _ beKTopl на котором реалиауется ,искоlrцft цаксиrryц.
Ввиду лиrrеfiности rrаксиriиэируешоlt Форшл, хшееш

ч, _ [ [il(LХ,- e)Ji, еслч Q;i> 0

t 91 €слчQii<0
что с поrrощьD шатрицш 1 Д.7 шоано переписеть так:

m9х, .[Аrs,1,1, - [<Дr7il(&ц- €)1;.
f, с DOt)

Это докевшвает Форlryлу /16/.
.Щля игрЫ 1L второе соотношени е в /9/ ,/или третье неревенство

в /Iо/ ,/ есть следствие предцдуцего ввиду ltoнoтoнHocтr техноrогх-
ческого отобраления. ilнoIecтBo допустиllцх негруаок rl.еет вt{д

Э(хr) - tf, l0. fi = 46t - д.) + €tl дt, 0l. /rc/
Повторяя пред[д/пие рассуЕдения, получаеl /I?/.

3 а м е ч а н 14 е. Соотнощение /l?/ r.ottto перgпIсать в вцде

&tсt = !0t,Х2\/(Хl,rg)€ ýi Ir> Q(.4l(ц- A)-€t)+€o /zo/
4ftt-Д1)>€li Дr>0l,

Причеrr веравенство ,|Gt-дr)> Q , входлщ€е D форlryrу /2о/, gообw
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говоря, есть следствие аналога систешш /||/ лля оператора 21 , по-

eтolry при определениш r.ноЕествДa.r(6=0, f ) для игры Jд Ео;lичвст-

во неравенств в соответств}rDцел линеltвоit систеше уменьшается.

.ll.rя характеристики стратегиfi приходися рассматривать мношество

Рr t. Как следует и., TeopelсI I, цноrество 4+ tr; определяется с по-

rcЙ IноlестЦ ý(f ) . Иg /l?/, с учетоr. леr{Ь 2, имеем для игршf,

'dЬ{си, 

Ur) |u, > 5r(д2ц,- €, ) * €ti AlUr> ( А,> \( АоUr- €а) * е, },.

гдеg, -Дtхl-fi |че-ха- S.f, i 0<tlý 4 х, - €ti (fu,xJC |(0)-
Окончательно получаеI: для того, чтобш пара(Хr,, х).€fu* f , необхо-

дишо и достаточно вшполненltе условtrя(хlrх2)€ ý(0) и существование

такого treDG,) /то есть 0(/r ( АrЦ-еr/,
что

g2(42xt- е2) - Ait+ €l( (S"A"9, - Е|{,

Д,(4h,- /.) - ёt, 1Дr_79.. [ Д, х, - Ar\,f, ; ezl. /z1/

Аналогичная систеча дл" "грш Jд иrtеет вuд /для Xg1- мш употреб-
rrяец аналог Форlryлц /2О/, а не /|?/ /z

5r(Д2(хz- Дr) - €.)- А,(х, - Дr)*Еr-< (5"h2sr-ЕU{ q /zz/
причец, ввиду того, что (х7-Дr. Хr- Дr)сý(0), вшполняется

Аr(х, - Дr) - A25af, + €, /zз/
для всех t,BD(xa -А1) /алесьДlrДg е RL /. В этом случае чl =Д{хl-
- Дr)-fl, Ц = Хz- Да- Srf, , где ( Чt, аэ) есть новое состояние игрц.

При хераiтерист"*е стратегиlt больlryю роль играет матрица fl, =

'\Ае\- Е, а "u"""o 
ишеет шесто.

l * " е р е ш а 2. Пусть Д1; . 0, тоr,rда [цr]i=Г€ri .Зд"" 
" 6'!, Ц,i.l,...,п1-

|,эrеrоппr rатрццл Bl'Uf Дrхl- f в случае игрш Jд , иat=hуt. Д)-f,
l " "rу""" 

)д
Ieoperra 2 утвершдает, что при услови" blrr> 0 первая модель ,/не

победивrдая на первош шаге,/ долхна raаксиraально испольэовать / -ю ком-
поненту для вsаицодеfiствия со второfi шодельD.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Шц проведеri докаэательство для иг-
r 7д , ибо для ""pn Уд докаsатеIьство ана.ltогично.

llнопество нагруsок, допустиццх в первоit t{одели /см. /l8/ /rмоп-
ко описать в виде

0(xr) ,lli|{,: Ё лi[Аrх,, е,l1еi;O<с1< /}, /z4/
гле 01 (l - |r, . . ril) орт л/ 'фП оди. 

л

(усть дJя HeKoTo9o"Z У| - 

Ёni[r4rrr- йJiеiеD(хl) вцполняют,ся

н€равенстаа /2l/, беря проекциD на a -ш ось первого из них, имеем

[5"(l"xr- €r)} - [l,хt - El]i < ,E*i [Д,х, - e,Jib'it<

:.Ё,,а.i 
I l,x, - e,Ji Ь|, , [ Дlxt- i,], Ъi,, 

,Ёr,,оi,I l,х, -

-grllbi1* t дtЩ- e,]iIS2д2SteJt-[A,x, - er]i.
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Так как прч itj вцполняется peBeHcTBob7t=fS. ArSrei|; 1 от окон-

чательно имеем:

о [ 52 (А2хr-€2)l * f s2 Д2S, |i ], , /z5/

"л" i! =r}r,, d] tAlxl -€, Jiei * [ А, х, -€,]iei.

С другоit стороны! так как (х1, хr)6 ý(0) , . iiC DOr| ,

Аехz- е2> <l2}St(4х,-€rl>Д2S,I|. /26/
Умношая это неравенство на неотрицательную матрицу ý2 и беря проек-

цию на [ -ю ось, иllеем:

t Sr(дахz - €z)Ji. f 9, Де S,ii]i .

что, всовокупности с /25/ приводит # равенстЕу

I s2А2x, - €2)} =[ S, Дr S, |i ], =,L,fi [SrAr S,eiJi [Д,х,- e,li+
*[4\-€lJi [ýa'IrS, e,Ji. /27/

Так как ""baiir 0 слелует [ S2Д2 S, e;]r>O, а для любого lie X(xrl
ишеет rrecтo неравенство

Г|rАrхэ- €.Й 1ёý,[g2ДеS,еJi [Д,^, - Е,!j*<Оi[Д,х;€Ji [S"ДrSlqJr,
то равенстsо /z?l достигается только прис'1 l! uлч[|хl-е)i=Г€Jt,
что и требовалось доказать.

Что касает"" 
""ры Ja , то мно8ество нагрузок, допустиtцх в пер-

Boit шодели, при условииrчто ее новое состоявие будет (хt - Дr) , есть

D(х,-Д.)={ Л l l =f,al IAtxt-e,]iei, 0< a"i< t l.
Тогда с учетош неравенств' /ZZ/, /2э/, рассуtдая аналогично, получа-

ем доказательство теоремы.

С ;:r € д с т в и е. Если суtцествует ietlr...raf TaKolt, чтоSrе1>,0 ,

To[gr} =Г€.J; . Деitствительно, в этом случае biir.Q . Теореча 3

обобщает реаультатш работш [Зl , гле в случае игрц 7L предполага-
лось ýrg; > 0 для всех i-tr,.., fu.

3аше чание I. Есливчестоограничениft/ll/, которце для

рассчатривеецшх игр иraеDт ьцд ДiС ) t., вцполняDтся строгхе неравен-
ств

Ai €i, €i (i=l,?), /zs/
то при услэвии blir 0 игра эаканчивается на первош шаге. Деftствитель-
но, если первая модель не вцигршвает игру на первоl,l полутакте, то

для непроигрцша на Bтopot полутакте, согласно Teoperie, необходишо вц-
полнение условия Гhц-frJi - [erJr . Тогда вторая чодель цоIет выде-
лить в нагруэку вектор fr> Дrе;е.о0, а поэтоrry S.{, r 0 ,/шш прел-
полагаеш, что в кяг,чоft строке шатрицш $, есть хотя бц один элеllент,
не равншft нулп,/. Т. е. i -lt пролукт у первоfi шодели после второго по-
лутакта troaeт бцть сделан менее [ €rJ;

3 а rr е ч а н и е 2. Всли 0|..>0 l где8r.9, Дr5r-Д, то аналог
,1 теорешц 3, говоритrчтоrначиная со второго щага вторая чодель, для не-

проигрцша, дол)rна испольаовать Z -Л шродгrт цаксицально. Д прш вr-
полнении неравенств /28/ пгре продолllr]тег не двлее, чец до второгQ

t
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полутехта второго двга.
дя дальнеftпего и8учения воэшоrнцх стратегиfi партнеров введем

другое представденпе IHoIecTBa D(x1) /см,/Zц/ /. гlустьQ'[дrх,-€r7;е;
тогда

D(l{) - { !, l l, -Zа;d;; Оý а; ý / }, /2g/
Гло oti OiIэr вавшвать коэtDфшцlентоц испольаования 4 -го продукта

первоfr IодедъD.
вtrrлеr в дальвеlшеra прсдполегать, что рассшатриваемше шодели

удовдетворtDт условшо /28/. Тогда иа аацечания I к теореше 2 следу-
ёт, что воэФФrдпевт пспоrьвования .пDбого продукта шеньше единиtlд.

&ля игр 7е " 7д шоrчо докаэать,и более сильвуD теорешry, докqаатель-
ство Koтopoi lш проведеш только лля игрr У1 , ибо для ,"рr, f, рас-
сJЕдавllя евадогичЕц
TcopeIa 3. týсть цпоtество}alr,...rд} таково, что ддя всех

lc }. t]цо|яяется

[Цаtl > [ В/ бil i. /зо/
Тогда лл! того чтобц игра l /uлu 'J, ./ шогла быть продолшена на
одlв шег, необходлtцо Е{поrЕ,еIш[е условхя

Докаватель
отuсчадоGD, щэ ф< t .

9.),\)j т!Ёt€, чтоýrс1

Е &t. |.
lc)r '

с т в о. Полоrич противное Tair/. Как уше

Поатоtry наfiдутся noou"o""jril' lrф,и индекс
<l, но

Е
/€)i

q+ 3>t,
/3l/

прrчеI подrdоа.ст"о )i' пrбэрэш таts, чтобш 

'a 
); . n "riFf,r.6

llс:одд lэ усдоllt /Ф/, rI9€I:

Ёr", 'U,?i 
-r& чt Ц бili + ц[ Ваёg1; tй",1,[В,еlJ,-< г& ё;J; *

+h9-0-ФlrВ, аф,;ýчtti tb,ni]i -[B,iiLi *,L*riir[ h di ], ,

'rci1 ' al Nя l +g' i-ir-=\ar- (/-6)) , причеш Ъо"п"""о /зl/l >ag>o,
т.е. Berтop ', -

кроше того, с одволi;;Н-}jЖ:":]j:}о"о "n"*",
Isr{дrц-е.) 7г[Д,х,-€r} с tBlj,J, - [4e-,J, йi aj [В,ёiLi.

С лрУгоl сторонц, 
Hr;;:.i;,j,ti,ýJ:lr,, 

no

Этr.два Еер9веяства, как покаааflо в Teoper.e 2, приводят к утверyде-
яиDrкоторое./ец.ваrасанле I к теореше 2,/ противоречшт усдовию теорешц.

l С л е д с т в х е. Iýсть IHoIecTBo)? a{l,...,&| таково, что для
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| """*7е )? вцполняетс " Цёt, Вrёi , по"о"rБ?*i 
= /. Деfiствитель!о,

| " "rо', 
случае [Щ ёli > [Breili , т.е., )? с");.

В случае игрш 7д иr.еет шесто и более сrльцое утверIдевие. !Дно-

[ество векторов fеD(V -Дr,) , удовлетвордDщ,tх при некотороц

До 1Рl ""р"""""-r"у /2l/ , обоеначиш череа D{*., - Л1 . .ltпя BerTopoB

fеDЦr-Да) коэrtФициент испольэования /су. /29/ / булеч обовначать

Cl(f )(;=7,..., п).

шаг, то существует вектор fa

J,
€D (x.l -Дr) TaKoft, что для i с }t I i }

Т е о р е ш а 4. Если игра шоrет бшть продолIева на BTopofi

сt;(f,.) = 0 ,zзлесь ); шноrество индексов такихi чтовшполняется
I >ь t
li i.

гryстьfсD(х1- Дl), причеш а7 (f)-0 ,Докаэательство.
гдеl€}i\{il Рассмотриш чисJIо

fД*,- ClJi6,j(D= /
ЕДлхl- ali

где0<}_<аt(f) /так как по предполоtенlrD &Q- 81>0 ,то EЦxt -еr]Р.

D

,

Иrreelr

(d,(f)+6lj(Y)\|hx1-er1i b';i * Gl Ф -lr.[&|l-e.11 [Щпj7, =

= di(l)[Аtщ - ell i [ fu е Ji*! [,41 ц - €l1i Г Щ еlli*lаrЧ)ф[ 4ц -
- g,liIB,eili , .(r Ч)[&ц -9t Ь!, +diU)[Дlц -€,libti,

так как по предполоrениD bir, Ь!, . Ьедеч велшчивv / фЪрlryлоfi

т = [ai(t) ,если al(f )*61iГai(f)J . /,о 
L to, если ai(f ) +6;jtai (f)J, Z ,

где 
}о= U- *1191Г4'^'- фГl* - El7i

Нетрудно видеть, что в сл}ча,е о[1 (fl+6цГаi(llJ>/ вцполняется a,'(f)+
+67(Т)= / , гдэ 0s /-* ";(f). +"Теперь определиri Ь"*rоЪ f, -Еац$)Q , глеф.Qr)-di6)*6;l(i);
ai({)=al(D-li аrffl)=q,r(f) лляftаirk+ j. Тогда из вшшескаэан-

ного следует, что

,.".fi eD(xr -D. ..rl*"j'"]- i"-j3;j;]"r'", ,"_"*tol 4, шl-неIед_
ленно получаеч, что нёравенство diG)+6ц [o;tflJ* У Ее шоrет ш.етi
места, ибо в противнош случаеdi(fl) = / . Но тоглаf_6r(f).и, сrе_
доватедьно , diG) = Р . Повторяя это рассухдение пе болбеДi рвз /где
11 -число элбшептов во lrнotecтBe); /;полччаеI дскабетелддтво тоорэlш

3 а rr е ч а н и е. РассуrдевиЪ, пршведенвце вдесь, поrаэцваDт,
что и для игрц Jд , которая шо8ет бЕть продолtеЕе ва BTopolt Евт,
вцполняется неравенство

ol,(f) * бij Ia,G)J. t

Гhх l- ЦJ;
uлц

q;(f)+ а; G) ГAdt - eii <t
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л;rя j С );
Эта теореrа покавцадет, что llатрича В, в некотороц сццсле

упорядочивает продуктш по цвIЕосtц ./в сrдrсле вэаицодеltствuя/, еслu

&el, BlQr /атогда.Дjl'Dlr /, то напервошшеге первая сис-
теша r.oteт вообщ нб 5lпотреблть в вагруsке /<, -ft продукт.

Ана.llогтqпrе теорaш IoIHo сфорlryлировать п для llатришr fu

Поступпла в редакциD IЗ.I.1969.
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