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оптимАJIь8оЕ qифIо рЕБЕр в г?АФЕ с триЕ,tмьнOR гр!пtrюfr дв!Oюроиз-
lюв
Л. С.l[ельвиков

В работе рассшатриваDтся обцквовевше ЕоЕечшa графl, т.€.,_8€-
ориеЕтированнце граФш беэ пвтель х пgралrеrь,пт ..рdбер.Рсшавтся эоп-
рос о нФсоIденпх шексиllаJьвого х llивиuадьного чlctl ребQр э грфе
с R вердиЕаши и с Tpltвilalbвolt группоlt автошорфrзIоFl поставлевftfi

" [т] cTp.I?2.
Пустьб есть граФс верDшiнецIХr,Хд,...,Хл. llTo I.o р -'

Ф и в ц о ш граФе G наацвlется n""o. .""rЙо sлЕФl1qдое отOф

рмение цноrества вершdн графа G ве себя, rоторо,с сохравяет от-
ноЕецпе crretнocти. !iнотестэо,trrоцорФиэцов граФа б оорr.у", гпуп-
тry Гrc) . Всо освовнце понятия, ,здесь использоiаЕIцэ l.читатеrь
uoreт наfiти 

" [ 
З] . Группа Еаацвеется т р r в в а l ь в о Л, эGлt

ова,содерtит,rпь едивrtцу. фrвrальнея группа alfоцорФrаIоl графа

G состопт толDко пs тоцдествепного автошорфившаР:Хi*r; (i- /r...;&).
Отшетиrr, что граФ б и его допоrr""о" б иIзDr опry и TJ, te

групrry .автоrrорФпвrrов, Г(6) - Г(Е) /сш., яапр"r."р, [Э] /. Поэтоry,

""n, !*(П) - шаксим&пьное, а t*@) - циниr.а.Iьное коrrqесrD. Dебер
lt -вершrrнпого граФа Сr с трив!еJьно't qруппоfi автошорфtrашов Г(G\-
={ef , ,о

f* tпl * f tnl = Ci = (Д) /l/
Ввиду того, что эа шассоfi ребер чц иЕогде не впдиri структурш граФа,
остаяовиц все наше вншшание на функцrи t*h) . фнкцrя r ft(n) ,

определениеш KoTopolt и интересJrDтся a [t], легко вцчисляетея с по-
uощьs /|/.

К соrаленип, Функция t*@l не представrrяется эдесь в виде явно-
го алгебраического вцраfения с переrr€нноttЛ l а еволцтся к вцчltсд6-
нип другоfi Функции, подсчет KoTopol проводllтся с поrrоцьD проtisводя_
шцrх Функциfi, введеннцх Риорданоl , [а].

Но ато сведенпе покаэнвает деftствительное строэнrе граФа с оп-
тимальпшм количествош ребер, группа автошорфrашов которого трхвп-

"n""a.-y'1*171-f(r)= 
0 и дJIя R = 2,з,4,5 фувкция !*@) Ее опреде_

лена, ввилу того, что граФов с тршвtlшьноfi группоlt автошорФиачов
для sаданнцх лL не существуеt. 0тот факт констатируется в [З]и. оег.
ко проверяется Еепосредственtrо. ГраФ с б 9ершr,rнаши и б ребрачиrиэо-
бра.rенншfi на рис.I, ишеет единичнуц) группу и цинишаJtьное количество
РебеР. Следовательно,/*(6)= 6. Рассrrотрич теперь случаlt п, 7
П р е д л о а е н и е I. .I[ля лiобогоп> 7сJпцествует /l
дерево с тривиальноft единичноit группоfi евтошорфиэчов.

-верщинное
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Рис. I.

Hofi 4о . Добавляя верчшну Д7

чиш дерево 72 с Э верщлнаtlи.

Е9

flля л=f дерэво f с эдиничноfi

группоit автоморФиэмов иэобрашено на

рпс.,?. Дерево r,"с 8 верulинами полу-
чается иэ дере"а Io добавлениешl
верцинц О1 ш соединением ее с верци-

и соединяя ее с вер[иноft Dб l ]ол}-
IО-верrшнное лерево j-з мы получим, до-

бавляя верлину 6., и соединяя ее с

бо . Допустим построено лерево Iзд

с 3* + f верш,rнами. Для того чтобы
Ц. о o.-с о-1 ао получить д"р""о Тзt*, , добавим вер-

шину Од.*а и соедиЕим ее с dд .Рис. ?.

Тзrrа получаем, добашяя 0**, и соединяя D*.r. с bk .Тцк*r1 пqлу-
чается, еели rщ добавиrr вершину @д*, и соединим ее с Сд Лред-
лоаение докааано.
сл е д с т в и е.f*rп)5п-Z мя п>f

tIусть Go- П -верiш,tнншft граФ с травиальноfi группоft автомор,liиа-
lloв 

'l 
количествоrit ребер, не превосходяtциl, П-t . Тогда необходи:ло,

чтобц хотя бц одна иа коrrпоневт свяэноёти граФа Ф была деревоlr,

' ибо в противвоra случае число реОер в бо не меньще Л . л
lп р " дл о r е h и е 2. Существуетл - вершинныlt граФ69 с чис-
l
| лош ребер, не превосходяпЕ{ri числа ребер @о , и тривиальноit груп-
l
l,поfi автошорфизшов, кашдая кошпонента связЕости которого является

| о"р""оr.
týlсть t - количество компонент свяэвости, не являюцихся дере-

ВЬЯrrи. Если f =0 ,,oQ=6o . Пусть лля{-1, предлоrение 2до-
каэано. Покагеrr его для t=R+f .

гlУсть б j - коtlпоневта свяэнос.ти граФа бо , ве являDlцаяея де-
peвori., fuбереш дерево_коriпонеrту @оt , Go , которое существует
благодаря 

"л"rrа""оrry 
шзIце эамечавиЕ, с максшмальншrr количеетво1,1

верцмн. На верIrп,rнах коtпонен, бj , Gj 
"rро"^, 

дерево, с тривиаль-
Hof, группоfi автошорФиэшов, что вовмоЕно благодаря предлошенIлD I..
В реэультатв мц получиri греФ с тривиальноfi группоlt автоморФиэt{ов и

числоI ребер, не превосходяцшш количества ребер в бо , причем для
него t -k. Следователiно, по индукционноtry предполоrению требуеlшft
граФ dо существует.

ГраО 4 представляет собоfi лес иэ неивоморфнцх деревьев, при-

чец группа автоrrорФиашов кв-{лого дерева тривиа.Еьна. Чем больше в

граОе do деревьев, теш rreнbme количество ребер он содерЕит. И по-
этоrry. граФ ýо с шаксиliшьilцш числоt, коцповент свявности содерчит
шинишальное количество ребер. Граф бо с максиr4уr.ом коtrпонент'связ-
ности шоает бшть построен, очевидно, сле.фrопц,tм обрааом. týrсть класс
граОов f,(n) - riнorecTBo неивоморФнцх /2 -вершпвнцJ( деревьев е

трив}tальноlt группоlt автошорФиэt ов, и g(Пl - rlоцтrость атого rtнoEecт-

bq

.l
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ва. Рассмо Iрим последовательность леревъ ев lT! о l tj-l,... r1G) ; i - J,Q,. -l,
ваятых в порядке воарастания j , где ТlЦ) - j - е дерево rэ шас-
са ТоЦ) . /Нумерация деревьев в классе Гrlа) проводится проиввоrь-
но/. Для построения d, " u"*""MyMoM компонент свяаности /обоаначrх
его через Gr t яеобходишо взять liаксимальное подшноЕество деревьев
от Т| (t) до Т| Ccl ,/включительно,/, сумарвое количество верцщн в

кото'РЬш не превосходит лl . Рааность ше,цу л и этиш количествоll
обоэначим Г

Если л = 0 , ,о е! состоит иэ этого tiнorecтBa деревьев. týrсть
Г=0. На мноtестве верцин дерева Iоj{с) ил оставцихся вершинel( по-
строим новое дерево ГjG+г7 с трхвиальноft группоfi автошорФиэцов.
И тогда бf; "о"rо"т 

из семеfiства деревьев от Т!t4 лоГiС;.l /пcrurэ-
чая егоlи дерева Т!(i+г), где /€ |t,...,g(b771. Предполагая Функ-

чuюQ@) известноft,. введем в рассriотрение следуDцЕ{е парашетрц:

k= /}?ох lql.
k

Гп - Е iоч)
l i.l l

igci) > 0l,
0

L
itl

ý=
L---Г* ',/скобкиg)1 l обоэначают целую часть числа Х /. Испольауя эти парацет-

рц, эапишем вшраIение tункции f*{rr-) *""э"э !(i)
f*с"lэrL- !*УD-r. /2/

Применяя аналогичную конструкциrс, можно построить /1 -верiпинншit

граФ с тривпgJtьноit группоit автоморФиамов и числом реберrП€(fi(Л),П-tl.
Переitдеr,r к подсчету dункции 9(п) . Эту вторую часть статьи ltot-

но бцло бш назвать-число lz -вершиннцх деревьев с тривиальноfi груп-
поlt автоморФизмов. Причеп подсчет проиэводится как деревьевrтак и

деревьев с корнем, которце будут испольэованш пРи подсчете деревь-
ев. lýlcTb t' - число /| -верitинншх неизошорФнцх корневцх дереъьев
с тривиальноlr группоfi автоморфиз}tов, а tn(m) - число раэличннх п -
-вершинншх корневшх деревьев с тривиальвоfi гр.,lппоfi автоrrорфиэшов и

степенью корня /П
Т,огда п-l

=L t^и|.
mr1

Очевидно, |ott) -to_, , так как все эти корневше деревья llогут бшть
полученш добавлениеrr HoBofi вершивш - корня и соедиценшец ее с кор-
неш(lr-{) -вершинншх корневых деревьев с тривиальноlt группоlt авто-
rrорфиэиов.

Аналогично, для четвого л

. tr,. (2) - tr. trg_, , tr,trr_, + + t,g-1 .tg,
а для нечетного,l

tn



о!тrшальвое чlсдо оебео в гоаФе с тDrвrадьвоl гочппоf, З5

.trrrr(2)'tl'tоgц *to'tog-a +... * tg-l"tэ - ('n') ,

Поеледняя Форlryла получается TaKoft ввtцу того, что в случае присое-

динения корЕевцх деревьев,с одниI и теl. де чисrош вершин к двуш

ребрФ| у корня,чttоrо воэrlодностеfi ../вследствие сичцетрии этих ребер

у корня,/ рарпо числу,iочетаниft по два иэf9 алецентов. Только тог-
да цц получаеч дерево с едпншчноlt группоil авточорфиаrrов. lýlcTb те_
перь степевь корЕя равне /?l . Предполоrrrш, что прпсоединяешце де-
ревья с корнеш кдассиФпцируDтся по чисJцr точек.с поrrощью раабиения
/п-l / Heln частеfi. Иrrееш прои8вольное раэбиешле

( tk, 2Ка. . . 1п-l1k"-'),
гдеk;+(д+...+kп-l - ft7 u R, *2R"*,..+ (п- 1)kn-l - R - /.

Тогда чпсло рааличнцх воэцоrностеft, соответствуDщих этому раз-
биенип, окавцваетс"(ЁЛfl 

(,r:,,)
Иrнаконец, tn есть суцr.д всех таких проиsведениft по Bcerr раэбиениям
чпсле п-./

i',)ft:).. . ('о:.',) ,

ki, i.'tl-| /3/
r/

по всевоашоrншr. решеЕияlr у,равнения k, +|ftr+...т е сушше берется
...*(П-{)(п<.R-l. 3апипеrr этот реаультат в виде проиэводящеit функции

f(x)-fl x+tnx!+...- х(! + x)/r (l*xz]'ta.,, (t * лi)f'... /4/
Вшчислиrr логариФш последнеft Форцуrш.

hgttx) . tчх, Е,t, h?(| * xi) =

= bgx * .Е t,'rл,-'#' * #'- #' *...,

=[о?х* t(д)- #- #- #*...,
илиЁ(х)=хехр(*(л)- #* #- "#*...) /5/
Ьрlryла /5/ дает воэшоаность в$числять рекуррентно /, череа эначе-
нля fr-Е, гдеft<п.

теперь, когда прохаводяltlая Фунrсцияtzх) наш иэвестна, поставиш
себе целрп установление свяэtt шеrду проиаводящеfi Функцией числа де-
ревьев с тривимьноfi группоft автоrrорфиэшов и бувкчиеft l(x) При

устано_влении этоfr свяви rш будеч слвдовать цетодаш Риордана [a] "
Роlуа [n] " их подсчете чхсла 

'l 
-верцшнншх деревьев и терriинолог}tи

Оре [Зl . .Щпя того чтобц ату свяsь установить, след},ет наltти способ
сопостамевlдя каrдоlry дереву некоторого дереве с корнеш. Напоrдниш

повятие центра шасс дер9ве и некоторце свяанце с ниrr своlrетва,/сrr.
[зl z. '

0пределиш вес любоfi ветви дерева в проиэвольноfi вер;rине, как
чисrо ребер содерrадDtхея в aTof, Еетвх. Наэовец Bccol, эаданвой вер-

tп Э

(
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lдинш наибольчддfi вес ее ветвей. Тогда верщину с нgишеньцtиш весоц на-
эовеш,центроl| масс дерева, а вес этоlt вер!шtнtл - Becor. дерева.

i(ашдое дерезо ишеет либо один, либо два центра масс. дерево с

дву}lя центра!rи шасс состоит иа двух вершин одного веса, соедин9н-
ншх реброш, и, более того,ово долшно состоять,иэ двух деревьев с

одинаковшr, числош верцин ,/причец в каIдое иа них следIет включчть

цеI!тр цасс ,/по обе сторонЕ от ребра, соединяDцего.два центра цасс.

Случаi деревьев с двуtlя цептраr.r шасс цоrет встретиться лишь для
деревьев с четнцш числош верIшн.

Пусть /t(x)-Лrx +he|e+ ,., - проиэводящая функция чисда деревьев
с тривиадьноfi группоfi автоrrорФиамов /гле h; - ?(i) /.h(ý-П'В)*hhr,

"д" 
h'(x)-f;n"r' " ДtD{ n; r- ""r" поо".водяцие функции

деревьев, обладаDщ{х триви8льной группоfi автоrrорфивчов с одниrt ш

двушя центраlи хасс, соответётвенно.
Испольэуя сделаннше ввцЕ 8ашечания отЕоситедьно деревьев с дцr-

ця центраши шасс, полJциш

h|9*,'0 " пiе=(rn').
3ачетич, что цаксицальншlt вес п -вершинного дерева с одниra цент-

por. шасс равен t+#] . 'всякое 
п -вердинное дерево с KopHeI;

вес которого /корся/ не превосход,п ГП-ll л nrro,,rrrn оt 2 J, оудуч}t рассшотренвьtI

ка* дерево беа корня, является деревоri с одниц центроli llacc - кор_
неш.

Рассrrотриrr мноаество п _вершинншх корневцх деревьев с триви-
альной группоl автошорфиэ}rов и располоаиц их в порядке убшвания
веса корня. Тогда, польsуясь uетодоri искпDчения, легко находиll:

h|ro*, =t2o*t-too*, U) - too Ur,te -tga_1(\tg-;,.-tq.92(0tg,
h'rl- tr9 -'t2g U)'- trr-, Ur?2 - t2r-, (i'l, -,, , 't;rrOtg-- tgчOtу.

А так как tnU):tn_l п tt-t ишееш

higr, - tzg*., -tz1 t, - |"g-r.lr- ,,, -tgх.tg,

су шши руя Ii;, i':!";' э?;;!, io.;!ro;, ;!, ; i,,,, !:;; ;!:;, 
-, t 7

htxy - t(x) - {t to - {ttx'). /6/
Членt'(О /2 получается иа проиэведениlt tbt, t; , а член t(x2)l2

- иа разно "r" Р - (У) . Полученншft реаультат деет ЕаI Boэliol'oc'b
вцчислять проIэводяпýrD бункчип Д/х) череа yle известнJrD проиаво_
дяшryD Оункчиэ f(х) . А так, как коэффrrциентц hy-Q(t) , то это
поаволяет ваш вцчt{слпть 

fr* 
(п) по форlryле ,/У. С

Поступила в редакц}ttс I0.I.1969 г.
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