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ts 1955 голу Брэтто" [ а] поставил зедачу получения точноlt ниI-
ней оценки диаметра сильно связного граФа с эаданншми числаши вер-
:цин и дуг. Им.бшла вцдвинута слелуDщая гипотеэа. lýlcTb f -сильно
свяэныft граФ с п верцrинами, /п ребраши(rп, п) и лиаrrетром ý
тогда, если q u г -соответственно частное и остаток при делении
Q- / на У- п_R+l / у -циклоr/tатическое число графg/, то

,

6'.

как будет показано, справедJIиво неравеаство дstе несколько бо_

лее сильное, ишенноХ/

о, 
] "ý-" [.

Паралельно с этиli HepaвeнcтBorr в работе устанавливается 9нало-
гичная оценка дJIя рgдиуса:

л 'I п- / Г
у" J-TL .

0ценка для радиуса достиаима при всех, сочетаниях ЛL и У ; от-
носительно оценки дJlя диаriетра моано утверцдать следуDщее: если она
и отличается от точноfi, то Hg более чеrr на единицу, при этом ука-
эшвается широкиfi класс случЬев, когда оценка точна.

Обе оценки дJIя радиуса и диа!iетра графа полученшЁХ/в работе как
простое следствие некоторых более сильншх неравенств, в КОтОрые вхо-
дят помиliо указанных параriетров такше введенная авторош дополнитель-
н8я характеристика графа-длина наибольцlего пряriого пути.

В работе используется терминология, принятая в монограф"" Irl ;

дополнительнше необходицые понятия и обоаначения приведенш в ý i.'
При доказательстве всех упомянутшх оценок /ý З/ сJrщественно ис-

польэу_ется теорема I иэ ý 2; нам представляется, однако, что эта те-
орема ишеет и самостоятельное эначение.

В ý Ц исследуется точность тех оценок диашетра и радиуса, кото-
рые используют только числа вершин и д,г графа.

ý I. Если L некоторшЁt сильно свяэншlt граС, то черезпr/ПrV.r.6
всегда будем обоаначать соответственно число BepIlиH, число дуг; цпк-
ломатическое число, радиус и диашетр 9тогс графа.

означает наименьщее целое CL , для которого oL< Д3] оценкв для диаметра доказцвается непосредственно.

2q- | при /tr@,
29 при F: /j
29+l прил>/.

a
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оцевки для радп_чса r, диаliетDа с ляя2рлFп ппqrЬо 0з

Определение. týтьл графаL наэшвается прямым, если
иэ каiдоlt его .верциЕl, кроме, быть шо8ет, последнеfi, в графеL ш-
ходшт в гочности одва дуга.

Черев 7(Д) обоэначиш дJlину наиболыдего прямого пути.
Деgев,о Д навцвается накршваrсц[4м для граФа L , если оно содер_

trф все вершинц атого граФаl при этом ребра дерева принадле8ат гра-
Фу.

Дерево нааЕвается растJrчим иэ корня .До , если для кашдой его
вершrнш Л' существует путь*/в дереве, ведуrшал't из fo в Х

llустъ ,Q -проиавольное конечное дерево, растущее иэ'корняХо
Булеч говорить, что вершина 9 следует аа вершиной Х , если в де-
реэе А суцествует путь, ведучиft иэ Х в 9 . В частности, из кор-
невоft вер:шлнш Хо во всякую вершиву Д ведет единственныit путь; бу-
дец обозначать его череэ f,л

Если путь ý. состоит из k (k> 0) дг, то будеri говорить, что
BeptlмHa х находится на k . -м ярусе. Корневая верtина Ло , таким
образош, находится на нулевом ярусе.

Мuну наиболь;цегО пути д"ре"ч А навовем его BыcoToft и будеrr
обоэначать череэ h(А) .

Поддерево Дерева ,4 , которое пороядается мноаеством всех вер_
llmн, слелующих эа | , обовначим череэ ,У(д) . В частности, вэяв
в качестве х KopHeBJrD верцмну хо , получиr,t само дерево74

Пусть / -некоторое дерево высотц h= h(Д, растущее иэ корня
.{о . Поставим в соотЕетствие кашдоfi верцине х дерева число f(д) ,

равное вшсоте дерева l(х) , и будем говорить, что в дереве.4 вер_
цмна r находится на глубине |(д)

0тrrетиrr сле.\уюцп4е простые cBoftcTBa Функции Г(х) :

I. Если верщина Д' следует эа верIдиноrr х rTo
?(х')-<t(х)-l.

2. всли ?(r)+ 0 , то существует верщина ,( ' , с,тедrDщая эал и

такая, что 'т(х')-t(х|-l.
Пусть теперь f -некоторшГt сильно свяэныlt граФ с цикломатичес-

киш числом ) и А -накрываDщее дерево, растущее иа аед9нной вер-
lлинц,.ко граФа. Д{атrдоft верiдине Х лерева rQ пост9вим в соответствие
иношество ý (;1 ) дуг граФа) которше

I,/ не принадtеЕат дереву ,! ,

?/ вшходят из вердин поддерева ,4(х)
0боанвчим черев У(х) lrоцЕIость мношества f,(;) . Очевидно,!/д)

эависит от вшбора дэрева z4

Нетрудно убедиться в справедливости след,ющ}lх cBoitcTB Функции
V(X) ; при этоr, rщ полагаеш аафиксированншш наЕрывающее де'рево /

I. Если верцина, д' слелует в дереве Д' "" верrш,rноfi д r то

l

Х/Допус*".тся тривиальнце пути, состояпд{е иа одвоft вершинt.



I.К.[Ььдбээв

ý а. Те оре ча I. tlycTbL -сшьвосвяэrпrfi грефс цrrlсrоIа-
тшческиll числоrr.Vr 2, ;l -длпна наибольщего tryтп п А -накрцваJ
Dцее дерево, растJrщее иа некотороi вершittш Io граФа. Тогда д.llя

всех Х справедливо неравенство:I(x)r/+tffi] /х/

Д о к а 8 а т е л ь с т в о. Вудеч докаэшвать Teoperry индуrцлеrt
по Т(х) -глубине верщlнц I в дереве z{

E"n* ?(r). 0 , то верцина I является тупиковоft в дереве z{ п,
поскольку граФ L сильно свяанцfi, Y(X)r / . Более того, в сJryчае

}=0 иа каrдоfi верцинц граФа вцходит не шенее двух дуг, и поэтоrý,

V(Х)l 2 . ООа эти неравенствs объединяDтся следlшиш:

у(r)r /* LrJ .

IýСТЬ теперь С(Х)' 0 . fuд"лиrr в дереве ,4 какоfi_нибудь путь

Д= (XrXl...) д;lинш f(X) , ведучDtlt иа верцинt| Х в тупиковую вер-
пЕrну Х дерева. Так как, очевилно,

y(x)l У(х') u t(l')-?(х)-/,
то пр ин.ryктивноцу предполоtениD

r,(x)r/.[p1 . /l/

Если

t#*;r] =[#]
то неравенство /*/ докааано. Поатоr4у будец считgть, что

последlее оэначает, "[:-ffi:ht"йJ"""^j;","я на у 
*,,,.'"".'

f(x)+ t = (у.0 [+НД] /з/

Предполоrиш, что для верпишrл нерdвенстsо /*/ не,вцполнено.
Учитцвая /I/, по.lцучэеч

у(х).f+tf+] .[УН.
В си.zу /z/ спраьелливо веравенств" ffi1 , { . Рассшотриш

два случая,.I. [#J ,,.
Воаьrrец на rтутп.JД верпшtну g глубиюr t(g|Паl-у-l . В силу

ицдуктl!ввого предполоIения,

9{

г



0цевкч для и дпаIетDв сrдьно свяавого g5

у(g)r/+tЧ;Ч* l=[#J
Поскольrry, очgвrrдноrУ(g)< Уfi) .
Следовательно, Е(t).8(О, и поотоrry в граФеД rаЛ в9 ведет

пряч,jf, rryть длrrнlл |+4 , чт.о невоаlrошtо.

týсть тепорьtffil - ! . В силу /З/ gто оанеqает, что?(л)-/.

В этоr слJrчае неравенство h(/ превращается в следrDцее: У(Х)},2.
Если дорстить, чтоУ(i)< 2 , то остается, очевпдно, только од-

на воэцоtвость: V(I) - ! . Последнее овначает, что в лереве ;{ ша

вершиЕц Х глубинц У вшходит единственпlft rryтьд , iсончалщлf,ся
тупикоэоl верш,lноfi дерева, tr иа верlшв этого Iryтш вцходiт.rиtllb одна

ýгв {4, не приналлеаащая дереву. Эта дуга граDа с необходиl|осты}
вшходит иs тупиковоft вершинrr дерева.

Iýсть f - вер:дина, в KoTopyD дуга И входит. Тогда Ё принадде-
аит шно.Ееству BeplIиH .llутп У , так как противное оаначало бш су-
ществование в граФе L пряшого пути ллинш }+ l . Но если l явля-
ется одноit иэ вершин путп f , то получаеч контур f, , ни иэ одноlt
верщинц которого не вшкодит дуги, не принад,IеЕшрlt контуру, что так_
ае HeвoaltoшHo, поскольку граф | сильно свяаншlt и1|>2. Такиrr обра-
зоrt, У(х)> 2 . Теореха доказанi.
Следс твие. Гýсть L -сильносвяэншit граФ, не яшяэпчдftся

элешентарнtлч *o"Typorr, ./ - некоторое его ЕакршваDщее дерево,
pacтJruIee иэ вердины Хо , и Х+ - titHoaecTBo всех верщиЕ глубинш f .

Тогда

t#J ,* получаец,чтоr{r}. У(ф

lX1l(t+
l+l
г-7])-. u{,l.5

Докаэательство очевидно.

ý 3. Вспду в дальнеfiшеll при вшборе для сильно свяаного граФа L
накрilваDIЕго дерева r4 , растJrцего иа корня fo , ьш будеш требовать
от последнего вltполнения следIDщего cBoftcTBa:

для кшrдоlt вершинш r графа

f, (rо, л)-tr. (хо. х).
0чевшдно, если дерево удовлетворяет yкaaaнHorry услов}tD, то его

d-2t-l ,*.,
*(q,p=L,]EI /прпd> 2|+ а /.
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, "Ч ;":Т: ";:ТЖ Г"::;;"" свяэншft граф с о ""о-""",,
циклоrrатическиu числоrr V , ралиусош! ш д.диноft rrаксиllадьного
пряriого rгут}t / . Тогда

. п+4
"" йг;т)
_ с}rльно свяэнцft граф, ве являэщлftся

/-5#
п-4

у* 9б,т

г

r,>
npn бс 2l,
np" 6 ' 2l,

Иэ указавных Teoperi непосредственно следIDт оцеЕки дJIя радиуса
и диашетра сильно свяаного граФа, используDщие только числа дуг ц

вершин данного графа.

Те о ре ма 4. Если | -сильносвяэнцft граФсlLверцинаrrиr/||
лугамииралиусошt lTo

у-#.,lL-,(

Т е.о р е м а 5. týсть L .- п -верtдиннцfi сильно свяэншfi граф,
не являDIцр!йся элешентарншш KoнTyporat Тогда для его диаметра спра-
ведлива оценка, а 2И-t), ёr frffi.

I

Ддя докаэательства последних двух Teoperi достаточно воспольэо-
ваться очевидннши неравенстваши: Р(а,$)-- d, и 9(а,Р)с f -Л.

Приведеrr докааетельство теорешr 2. Дпя этого воаьшец *"*уо-r"-
буль верш,rну 1о l для котогоft}(Хо) = f , и построиri накрцвающее

дерево, растущее иа этоft верцинц.
Для каддого t (0<t<i) оппелелиш tlнoaecTBo J(1 вершин дерева,

полоаив
Хt=lхlгtд)=t l.

Очевидно, ати шHoпecTBa попарно не пересекаDтся, в суlrше со_
етавляDт riнorecтBo всех верщ,rн граФа, и, кроме тогоrХg состоит иэ
одного элешента-корневоlt верцинш хо . Поэтошу

9-{
п-{=Е lX,l.

tsO
Если циклометическое число У = / , то есть граФ является элеriен-

тарнцм контуром с lL верцrинаliи, тQ дJtя вЪго / =t=п-t, поэтоlry
Яf.У)ОУ=П- { И непОсРедётвенноft подстановкоit-уоеклается в спра_
ведливости теореш.

В случае У. / , воспольаовавtцись следствием иа теореriц I, эапи_

ч
lх1lt

lter,l

/-[#J (f=0.....,r-{).

)

l
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Сумш,rруя полученнше неравенства, ааканчиваем докаэательство те-
орешл 2.

.Щля того, чтобш докаэgть Teopelry 3, наш понадоб}tтся следупцЕя

| Л е ш ш а. Пусть | -сильно свяаншft граФ, не ямяпппдfiся элешен-|-
тарнцtl KoHTypolr, и )(о -r.HoшecтBo тупиковцх вершхн накрцваDщего

дерева ,4 , растtrrщего из TaKofi вершинш Хр l которая яшяется нача-
лоl, пряшого пути дJtинЁ у . Тогда

lXol+ /-< у.
Д о к а э а т е л ь с т в о. Циклоцатическое число V графа

!эвно чисJLу дуг, не принадлеIацп,tх накрцваDчеrry лереву / , а так
как граФ L сильно свявнцfi, то иа каrдоfi его вершинц, в частностr4
lэ верцин ,rношества fio , вшходит, по KpattHeй шере, одна луга. Сле-

доватеJьно,
lxol< ч.

.Щ,опустиш, что lXol - У . Так как граФ не является элечентарншll
контурош, ToYr 2 , и поэтоrry l[ol> ?

Равенство.V = lХo| означает, что каIдая дуга граФа, Ее принад-

леfацвя дереву, вцходит из какоlt-нибудь его тупиковоfi верпинш и

кроше того, ив кацдоfi тупиковоlt вершлнш вцходит в точности одна ду-
га. По KpaltHefi цере, одна иа этих дуг входит в KopHeByD в€рlдиtýхо l
что дает прячоfi путь длинш у+/ . Следовате]tьно, допущени"у = lХol
неверно, и rrц получаешУr |1ol+/

Переfiдеш теперь к докааательству теореlш 3.
Iýсть pt -какоlt-ншбудь пряшоfi IryTb длинш У " J(o -его началь-

J
ная 

"е,ром"Ъ. 
Построиш вакршвающее дерево / , растущее иэ корняJ(е .

Очевидно, У< hИ) ( 6 .

Для кеrдого f (О-. * { h(.4) определиш цноtество Х4 верцин де-
рева, полоIив

Х1 =|xlc(x)=/l.
Тогда

lLэ
h(дl

г lx*l.

Поскольку для каддогоt> h-/ orill""""o Jr, состоит и9 одвого эле-
шента, пред{дrщее равенство u"""oo19]fcaтb в следуDщеч виде;.

п. l=у*r lxrl.' *,о
Рассrrотдrиr дв8 сrучая.
r.6< 2У . Легко видеть, что для всех f (r> 0)

,)(t 

'-< 
l хо l.

Поэтоlry

п-.t ( y * ( fi-y)lXol б у *(6- /)''("'.
Пршrенив те.перD леrоýr, поJIучаеra

п-{ r у +tб -rXv -/),
отlryда
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yr/+#

Приченяя

lх 
("l.<

t.I
оковчательво

uп,

сrедствrе иэ

у

I,, получаеш

t
|.+ l+l у.Ф(d,у).

ilt/ t,Yl ,-[#](у
t

п- {< yv + 9(6, у).у,

У,ЁfuЬl
Докааательство TqopelдI закончено.

ý 4. týсть бу.'g -Iяоrество всех сщьно свявнцх гра(фв е п,
Bepщlнerrt r.l циIслоIвтIчаскхI чrслоrr У . Нетрулно проЕерхтD, что
ВСеГДа 

/< чс ( п_ il2,
Полоrиrr Q(Y,n). miПУtLlt

" LсGцп
6(цо)- miпбЦl.

t С бч,п

3адаче определения tfilнкциfi i(V, nl n 0(у. р) трпвиальва в случаэ
.Y ) П_{ , g Taкte при tr / .
0чевидно, что

^ ё(|,п).9( !, h) - l,
6(tn-rf,nlJgKn -lf,ni = l,

Покаrеш, что при п-t<у< (п-lГ вёрно 6{цп;-2r}(ч.rr) з /. Деft-
ствительно, при укаэанкцк граltицах лдя циtцоr.втического чпсла всег-
д.6()rrr,)>2r9(V, lL) ' l . С лругоft сторонц, оценки,достигаDгся лдя
всякого |граФа, иr.еDцего в качестве част}rчного гРафg poaeTlryfi с д-1
BeTBbD /см. II], стп. I3Э,/.

преfiдеlr теперь к сдучаD2сУс п-! . Теорешr 4 п 5 даDт оценкп

9( У, n)) t ,

,

l

a
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6(v, п),

ЦoKBrerr, что при tg У s П-/

t(v, ta),
9

2ш-t|
у

]+L ,

}

6(цrt)< ]Чq[* ,,
причеrr если остаток /i .от делен}tя п-/ на У либо равен нулD или
едiнrце, либо боды vШе 

Ъ.;;=]Чjt
. С aTolt цельD для калдоft парц целцх У , п L2 с У< п-l)определпr,

целое *, такое, что /< l'< У п

*]+[-rп-к t+]-o-,.
IPcTbn-l.Q,Il+ tr'/9,Г -целшеrO<F<l /. Вслtпгп0, то поrа_ ,

гаеrr l- У , если ler5 0 , то искоrое ft равно л
PaccrroTpиrr теперь роэетку с Л верпшнаrrи и У ветвяши, из кото-

рш* l и,.еDт дrиlгуr-]+[ , " оставЕиесяУ-k -лдинr r-[+] .

НепЬсредственноlt проверкоlt убеrдаешоя, что радlrус роаетки равен

] +[ , " диашетр 6, удо"rr"rворяет неравенству

'. Jr+[*,,
причеI мя F - Ort , лпбо rr rl)l26-]+t

,

Поступила в редакцип 8.4.1969 г.
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