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Ребота посвяцэЕа псслодоваЕпр особшх экстреIапсfi (чпраrпонrй
п треокторпfi ) спсtач обшкновэпнlгх дпrDФорепцпальвtlх л>аэнэнпfi с
раэрнвпшllп преlшIп ч8стяllпо Иэвэстно [rJ, что тцlобпеrа опrцIп08-
цпи особrгх экоц)эIалэf, зепrrrrеет lеIRое rэсто ородп обцего круга
DоIц)осов, рассIатрпваоIrr rат€Iатttlэской теорпой оптпrальнж про-
цэссов. 0ча предстеrлябт ощ)едопэвншfi ивтерес для рааршвЕшх спо-
тес, пIеDцrх большоо црпкладно€ п тооротпчосков зпаqапrе [2].

}lсслэдовавпg особшх эвсц)еrалеf, в данноЙ статье Еэдэтся на
баае форшулш прtц)ацэЕliя цэлэвого фJrнкцrrоЕ8лaо Хотя суцgстц7щая
техrrпка [3] поаьопяот полуqеть те ro конеrlнце реаультетц болоэ
aкoнollнo, шшЕ5rя ФорIугу rц)ирещопцяr эт8, тэхRпке в перrоfi час?l
реботш не пспользуотся по слоryьцпI сообраrенпяI. ФорIула пр}rра-
цеЕшя rIеет, очовшдво, сацостоятельншfi rнт9рес как iс?очппк !ц-
qхслптольнtD( Iотодоl послодо!ат9львого JrпучDснпя упраlпепDrя. Да-
лее, t[a нэе для частвшх классов зал]аq 5rпраlпевпя устапеlливаDтся
достеточнш€ Jrсловшя оптшшальности. Након9ц, ФорIула прDrрацбнпя

удобна, когде необходrчшо условпя оптпIальпостп эшводятся Iного-
кратно на раавшх клессЕх вариачlrfi ;rпревлевия. В aтoш отво!€нпи
"аковоuвшЙ|' способ поr\уlrоЕпя веобходпrшх условпй степо!rтся бопэо
тр}'доочкпU.

В первой qастш работш енелпэrруDтся рgrулярнце сrrуrrап эае-
ичного респолоrенпя опорной траокторrr, повврхвости разрцва пра_
Еш( qестбЙ ш терIшального rrногообраэпя. Еорэrулярнвс случаrr 6;z-
л5rт реаобранш во второf, tlастп работш.

ý I. Форшiла ЕршращеЕlrя (Мкционаrrа

Рассrотрпr (h/нкцпонел I = ф @QlD 
"" 

p"r""""i f+] сшстэllч
обвкновенншх лr(!фэрэвцпальншх л>авнениfi

ic = t И, urt) /т/
с разршвпоfi праэоf, qacтblts !(rrurt) = !'@rъrt), P(rrt)<O)
l(п,urt) = rtа,urt), р@r0 > о. ф, R'*Rrр;RО,R+R - GквлЕрнцэ Ф7в_
кции класса С1 r ti !': RorRLx R * RЕ - !екторнше iDункцпп с Ео-
проршвнцUr по,,всоI ергуIевта"U честнtllп цропаводншIrl эторого по-
рядка по а п перЕого порядке по l,trЁ . УправловпяIп бупеr сqптать
кJrоочно-неrц)ершlнцс к}сочно_глеFкпо ф5lнкчпп tl, :ftorGюl*8z со анв-
qеЕпяIп в аадапноI попустоI IBorocTBo U < Rt.

Прпст5rпrч к вчDоду Форttулв црц)еlеrпя (Шшкцповала. Пустъ
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аеrriЬ) - Ift) + Дrft) - две Dашэнrя (пве траокторпп) cIcTeIB
/Т/, оtлэчаDIrе Jrпраlлсвпяч lt(t), il,<U - uG) t Au(O п BatraJIbHцI

аваqепrяI tо, Хо п L6, tro+ Alo. Доп;/стrч, что:
I) 5rчравлоЕrя r треокторхп опрэдепевс вв Bcou отрэакэ[t9, Ёlli
2) праЕчэ п левшэ копцш дrг(r(Ё,l,t)r(iФ),D,tоАtАtt вRОrР

лоrат в облестяr( рВrа<0 а РGrО>O соотвgтсrвепно, а саIп оЕ,
пСрЭСОкаDт поD€tхпость P(&ril = 0 раэрЕве праtшх частеfi в едrнст-
Dевнч€ rrolaвtll Хri = Т t ДЕ t tо<Тrt < t 1 1 too.

Pk<O,t)=ot p(ittl,t)=0; /2/
3) прп t-Z 5праэлевпя uф),ЙФ) кепрoрllDЕо ппt!форепrпrруеrш,

nPltrcl 
Р{rац uъ),r) i @cTl, ч(t)) r) > о, 

/s/
F {rtсl, il,cTl, ъ1 i @сtl, йсtl , t) > о .

По оrцlедэлэвrr]r сцIвопеlrrr

F(r,u,t) - р'"G.,t)l-и,l,о,t) + Pt (a,t),
F Q,,u,D = p'"{r,t) !'(r,L,t) + pt @,t)

обоанасэlц цюпаводtrце пЬ t i!у,вкчп; Р &rL) в сlпJr спстеIш /Т/
э точкс .Zrt ноодпоаваrrвостп преЕЕ частоfi. АЕелогпqно определrr-
Dтся в!орце tц)оцаводвчо:-F@,;,й,ti , (F @,u,tlБ itr,п,й,t) =ti tl,nrclf;

F {l,п,u,ё) = (i @,u,t))+.
в точках одtоапеtlностп rц)аDшх сесtэf, Fri, i являDтся обшqнчrп
проrа!одпtll D спrry сlrстеII /Т/, поgtоrу для JпIроцения ппсые
знакп t Jrспо!пIся опускеть. }tз ковтекста обшсRо ясно, какой пз
вrr 'lIсотся l эпдJr в данншй IоIgпт.

Еаряпу с /Т/ рессшотриr. спсташll дпiDфэренцпельн}lх ;rраввонrf,
о глrлкllч цреlшIв частяIr!

i =t-Ч,uG),t)| у(О - tО; !=!-Q,fr.ttl,D, {cil = i<i)i /4/
i = !'G,tl(u,ё), E(t) = xG); i, = !*(i,il(O,t), i<t) = i<tl . /r/

Ропgвrя послодяЕ обоэRаqпI уФ, rО=!G)ад!(t)п IG), ittl= z(t)+lz(a.
В сrlry одrвстЕонности решонrf,, шчееш

l,(il = t
уН,tоt7эt i,цtl
7G)r,c,bt.tt {tп,,tоъtti,llФt,tAt ъtt .

/6/

Слэдовательпо, прпрацэвIя

дI - Th.+btrotil,l- t(ао,u) = ф(rft) t дrft,))- Ф@ttrl)

функпrrонала на pc]cвlEx сIстоц /I/ п /Ц/, /9/ соDпадают. Уqптш-
вsя ревэпстrо Д a(t) - ДLft)t rlоr€lr заппсатъ

дт =фl&tt,))аl{Ё,). 
lftь{ft,lФ"аа(t,,t)лLе,l*09ffаr(t,)llr). /?/

зд€сь ш дел9о'- анак треЕопоiш)оDаlIпя (все векторч булеш счптетъ
стопбцэвпrr) 9 апrвоп 0(&) ознеqаот скелярЕJrю пл, BeKTopEJrD эс_
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лrqrrу порядке вшцэ d,zl|@)l|cL * О, d *0о спIЕолоI 0ф oTIeTcB
остатоqвцfi qлэн раалоrонпя D ряд Тойпоре iМкцlf Ф,|аЪ| =lДtlпо.

ПреобраэуэI прщ)ацсвпс /?/, уqlтIlая ура!ЕоЕIя /5/. l!оtолоч
прцlепэчrf, по аяелогпп с [l , o.T?TI?8,] получпr

Ат = - дt - i' д а нш, аtu,t) dt -
tr

-l'ЬоН'r!у,t,u,t)д7 + да!'и,цt)yалfdtr *lfri'az' а atd,t+7r, /s/
гдо

дт= Ф'(rфдzG) +l/Lд7l(t) У(z*) д|(t)t /9/

Н (ч, l,, lL, t) = 9' ! (lrч,t), д а Н (9, I, tl., t) - Hky, l,rit,t) - Н(Ч, r, u rL) ;

9(t)rlР(t) - рэшевхя пaf?,trf rокторЕого lr lатрltlного лri!фарэнш-
апьнrD( 5раввеппfi

ф = - Н{ч, хн, чft),t) 
/rо/

Ф = - t"tхtil, u(t),t)чl- Y tiа(il,uftl,L)-нr'.(v(il,r(O,uёl,t)- 0Ф,

f(t,) = - Ф" @tt;), VG) =- фrr(zft)); /п/
0ttl - спцIgтрlqвая Iатрпqаая ifirrкчпя pealcpe Пхъс к}сочно-вf-

прершlнцIп 
"е[tоrЁlJaалеrэвтаl|ri ?1 - остаточнцй чл€в:

1, = lqObъ(L)lL) - {[o.(lbtl,) f,,дL'VorOal,DJ dt -
-'/" jn'ot'afi'ri,,ll,t)Y + V !х(r,urt), HBx,(v,N,u,til atd.t; /т2/

P@+lrYft+)- правосторонвпй продел функчпf,frУ в топкс?.
Еацп блrrаf,!х€ усiлrя булут вецраlлaвш ве !!о, qтобr аlпr-

catb /9/ как кlалретrrrцrD Фувкцrр лtо . Из /4/l /5/ усrапаr.-
ппва€I ааlrсrlосrь IэrдJr ДLG) ч ДtG)з

t+ ас
дL(t) - ду(т) t t U' (у(ё) t д!(il,йtu,t) - l' t(u + дuft)l йctl,tJ dt .

Вrдgляя l шЕтогра;iе сперDа лrнойвшо, а aaTol лпоf,rчо rr кtедDа-
тпчirlо по дt, ДtФrДl(t) слэЕЕ п пспольауl обе раапоаэЕrя, будэr
,IэTb
д 1 с) - д ! с) i дr v l@(o, iltФ, t) + v t v t"(xttl, i,ttl, t) л у о +

+ дzll2[it@ttl, fr,Bl, iBl,Ф- 2tl.po, i,ccl,c) v !|аfr;, il.ссl,Ф]+ оhtЧ,

d - па, Itшt,lb!(:а1,1дtc:аll . Пэ/
3дось обоавеЕсво

v tU.,ч,il = t'(r,u,t) - t'(л,ъrt),

v 1 fu, u,u, il = (!' @, u,ё))'- U'ь, u, t))*.

Вцlвапч тепэрь ДG ,tорэа ДvG' . Па /2/ l /6/ слслу.,



О = р (i Ф,t) - p(y&l,t) =

= [р(!<tl,Ф - р(iв),Ф]+ р(!ацо-рtуtтl,ФJ. /т+1
огспда с почоцьD оrrе!пдllltх прообреаованrfi паходlr,

о = P(ltTl, аtо,t) дl + р' (rft),o Ау(о +

'tlz Ьt'Ф [Р""(rО,rr Йlрr@@),Ф(FL(rtrц il,ttl,с) t

* FJF,BI;i,ca,ia,Ф Pr (IB),c;lpLu,,c),tfl ayel + o(FL),- 
FЪkв),llft),t) l &'----'t -'rТ /rr/

F = mal{lar1,1bytclu| .

Подставпr Дl(z) " о" 
i"r"||"!:r(ri?( iiЁa;J:"'b 

/9/, обоанеqпв

f=-ffi, /16/

У(с-; =(' - + цч!')уGr(Е - * оr р") t tl рtt. t

* i ," [Фсl - Фео -.|"Ф")'J', i [фс-t - фвi- yQ)-f р', +

!'(T+)i!, zФ'(z.)чr, lP
Pr Рт.+ /т?/

прп Ё =trЕ-Одп-
Ръ

гдэ lсэ коэ(!фпцпэнтЕ'вцчrrслgнш rдоль чФ) , rft)
нlltlная шатрrце, будgr шIсть D резупьтате

r-'l, 
!,

3дэсь rY (t) r V Ф - р9ценпя ;равненlf, /ТО/ с ЕatlальншIп условпяIш
/II/ п /Т6/r/I?/. Объедшпяя предпоследнэс ревевство с /8./, прrхо-

дJ. (д ао F) е'"@вl,Ф ду(t) + *'c-)atlcltl/raYelVft-layft)-1.'/r"/

,lь=-O(аL)-'/l,А!'tдйG, [(Е - # о"ч!')Y(т*) (Е - 
Ё vtp)- PPrzt

,? o"(v tL ч в +) + J.<Fl") - ry р" pLJ ь!G). 1791

В поgлсдвеI DшреIоншп ергуtlептацп всох фувкппональнш коаiDФишон_

"о! слJЕет х(с) , u(N), ЙBl , r .

Соотношениа /Т8/ IoIHo тректовать тепврь как прrрацение не-
которого Ф]вкцпонала J на треекторпях Jrравненufr /Ц/. Попьауясь
I9тодоr. прщlапенrfi, прадстввич, кек ранъ!tе, вцреrеЕио /I8/ ъ ы!..в

ь] = (д ао t ) рL@вlзlау Ф, {lt;аrо,'/" дr| Y(t) д хо +

r 

!,О о 
!Ф, 

r,u,t) оLt t 
!,[вr. 

Н'"(9,t,u,t)lу+ ai !'(r,tl,tl Ч ayJ dt,
-'/ъ !

to+у'В ау dt - |,- тэ ,
t

1э = - ![о " 
(lдyr) * ду' YоrOьуD] d.t -

Ау' д il [tL G,u,t)Ч + Y !r@,ll,ё) + Н ,.1(9, r,u,il] ау dt./zo/
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дпI к lcкorof, форrуло прпрацоЕIя:

д I = r(ro + дъl il,) - I@о,u) =- v-ftolbro-tf"Дr'oVfto) Дtrо -
t,

-(дil,о !l)рihвцФлrВ-) - !оаН(q,r,ч,t) dt -
t,

t.
- t'[д il НLФ, tr,,u,t) дl, дъ!'(l,u,t) y býJ dt +

to

"lzir,оr'Oдr 
dt t tl , tl= |,t tlъ* tlэ . /2т/

Остатоqпцо члопц в форrуло прrрецовпя опрбдолепш соотно!энrяIl
/т2/,/т9/,/2о/, Функцпя л|&)= 6!(tr,toэt<E i дrФ= дd(tl}<tдLtl
являотся рэfснIаш уравrенпП
дi = l-@ttl + дr, ilG)rt)-t-@Ф),u(t),t), toat < tt

/22/
,bi = !+k,G) + дt, ful,0 - t'hФ), ч(t),t), G < 1 ъ ё t

с веqальнцll усповх9I аУ(Со) э bIo. Предельпшо зпачвнпя Дý(t-) =b!Q)t
.Аý@+)зд7,(t) aTof, Фrнкцrп в точкеt свяэанш условrеI скачка /Iэ/,
гд€ ДС псЕодптся о тоllпосrьэ O(dL) па ]rраЕЕэвхе /I5/. Реэролl-
rocTb последпэго о?носп?gльно д G вцтекеэт ra предпололэапя /3/.
Функчшп Р, У ь форшупе пршраценйя опрвдолоЕч вдоль опорно8о про_

ц9сса одпоапаqЕо l сплу /ТО/, /IT/ п /16/, /Т?/.
Отчотпч rокоторIэ своfiстьа форIулс прrрац9Еrя.
I. Еслп цеп9эая ф5rвкчпя, ц)аЕше частr /r/ l Jrрввнэвпэ по_

Еэрхносrп раарш!а rц)авшх qастай пIсDt !пд

ф(r)- g'arlfa.a'Cl, ltCr,u,,t) = Д'ft)t,r6l(urt), р(ё) = о, /23/
то в форIуле lц)ц)ацопrя

ЬtвlГр'*lr<о,О ле.r.-|=0' aiН'rfu'trurt)дý= 0, /2ц/
flt-flto t|r=rL-0.

Такпr обрезоr, ! спуltаЕ /2З/ форуупа /2т/ опrсш!ает пр}tрацопr€

?оЧЕо.
2. Вшбкрая rатрrчу 8(t) ! Jп)аlвэпп, /IО/ звакоопродgлввшоfi

tцrп каIдоI toclt t1 1 lorEo сд€петь пвтограrIьное слагееIое с Q
в rцlавой rlecтп /2I/ непопоrчтсльнцI Iлi наоп)IцатсльншL полу_
чIть поспэ отбресчьапrя слагасIого шаrорантJr rrлI trrворавт5r прr-
DацоЕпя ФJпrкцrонала па упраЕлсЕlr &(t).

3. Форrула rцrц)ецсппя легко обобцаэтся па сл5/чай вэскольrзЕ
поDсрхносr"il р, (r,t) = 0, . . ,2 рз(&t t) з 0 рааршDа правж пастсf,, ослп
tцrэдполоIэвrя 2 , 3 сtrrrатъ вllполвэшвшIt для квrдоil ха пlr.

Шалоrэпвшf, способ DtDода форrулш прцрац€цrя пссколько ц)оцс,
qоI опroа"Евшfi r работэ t2I. В [2J раавосtъ /ТЦ/ тракrJroтся как
прц)вtэrпс допоIЕIтэльвого Фупкцrопела па ро]онпtх ascTcsu /4/,
Iш ro lспольаусI оэ толъко длr1 Еччпслэпrя ДG. Другоэ отлrчIс со-
orolт l услоlrr сiеqЕе /Т6/ лля сопряIэЕвшх порсIсвЕшх. В работс
fe]oBo задаЕо ва Dapb]poвarнol уЕреDлеrIrо
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ý 2. Оорчупе прирец9ншя ф5rнкцпонала
в слуtвс подЕиIнцх концов траокторпй

Рассrотрпш функцrонелК' Ф(r(t,)rt,) на реш€ниях спсtеuч /Т/
с креэlцt|пJrслоrпяIп: Ёk{tо1l =g , ЁtIlLrt,L,) =О | гдс
фd, Rо, п*П}lf,,i'*R-- Фувкцпш клесса С",mrft, tt не фшксr-

роlано.
Покаrеr, qто прп ест9ственвшк пзl€ненпях форшупа /2Т/ опп-

сшвает прt{раценпе фtrrпкцпонеле п в данвоrl случаео Чтобш восполь-
зоваться реэупьтатаIх прбдшдуц9го реадела, соц)анпI обознеченшя

uft)rl(0 п itD, itt) опорвого п Dарьпровенного rц)оцессов, сtlптея
тепэрь второй из впк опредэлепншI rе отрезк9 tto, TrJ . ДелЕе,
предпопоrиш, что онп удовпетворяDт условпяц Z), З) реэделе I (с
зашесой области определеЕия ftпrёt} варъпроDеввого процэGсе на

[torErJ) , допустпIш по креевшI огравпqенttяI, т.е.

Ё (rttol) = Ё (i(t,D = о, Ё(xfti,t,l - Ёti|;,Т; = о, /?5/

ц

р."" hl"{r(to)) = m, 'Ё (Ift),uft)) # о, iJtr{tlrittl,t,) + О . /26/
Kpore того, для упрощения вшкладок будеч сqятетъ, что опорвнfi tl

варьrроlенншй пропессЕ доопрбдепепш не открштоl| справа полJгпн_

торвале, содерrацэu отреакu [tоrtr; , tto,Erl , и в окр€стностп
тоtlки t1 Jrпраrленпя uс), i,ft) н9прершDво япффаревrlrrруечш. Тогда
по евапогпп с /Т4/, полагая Lr=t, +6tt r lоrеr. авписеть

дК = ф (i tirуёпl-ФЕtt,l) =

= ф (r,Ё,), il,tt,l,t1 bt, + фlrlаls),с)дт.(t,) t дt|lz фвtt),fi;lL,r,fu,)rL,lt

, ьц (ф)'r(rtL1, il.ttl,t,) д L(t) * |lz дr'{L; Фr"tлft), tl) дL(t,l +

+ 0ф (lд xft)lа) + o(iL), /2?/

t = mаL {tat,1,|au (tr)п}.

Пролелеаr последовательно следуюцпо операции: а,) предстевиrr D

форIе /2?/ сооtношенпе о = Ё hкi;,Т; - Ё(r(t,'t, t) , вшт€кеюцее из

/25/i il вшраэиш пэ него Аt1 чер9з лr.,ftt) с точностью по O(yl) ;

с) подставиu Дt1 э /27/ п сгруппшруец линейнше и квадратичняэ по

дr,Фr) qленцi d) полоrrпr (аргушентацп rеаде слJrrат !l(),u(t),t1) z

g(t,) = 
, Ф"tr'{t;, t,):д'ld (r(L),t1), /2s/

t' = - ф (r(t), tl(t ), t|) | Ё trtt,l, u(t,r, ё),

Y(t,) - - фr, - l' h'r" , tЁ, [Фrt,l .*{9r)'* ,l'trrl),J'*

- # tф(t,) +(фr),* r,(h'r),J О"-.* tir;'' Ё,Ё: . /29/

2



а

особше экстDешали Dаэршвншх систеш упDавления.J 9

В реаультете форrула приращенпя /2?/ прuчет Ехд

дк = - g'tt,) а I(t) - tf, вr.'ttlV(Ё,)д rft) -

-(д й(t,) t'l Ёi{r<t,l, ёr) aL(t) + o4(ta x.(t)u\ r ,L, , /зо/
|L,,= o{yz) , 'lz дх'{tl ь й<t,l[)( Ёzх- h Ё"Кф, r 

^'(Ё)*)' 
r

- # Ё" Ё:] аr(t,) /зт7

Пэрэше два слагеешшх правой части /ЗО/ uчеют текую хе cTpyKTJDy,
кек /?/, и допускаlот, следовательно, такое хё прелставление, qто
u /2т/ . При этоrr функчпи V (t), V (ё) я!ляtOтся соотвотстЕуklциIп
опорноllу процессу u|t), rft) реценt/tяllи сопряхенншх Jп)а!ненпй /ТО/
с Еачельнцllи условtlяuп /28/ , /29/ ц условияr.и скачке /16/ t /ТТ/.
С учеточ сделанного зачечавия lof,erl записать

дК = дI- hбц1,1л')Ёrfu<ь,l,t)ьý,(L)+1, /з2/

'L = 'Lr' tl1* fll'tlЧ ,

где остаточные qпены ,lr,7",7э и фупкцпя бl иllеют тот хе счцсл,
tlтоиьфорчуле/2I
ЬI.о=iцlоr,IGо)

равенству /25/.

/, |ц определено paEeHcTBoI /ЗI/, приреценпе
левого конце траектории удовлетlоряет Етороцу

ý 3. Условия оптиr.альности

С поIоцью форшулш прирецения /32/ леtко устававлиDаются нё-
обходllше, а D частнцх слуtlаях и достаточнше услоЕпя оптпш8льно-
сти управпенпя в задаче

К = ф (rft,), tt) * Lnt ,
i = !(а.,u,t), ЁBtt,l) = о, Ё(хft,r,L) =0. /з3/

Отвосительно кпасса упревленийr д8ннцх эадачr и опорного процесса
ulil, Xft) остевич в силе прехние предполохения.

Приступпш к вшводу необходпчшх условий оптицелъности. Опре-

д€лшI tlгольчатую Dериацию ittl управления t/,(tt | полагая iltO-t
на полуинт€рвал€(0-€rOJ п ittl = u(il вне этого полуинтервале.
3десь Е> о, to. g < ttr0 t С) lre U - пареrетрш игопьчатой вариачпв.
СоответствуюцуD il<Ы варьироЕанную траекторrrю обозначиr f (ё'

В касествэ начальной тоqки возьrош i{tol = 9(€), гпе9:[оr€о;*R'-
крпвая классе С, , леrащея на uногообразпп ЁСrl =О, Ч@)= r.(t).
полагея ?6 (0) = 0то, 9.a (о) = 0lror будеl| иIеть

ilt;= a(to)+ bI.g, дtr1=9(€)-9(о)= FбxorELILбL''o +0(с!). /э+7

По опроделенпю функции 9 , в9кторц d.x,or Orto нешзбоrно я!ляются

реш€ЕияIи спст€I линейнцх алгебраическrх ;rравневшй

Ё"t"tt,D tro - 0, Ё"U,tt,lГLro *(Ёт@Gо)) firо), frtro = 0 . /зэ/
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Верно п обратное. Еспп бl'n,6lxo _ р9ЕовIя /3r/, ЁЦЧtоD =0 , то
неf,л5rтся непустой пол5rrвтэрlал [Ф €о) l огродепеннея ва HgI Фувr-
цuя /зц/ такпэ, uro IJ(V(S)) r0,0-4t<€о. Даrнrrfi !шЕод н€пооро[сt-
вокно спэдJrот па предполоrанiя /26/ ч теорэсш о нэявноf, Фунrцrп.

llorBo покеэеть, trтo 
"реекторпя 

i(t) удовлет!оряот !сэI пэре-
чrслэвншI D раздел€ 2 требовавrяI п для rц)rрац€вril Д; (Ll |ла ,дЦ
справэдrIпвш оцеккп

la'g ttll с Kt €t lдzl Ё КrL,lаtrl э KlE /s6/
paвHolepвo по t9 r ЬЗtr (0 * € < €l)r где Kt ,KtrKsrEt.Eo - попоIIтопь-
ншэ постояtlнllэ. Ва 5rцlевленsях llftr, аG) Форlryла прrрелоЕrя /а2/
щ)пIет Dпд 

е
rt к - - ч'ft ) д ro - | h л r,; V (t) д ао - t а v Н (9, I, u,t) d,t,

е c,L,t
е-е tапН*(ч,l,чrt) ьу + ьо, t'(L,&,u Vлrl dt t

/з?/
TlG) - 09(la 9

с''/l 
r!rау'дrr[l" 

(х,,u,t) У , У !"(l,u,O + Hrl(9,,,u,t)J dt +

, о((mаlUдсl,lлr(z-)I, tд,(t rлlt tдtill)L).

С учэтоr оцэЕок /З6/ пuеоч 
'1G)-0<EL). 

Тэперь вшбереr l Jп)аDванrп
/IO/ уаtэпцу q(t' веполоrчт9льно опрэделонпой QС' L 0) ре!во_
IбрЕо по tо r t * Lt l раалоrlil втогралц /3?/ по степевяI С . По-
скольку +.- 

J 
'д 

t'0 ъ1 d.t . о, ьrio) = g [frg(e)+ ьбtQGцч.цс)] + 0G) l
е-€

Е i - t"(r(il, uftI,0 f,1, fr;(tol , fiI,o r

,о ! рсзупьтетэ полуtlшr 
о

дк < - L ч'(t) tro-rl_e^ v Н (9, L, tl,t) dt -

- *| ъ[ч\t,)Еsrо, бr| y{t,)ffло+@ nHL, ц!''!)(ф.аgf{..r],ОtСЭ. /эs/
Dолl 5rпраэл€вI9 z(t) оптlчаrtьпо, 

"о 
лэ!ая честъ послодцого Eqpe-

lовсrlа ЕэотрrtцетэльЕа..Отеэде нgпосродствовно сладJraт JrсIоIIэ
IeKcllIJпa гаIIльтонпапа

Н (ч(t), I(t), t,ё) . H(yttt,l<u, u(il,t), te v, /вg/
l IoIcпTE t.. t. tr rt }?, п успов!!о трансв9рсальностш

у (trl = - Ёr@tt,,D lo , /цо/
для лэDого копца опrrlельвоfi TpaoKToprrr, гдв io - вэкоторвfi rэх-
тор па R-. Пролэльнчl пэреходоr по t нере!еЕс"!о /39/ ic"el!!-
пrDается l ! точкЕх to,tt,? . Давнчй рэауль"е, !Iес?э с оопряI€Е-
HuI lекторвшч Jп)а!веппоу /lO/, /28/, /16/ соаtеrляе? содорrшtпе
rаDооrного црrнцrпе raакспцпе tzl 

'l 
для раарrllltшх ctc?cl. В ра-

бото [6I rцrпlцrп Iекс;IJпа устаrоЕлэl дпr yilacтKol скольIэвti

*'lr 
rr.дr'Q 

6, d,t t rlы),

(t,)ll) - ,,|]'[o"tlottt) + д r' уо'(lдrDl dt -
e_t



оптшIальной траекторип по поDерхностш разршва ц)аlцк qест€й пр,
дополнt{тельноtl цредполоrонпtl вшпJrклостп DаптограIIш спстешш.

В L2J бшло отrечоно, tlтo принцип IакспrlуIа я!пявтся досте-
точншц успоlиеtr оптпrелъностп, еслti данЕшо эалеtlr /3З/ гrэпт вrд
/2Э/ u С,о, Ё- l-хоt Ё = Ёttl . Анелшз форrулш прrrрацснrя /32/
поз!оляет это утlэрrдеlие несколько расццритьо Иrонно, Iцrrвцtп
цаксшIуIа бупет достеточншI условивrl оптпraельностr, еспr D зяде-
че /3З/ Функция Ф (r,il вшпукла по 

' 
при кахдоч t

удовлетьоряют /23/, ФJrнкция Ё t1,1 еффпrпа, Ё@,0 '
случее форrула /32/ с учетоu /tЮ/ прпяпшеот вид

tI
д ( = - !, Ь i, Н (ч, tr, t/.,t) dt i оФ(lдr(t,)l)

to

,
Ё

функчпп f, Р(t' . В э?оц

!допь любой экстрвIаrrц задаqш /з3/. отсюда впдно, что DшпJrклостъ

Ф п условше r.аксrцJrча /З9/ обеспечивеDт нерав9нство ДК) 0 r ге-
рентпрJпOцве оптиl|алъность экстр€цапио

13ервеrся к аналrrзу неревенст!а /38/. Небор шз фуrrкппf, u(0 ,
r(ilrrу(L) l параIетров locR', ,l'e П r удо!л€тrоряDцrх BcoI со-
отношенпяц прllнцшпа цаксиIуша, наэов9I экстреrrепьD эелеqп /З3/,
Экотреr.аль эадеqи /З3/ н,азоьеш особоfi, еслr

H(y(t), r(urt,t) - Н (yft), I&), uQ)rt), tо э | ъ t1 7 t е U.

Такиrr обрезошr вдоль особой экстреr.али успо!rо /З9/ lаксsцпа га-
Itlльтонпеча кек необходпrое Jrслоlи€ оптшIапьностrt с?ано!rтс,
lшроtЕепнцl. Ее особоfi оптпIепьноfi экстраrал, HepaDercтto /ЭВ/
Iorнo предстеlшть Е aЮрllе

о . 
^к 

L - *lr.[tlL(tl"Ёl"rkGo)) + y(to)) 0ro +

* (дrл н'r, д,rr'ч) (d, * ьу!) l1., J + oGL) , /4т/
поскольку пз /4О/, /35/ lчтекает

v'(to) f rn = - )о'hо" (z(Ёо)) 0!.о = о,

' 
v'(tо ) EL ro = - ло' Ё .(r (to)) 0L I о ,

- - 
^о'(Ё*ftlt)) 

tц)r tпо - 6"' 
'^о'hо)""lа(tо)) 

0rс .

В сплу Iелостl € и везаrпспlrостti t, tI.o , ае /4Т/ lштекаот
Т е о р е I а. Пусть uftt, r(0, 9(ё), Л0, Л' - особЙ oE?lIEtb-

вая экстреIаrIь за,дачl /Э3/ с указеRнчIп ! по 2 сэойстьашп. |Ео!да

для лпбой кусочlrо-непрэршвной спrrетрrrчной rатршвпой Фуrrrrrr
0(tl+O суцостDу€т опр€дел€нное !допь экстроlrелп роцэнrэ Y(Ё)

Jп)аЕнения /ТО/ с наqальншI JrслоlrеI /29/ а условшош cKaqKa /Т?/
текоо, tlтo вцполняется Hopeleнcтlo

дrr Н'"(9н, rG),чёt, t) ьу tfuft),чft), t) +

t дt tl(х(il, u(t),ь) чI(il bn t (x<tt, u(t) , t) з ol toct .Ц t tG v ,

I Jrсловие Еэпопоrптспьноств Iатриц}l

е
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(^О'h')rr и.ttoll + vФо) 1 о

на ядро оЕэраторе Ё"/дttoll, R" * П',
Прелшдпrrr рессJrrдэЕпяllп тэореIе докеаене полностьDо
В Форrулах /2Т/ l /З2/ $рарезоЕця ФJrпкцIовала для реэрчвнtlх

сЕстэI пI99тся слегаеIоэ Ь i,c"l r) pL Ь' rc-) , которое отсутст-
DJroT D гладкrх спотоl|8Iо Получrrr ,а вего дополвптельцrп швфорrа-

цlэ об оптIчальностп rц)оцосса, задеD пголъqетJrD lерпецID с пера-
reTpelrи €rf на отрезке tt-е,l+Ll . Такшr r9 ITJrTeIr кек ранъtе,
усrеяеlлпlаэI сподуDпrf, рэзулътет.

В условпях прэлвшrщеf, теораuш дпя оптtilальнос?ti особоfi эк-
строчал, вэобходrrlо !шпопнение HepeвэHcтra

^rr 
[.ч'Qi v ! (хrc), u@),c)|it"<cl, u(о,фJ,

, PL@G),t) дч!'(I{t1,1L@),t) >о /42/

для Dcox |rGV | удовпетворяюцtк условrю P@tCl ,t,C) * 0.
В аеклпqgнrlо отIетш особеввостп конечв}rх рэзультатоD по

cpelнeнrD с евалоrrtlншr.r для нощrершlнllх спстеI. Реаршвность схс-
теtч /I/ обусловппьеGт рааршвностъ решепrя Jп)евн€Епя в эаршацпяхо
Последrrэе, кек слодует па /22/1 /ТЗ/t /Тr/, в цоIев? rц)qхоrдовlя
фааовоil точкr череа повсрхностъ реарцве превшrс састеfi /I/ првtвр-
псrеет скачкообреапос ,аIенэнlа. Скечкп ре]енIя Jrревневпя в эа-
рIацпях коIпэнсIпrD?ся сrачкеIп соrцrяrэЕЕrF пэрэIеЕflUх так, что

форrrr v'ft)ьýft), лr'G)VН6|ft) осталтся по t неrц16рнвЕшll. В

рсаJrлътетэ ПпоlпсвсацIп' в форtryле прщ)ецевпя цепевого Функцпо_
нала пояlляэтся дополiхтельное слагеоIоэ, которого нет в нэrц)€-
pIDllE спстеIЕк. Вообходrrос Jrсловrе оптпIалъностп особоfi экс?-
pэIarll, прlведонвое в Tэopcle, по форrе (но не по сJrцoству) сов-
педест с аflалогпqЕшIп усповппIп дrtя вепрэрsвпшх сrrстец. Условпз

/42/ яlпее?ся, по-вrдrrlоrуr спецпФrческпI для раэрr.внцх спстеI r
нс пIаст !Ееrlогов в Rепрершвнttх сlстеIя?. Авелпз форrулш прпра-
цэпп, (Р5rнкцповале покезшвает, что rц)хвцпп lаксшrýrца даот досте-
ТОqПIе УСЛОDrЯ ОПТIlеrrЪЕОСrП ДЛЯ СРаВНПТбЛЪЕО У8КОГО КЛаССа Ра3-
pIDHrE cпctolr lIaDцý раэрш!Е превш( сестеf, по t в фrксц)овац-
впе IoIэHTll вр€Iенп.

Поступшле э род.-пздоотд€tl
3I явваря Т9?9 t.
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