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УIIРШJIЯЦОСТЬ СИСТЕЦ, ЕЕРАЗРЕШIЕЕЕЦХ ОШOСШТЕ,ЬНО
СТАЭШЕП ПВOИЗВОДЕОЙ

I.С.Трофlшч5пt

Поп;rчовш RэобходIIшс, досrе?оqвчо JrслоlIя отrосltэльrсl
JrвраDляaIостп обцпх шi!фсрснцtаrlьншх olc"el с аапаадЕtапlэr (шрr

Jrоловitr гчбрrдпостп). Прп покеаатольство кр!торtя упре!лясlоо?,
пспольаовав Iетод опрэдэляDцgго ]п)аDЕсiltя.

Поglqцовка эедаqr. Осноrвой результвtо Рассrоцlrr сtс"эц7
уrц)!rlловпя

9,Q)хft) + 9zФ) rft-лъ) = tФ)uft), t е (o,L,7, /т/

с наqеrrышL JrсловlяIrt, обэспGчI!а"DцпL сдпнстlсltносtъ pc!c!t,
ЕIr;'trrrлоI uft) . 3дэсь L- n _Dcкropi.Ц- z -loKToP Jrпревлэ-
аляi lъ= СOП|t>О - аапаэдс!авrэi Р=* - оп9раrор дl(DФореrш-

ровенlя;

9,Ф) - Ло Pn* х, Pn-'r.,.+.xei 9"Q) - СорЭ*с, рЭ-L ..., ср ; /2/

Г Е* 0. о-Д
RЛпQо= L 0п-ппJ, n Л'Qп-

l

!Ф. Вор9+ ЦР?'|+..-+ Вr) trLt Bx,Ci - постоянiше Ii!.
рпцш резI€ре 71 Х tЪ, tlxLt ПХЪ соот!эtст!9Ево, L = Ott t.,,ldi
К- 0r1,.,,rl; j = Lrt,.,.r|; Eprtrol det ЛоО 0l tatt,l, .4о = fut
pcd,t, drL.

Доттустrшrr JrЕревпэнlяIr UG) яrпяDtся iМкцпп, пчсD!пс
к}соrriо-вэtrрсрч!пшо ц)оrаlодвше по Q -го порядка !клDчrтэльно.

Прэпполоrrli qто c]rцacTlJrDT посrояввшс ноDшроtдепнlо 7[r ?1

rатрrчr 5? ш 5lо таr(поi что

, dd.e.u* 0, /э/

"о" 
Л,r, Ir\rIrr, Лч пIс]т резr.рц TOrtTL, fu'tП-П7,

[п- ml х m, fп - m,7 \ tП, ml cooтDcтcrlgllloo
Опродолспrо. Спстечу /l/ uазоъеlr @

па f2rtr7 , aслп для каIдого !вчальвого усло!ця I проlзЕGпьво-
го П -вскrора а1 супествJrс, допусrtflое упраьпопrе И(Ё)
?aкoer что соотвота"!JrDцая tресхторlя crcтell /I/ улоgпоt!оI)iэ"
гслоЕID r(t) - tr1

г п,,л,f,

1-o,,rA

d



Управляе lfocTb систем ?5

фебУется полуtlить необходпlrtшg rr достаточнше услоЕiбя отно-
сительноЙ управляешости систеl.ч /I/ прr! !ыполнении соотвоrп€ния
/3/, вшрахеннше через пара|етрш сшстешш.

Рассшатриваецая спстеllе 5равненrй относится к классу ctlcтer
управлен}tя, которце вобрали в себя особенности непрерывных сис_
Tol| с послодействиеr. п дпскретнrпк систец. Кек булет показапо нп-
,rэ, систеша /I/ при услоЕип /3/ свод}lтся к гибридной систече,
тое. систеlrеr состояцей пэ дпФфаренцшально-раэностнцх }r разност_
ншх Jrраэllений. Пбрпдншци систешеrirб описываDтся l|ноги9 задвч}l2от_

РаХаЮЩИе РеаЛЬНШе rЦ)ОЦеССШ УПРеВЛеНИЯ В ТеХНИКе П ЦеХаНПКе, ЭКО-
ночике }l тодо Еапричер, задаqи управпяоr|ости гибриднllх спстеч
рассшатривались в [З].

основншч результатоri данной работы является следующая
Т е о р е ш а. Для отвосительной управляечости сuсtеuч /I/

необходпчо х достатоqно, qтобш

LаfuL{Х" rзl, к = d, 9,,..,(n- D п + 1.апL ao+k, 0? ;

5 = 0,hl...tфth; n,=f+J| = о,
гпе Х*(3) - решение опредоляDцего Jrравнения

fur(b) Х" (о) + Ль(д) XrG- li = Х(д) Uл(ý)

с начеrrьншllи усповпяIп
lJo@)=E.; U*B)-0, К*0 lпп j *0; XrG)=0, К<d-?
плп 3 < 0 i эдесь Д' Х*(3) = Хд*i(J).

Д о к а а а т е л ь с т в о IоIЕо разбпть на дЕа основR,.!х

этапа.
I. Исходная систеIа сводtlтся к гпбридноЙ стецпонерной с;с-

т€ше Jrравнениfi с поllоцью дЕл( ноЕtроIденнь!х преобрезованrй, c;r-
цествованпе Koтopllx вштеквет uа услоъsя /З/,

П. fi,поп5rчевной гпбридной систеше прtll€няется теоршя отно-
сительной упревляеllостп спстеrr с эапаэдшЕавшэlr разработаннея !
tI].

I атап. Спстеrа /Т/ сэомтся к спстеrе ;rраввоrrпй

м Y (Ё) = лY(L) * С Y(Ё - lL) + tocp uft) t /6/

где
х.G)

i ttl

/ц/

/r/

Еtп-оо 0ц-оп,

0п,(а-Dп Ло 1
t

Y(Ё) =

itc-r)161

- dтъхt; I1= -dп|dп;



0

0

0

0

Е

0 L со

0'о

-1

-l)t|, dtъ

Cn-z' "- 
'

tF= d-1;
;

х= -d,пхdп

с

0'(с-iпtdъ

- Ср- Ср. : СоOп,(а-F-1- л&-лd_1. .-л1 , P rd-l)

lotp) =[:r;' ","1-dпх1 
,

которая яЕляется стацпонарной гибрилной систеrrои [з]. Действитель-
но, неЕшрохденные oLTl х dtЪ -riатрицш w п Wo r определяешце

равенстваши

\lf =

WЛWо =

Еt*-о о 1tn-r)n,

0п,(а-t)п а
(а-Otъ 0{а-,Dп,ъ

п,(d-Dп ý2о

к виду

J, 
*= 

t;
преобраэуют матришш М л

W MWo=

E(n-r)n*rn 0Ц-q tъ+ lп, ?.-тlL

0 п- rъ, оLtъ

l

Л,, Л,ъ

Л., Лu , WCWo = I
1| сь

11 CrL

tде Х,.,, , С,7 [{а- i п + тп.J * [Сс- D п + ml -шатрицаi АоrС;|а-lп.mh
,fr:-- mJ _ матричы; Jr, ,Сrr-[п-тп] ^ [(а- D п * тпJ - четрицш;

Хr", Сr"- [п-tп]* [п-m]-чатрицш, причеу det Лr" + 0 ,

]vо'Yttl =|!'r?.'r], "о" yft) , LG) - вектора разчерностей

(а-tlтъ+m ц (п-tо);

Wtop)=[L'|/,] , KiQ) =BIP9* Bipj-,,,..t B'q, L= l,L,
где матрицr, Bj , Ч j= О,...,9 ишеют разшеры [tа- t),п, tnJx Ъ ч

(п-,m1х ъ ;

Р, = - Лri. Лr, ) Pl = - Л'r', Сr, ; q =' л;: С r, ; k,r{P) = -Лr|, KrtPl; В,,-лiВ|,
j=0,",,9,

l



управляеrостъ ??

сrстеIу /6/ сведеу к Jц)еЕнgЕlяr|

!!rо' 
= Л,,уft) +хп7(il*Сч!!t-DrС,"х(t-ь)+ кtq)uФr' 

/?/
[.,tt = Р, у ttl + рz!ft- tъ) " 0l(t, tъ) t К,, (р) ч ft) .

Для /?/ ааледrш начеrrьншо успо!ия, обеспесrверцпэ эдшЕGтЕэнЕосrь
рвп€ЕЕя

(т,r, = lyotTl, r е [- h,Ф ; у@ = уо|,

|,,r, = |хо а), t е f- h, 0) ; z Q) - Q уо* 
р"у о t-h), Q во (- h) * 

ior,, п'u rф . "'
Усповпшся, что

уС)-О, tG)aO,u(c+h.)lO для t<-h. /8',

3алевпоr Iетршцш wc п EeqeJlbнrrx успоэпЙ /8/, /8l/ ощр9д€пя]т-
са HaqaJtbвllc состояЕrя п для систеrrDl /Т/, посладнце обеспсqч!аrrт

'вэобхолtцm бдпвстrснвосrЕ реценхя.
Дrrя вцэода Jrсловпя /4/ прпуезпI стандартнуD процодурJr полJrЕоЕrя
опр€дспяDцего JrраlЕgнrя [TJ, tспользJrя форrулу Кошп для r(t)
Ео тап кек л(t) п цft) свяаавц соотвошенпеI

I(tt =Н, Y(Ё) = H,WoWo' 1 Y ft) = H,Wo еН = r, (r"'tЁr) = Н уft),

гдо Hr=fEoOn,(n-ooJ, Н = [Ео 0 п,(а-z)ъ**J,

,о достатоtlЕо полуqIть ФорIулу Коuп лпя l! ft) . Вцдэлпr д!а crv-
чая: I) .F.d-t iz) F=d-t.

vtz
Слуqаf, I. Iýсть 13 . а- t . Тогда Е Jц)еlпсЕliех /?/ Iвц)пцll
п Q я!пяDтся нулэDчIri. lfuool

yttl =(Л,, * лпП) у ittl +G,,+ fl,rР)уft-h)r[К,tрlrЛ,rК,rtрlf ut),

,л(t) = Р, ytt) * Р"!G- ъ) + Кп.Ф) uft) . /9/

От сrстэrш /9/ переfrдоI к расЕц)енноf, сrстеrэ [2J:
,ir(tl 

= Л'уr(il , Л' !, ft- lDt B'tr{il,

гдс

!(L)
чФ)
ilttl

',{

,;l,*
0]

Л"r ЛоР, 8r9 Вr,r..,

0 0 Ez

000

0
л

h(tl=

ш9,t1

-flпо

00

- 0 п + m + z ф,f(а- t) п +п + TiI;
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л |"" 
Л"Р' 

Ов-iп,tп,zj,z

|!zl,tа-опrtll tr,.,[?J
[ё- t)п,tп+ zglх z;

BzL = Bt * Л,"B,i, L - 0,!r...,q,,

Очоьппво' уft) = Н"уrft), Нr- [Еr,.-' )t'+mOв-r) o,-,"9J .

Вээдеlr l раасIоц)епrс це!рrчцrп фlпкцп F (t,a1 удовпстlоряDý,D
Jп)авнэЕID

оF ft ,а) 
= - F ft,Фло- F(t,t * h)Л.', t. t,ас

Fft,t-О)= Е ; Fft,Ф=Ot tэt+о.
Тогда ллtя ylФ) пIееI

t
llft) = 9ft,у,), ! F(t,Ф в'tгtd d,t,

h
глс а(t, !,) = Fе,Фу,о, 

lF(t,ОЛ'l!оG-Ddt; !rоft) -
наqеJIьпая Фуlкцrя на отреакс t-hrОl , получ.пная пз /8/. Оrсэла

t
t(t) - нн"ч(L,у,) t 

{ 'r, 
р(t,d B'tG) dc .

Слсдоватольно, пся!пtll крiтсрпсч отЕосптспыоf, упраDлясIосtп Grс-
tеуч /Т/ я!ляс?ся Jr"lорrдсIlэ (cr. l.T1);
Длялrбого7L -!сктора ?, lgi+0 ,сIц)еDсдпIDо

9,HH"F(t|oB'+o, Ce[o,t,J.. /ю/
Так хек

FФltr,r)=Ё,)* tо,'r,,t+ 
Lli 1,KGli, к= 0,!, ...,

пс Nц $) нЕходятся из реDQiст!

gr,r\) - ЛОrr(il*Л'?*В-h); No0)- В|; Nц6)l0, к *0 плr 5+о,
tо /IO/ акli!елсвтно услоlrD

z о о L{H Н" 9 х в), к = 0, !, ., . rа- i п + tn + l N - t ; 3 = 0,h,,,,,dl h 
1 
a,,=ffi| - n.tttt

llотодоr п;дJriцЕt нструдно по;еааrь, что Н1 NKB) = а K-qrl , lлп

Г0 *-, *, rз)l

9.$) = lu*-," (') l ,'|;I
LUK 

(5) 
_j



УпDа систе I ?9

гдб qK (J) удовл€тDоря€т JrpelBBEID

Q 
" 
*, {il = И о* -0.,"р) Q цв) + (с н 

+ л, |р") Q в - h) + B roU r,n(g.), . . ., BzlU ц в),

Ц(О)=Е"iU*В)-0,к+0 lдr 5f 0;а*6)а0, К<-? sлп3<0.

3aloтll, qто 0к(3) IoIBo првдстевпть r кек рgtэвrе сrст9Iш

I Q *,, Q) = Л,п 8 
"tо, 

Л,"х!*в) * C,,Q *(з - ъ) * B:lJ х*| в) +, . + ЦlJ* G),
1

LХlrзl = 4 0*(r) f Pt 0*{з- |ъ)* B,olJK,9B) t ...+ BryIJBB),

0к(5)=0rк<-с|, плп j<О;Х'*til=О, K<-q/ ruп5<01

Uo(O) = E.;U"6) =0,К+0 ппп t # 0 .

Товда Х! (з,l - ц
DoDrcT paDoвcтlaI

(ii'|]) , ! с,пу нэ!щ)оаденвостu W r УДоЕП6?-

мх1., $) = ЛХf,сзl, С Х|r(з-ь)+ tо(д) IJKB) ,

ХlrЗlrOrКr-|, uлп 5< 0j Uo@) = Eti Ur$)=0, Kl 0 шr J*0

Еэqlулrо DIлотъ, что Н В* Са) = H,V[ 0 =НrХtФ.3;аqчт, ,/IIl

эrtllалс!тво соотцоЕевипl

zonL{HrXL*{t), к = - Nr,..,kI- D п+ тъ +(t- D 9 ; ! = o,hr...rd, Й=п.
В аrоп оtrородь HrXi 151 =)|ц6) , гле Х1(5) - реrонll€ оtrределя-
Dцсго Jп)еЕвепlя tЭtkпtZ\). Сl€доветепьно, справсдлпD крrтерrй,/4,/.

9ДщЩЗ. týcTb F= a-t . В Glст€rв /?/ Iетрпцц Сrъ" Q
тепаръ, вообце го!оря, веrулевшс. Для 1,&) l этоI слуrrао с ]/rro-
tol /В/, /8'/ uусеl равсвст!о (cr. [3J)

d1 d1

ъ (t) = Ц у ttl * Z q'-'(P" * 0 р, ) у 
(t - L лъ) + 

Fо 0' к,, cpl lLФ - L lL) +

+ 0(\уоО, zo0) .

3дэсь"с, -[+] , *"*о"" е(t,yo!, хо(,)) аа!rопт лпIь о,
lаqалъЕа 

.Фrrк'fu'/B/, 
/8',/. отоэда мя !ft) получавu дrФФсрэl-

цrальЕоэ ypallcвIe:
d1 d1

ittl = I к, yG-LlL) - ýл K,r(p)u(t- ih)
'о iз0

*fХ,ък,2Q),K,(p)J uФ)+ Цft,!со,r,оо), /I2

тдс Ко= Лrr*ЛrrРrj Kl= Сrr*Лп(Рп,qQ)*Сt\;

(
(r)

(5)х'к

к

)
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KL = Л,"0'-'(Р, + ap)*C,"Qi-t(P"*0B), L- 2,,..tdt i
J!L = Лr"0'* С,"0'-', i- !, ..,rфt.

Как п в cлJrlraG r, от /I2/ псрспдеI к рес!ц)еппоfi сiсtсIо o?Eool-
топьпо t!, ft) :

il,ttl

3десь

d1

=z К! !,tt

;0 0...

i=0

Ко В21. Вц-l

0 0 Еъ..

Е|,

0 0 0-.. 0

dI

-LtL) + Irrit(t- ah),Съ(t, !o(i2 LоФ) .

В.r, ь N$ry ЩВ,r".NiВп

0
к; ,к ь

ГВrо

n,= 

L:" г:],], 

,,=

0lgв-ооrп.лу

L = t,..,,dt i CrQ,yJ.)r7o0) =

t L = t.. ,.,rdt j

,(t,yo0,Znll)

,
0

t\

BzL = В'tt Л,t,B,L, L = 0,|r,.. r?iKJ - [Сс-О п + п+ tglrt{a-tln+ tп+Lф,

L = 0,!, .,.rdt ; ili.- [(с_ tl tl t nL t LtlJx Z, L = 0r l, ,..l dt 
1

Съ(t,!о(), x,ocD - Ка - D п + ffl t lцJ * t .

Вlэдеr l рассIотрепlа lецrrчвуэ фуrкпrэ P(trC)r удоlлсtDорЕD-
цуD дIiDФgрсlrцrальноrJr ypellcnlD

аFG.Ф =- Ёг (L,с+ih)к; , a<t;аt Е.о

F ft,t-0)= Е ; F (t,c), 0, t,>L+o.

Уrноrая /Т2/ алgла на F (t,t) п пiтэгрtfруi по t от 0 до t ,
попучеоI Форrулу Кошr для !1ft):

ёdr

!,(0 = vft,loo,r*o''l,) - { Ел Fft,riLD jl:tG) dt .о iro
3дсаь ч(t,!ооr7о1-)) нс содсрtrт чл.поD с lf (с) .

Ввэдоr обознеченrо
d,

Ч(t,r) = I F(t, ttLlъ)t,lli ,' L.0
Еgявнцl крхтериэI относlrсльrоf, управrясIостr crcrclc /|/ аlле-



Управляечость систеI

отся слэдJrюцее утв€рrденIо: дпя лtобого ? -lэктора 9rlrП + 0,
справедлпDо соотношенпе

с ЕачельнчIп услоlпяllп

8I

9'ННrY(t,,r)#0t xGfO,Li. /та/

Получиrr топ€рь свяаь критбрпя /ТЗ/ с решеRияIп опредоляDце-
го Jп)авпенпя /9/. Поскольку Функцпп Р(t,rr, Lli lrli , i = 0rl,,..rdr,
JrдоDлот!оряDт одЕоIу х Tol|y re лпвойrочу дк!Фере'вцпвлъношу Jrрав-
нoIшD порядке [(а- О tl+tп* ZN\ , спсдоветельноr ToIy re JrраDнс-
вrп fловпетlоряgт п ФJшкцпя ЧФt,О . Для rrроrtз!одшх VВ' ftаС)
по lЕдуiцпх l|orнo докаэать, что

(K+r)dr

v(") (tr, с) = (- r)' Z F rct |l + Ltb) 9**,0 h) , к- 0,!, ..., /л+7
d=0

пе Q" В) удоЕпетворяют п)авненикr
d, dl

NK,t в)= Д*l 9* в- Lb) + 
Ео ",' 

tKB- Lh),

to@)=|,g;1I"6 =0lпрl К*0 плп З*0;|,кВ)=0 прr lс<0 sлч5<о.

Uа /I4/ слэлуст, что

y(")(t,, t,- сh- о) = чG)(t,, L|- еlъ* 0), к = 0,|, ,[#J- ',
,fцrtL,,t|- cla-0) = ч(О(ёl,Lt- еъ+g)+(-!)Хgr,,Gh), к [+],. ..

Итек, поrIучаоI, stо /IЗ/ ак!чвалэнтно условrD

zапL {н Hoq,*0), к - O,t,,..,(d. t)п+ rп+ ZN; Е' 0rh,...,фЬl=tUТЭ/

Иrеоr: H2qK(3) - Q к-1$) , гд9 0 к ({) ваходятся rз спсr9Iц
d; с{1

0K*r (з) = Д к, 0.(з_iъ)* !ол,к,"rыll,<в-Lh)+[лпк,LФ)+&6ruк6).t=0

здэсь Uo(O)= Е";lJ*$)з0 прп к f 0 илп .l +0,qKB)=0 wп к<-9

ппч J< О . В своп оqорсдь qK(3) являDтся рецбвrсu сшстэIч

( 0. *, {r) = Л t| а кв) + (,, Q * Q _ h) * Л пХ' кв) + с ,'х!*в 
_ t1,) + в:ц, f), ",, в|{,tl),

)

[Х'- rrl = Q 0д6) * РtQ *(э - t,)* 0 хi (з - Ы + Врt!ц, q(5) +, " * B\UK (,)

Qл t5) -- O,Xl*(il = 0 прп к 1-9 srп 3<0;lJg0)=Et) U*(5)=0 прl

К+0 ппа 5+0.
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Делэо, рассуIдая енелогrqпо сrrJrчаD I, аавсршасI докааетслЕ-
Gтlо теорэцI.

з а r с tr а н ш о. Дпя сrстеr впда

9,Ф) rft) + flzФ) r(t-D = t,(р) чЁ) +l2Q)ч(t,li,
гда fllQ), 9"Q) текпс ler кек ; Е спст.шо /I/,

*;tp)=Blp9* Bip9-',,.,-Bi, L=l,L, цlптарlf, /4/ осtеоtсs

Е спл€, trри этоI Хк (r) находятся пз опрсдсляDцЕ JpabBcHrf,

fl,(a)xK(5) *9/ы Xx$-lb) = у,(д) U*(з) + Irи) Ux 6,Ь),

Хк(5) = О, K. d- N rлr 5 <о; Uо@) = Ео) U*6) = O, К+ 0

илп 3+0.
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