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l|ногrе дпскротншэ экстреIельпша эада!tч rrогJrт бшть сфорrулп-

рованrl кек залаqш шпншIиэацшtt полпвоllа от булевш переценншх, в
qестностп, эелаtlп стендартшзацпп и разшецонпя. В нестояц€э rреlrя
н€ иаrссrно э(Рфсктивншх алгорптIов рэшgЕuf, мя полпноrов общего
ВtlДе r еСТЬ КОСВеННШе ДОКеЭеТеЛЬСТВе ТОГО, ЧТО Taк}le аЛГОРllТIЦ ПО-

строrтъ нолъзя. В этой связп rцlшобретеет вахное значение вопрос
об о?ýсканпI классов полпноIовr спецшФrка KoTopIx позволяет стро_
Iть аФФсктпэншс епгорптцчо Еекоторше Teкrte классш, наприIер, ре-
rуляршо, цревпльЁчс полrноII , рассIоцrсЕш в работех LI- ЗJ.

В вастояцсf, работе rrсслешпотся пол!поII болео обцего впде
qСI Щ)аВППЬЯШ9-НеЗОВ€I ltx П О tl Т t{ П Р а В tl Л Ь Е u u 1,1

r цр9длегепrся дЕа э(DФектпвншх алгорtlтсе: Irнпшпзацrи по!rтп пра_
ВШЛЬНШХ ПОЛlНОIОВ И РеСПОЗНеВаНПЯ ВОЭllОХНОСТ' ПРеДСТаВЛеНИЯ ПРО-
ltэвольного поппноша в виде почти правильного.

ý I. Почтп правильнвf, полиRос

Фtrrнкчпп от булевшх пера!.енЕЕх lQt, .,!ц) uо*uо предстевлть в
впд9 полrЕоца

t(y,, ..,У*) =r,F.oao r!r!, ,

пр, aToI вшреrевпэ a(ilLlsYL назшраDт чпеноI полпноIаr

@(S) - коэ(DФпцпентоI этого членао
полrноrу f(

Еу Iатрпцr |G)=
rlлeвoв полrвоIе с вбнJrлевшrп коэ(!фrrцп€нтеIи, KoTopJrD назовеI ха-
рактОрпстхчоской. Ilля построенrrя этоf, r.а"рпц}| J -ry trл€rrу полхпо_
ra а(S)ПУa с неЕулевшr коэфйпциентоr @(S) поставrI в coo?BorG?-

е qrtсло

Тr,., ,/о) поставttш Е сооrЕстствие некоторуп бупе-
,i1i1, ie Д, je Y , гле Y={t,,.,,пL е m - чвGло

вше J _й столбец вида

\rj= ', ""n" ie S,
О, если a+S.t

Столбоц j lатрппш G=Qii) неэовоI квазrtвшпуклшr (кьеэпвог-
нутшr), ослх для пюбж Ll,L2rLg , LrЭL". ia, вшполЕяется HePaDeH-
czlo !t"j l marl!i,j, !цjJ., (!,"j > пLtLlg,,1,9,.,1il.

llатрrцу G вазовеr квазпв}tпуклой, если каrдшй столfец этой



об олrоr lшGGa Eorllolo! о? булсrЕ пaDalalrl? ?
е Iет1r]тa ;tааItпýrплIfi, , пеaо!сI IDааrtIЕýпло-DогцЕоl, сслl ral-

дпl атолбсц crofi Iа"DrцI лtбо ;ЕааiDIпtrБлII, лпбо квазllогqrтril.
Попшоr l(Ytr...rlal т,аэов9I цreвIrrb;Ilr эслI он Iо!сt бrть

ЕIЕдсrеDаэЕ D llдa
d4

t(у,,",t|) = ё, ёчrСхьli," !* ,

l EoltT, цре!lдьЕцI, aGлп оп IоIэ, бшть эаrrпсав э !rде

4d,cd
t(уц...,!.) = Д .Е,_,.*, !i, ", !,*Е Eu,. х L+е!r,.. ln !,.,.!l .

8eucTlr, 'rro полrвоI J праэlлъвrй тогда l только тоl.лд9 Ёог-
Iд эsо хараптсрIстпвaсвtt Iаlрrцд хrаэrЕчпуrrаrl, t полrноI J пот-
Tr цrаэrllьвшfi тогде п толDrо. ,о8да, когде lаtрlца / (f) KBaalвrlýri-

'о-Dогвутая.Dассrотрш аалеý7 llвпraalrl пов?r ц)а!ппъного полlЕоIе Ее
IпotaoTDc ЕaaлtвlrlЕrЕ rairоDоD. Вrэдоr обоавасэшя:

s-' s-,
!5 (у,, ...,! r-,) = 

14, Е,r_,rо*|' у, ... у *,
a

гдс

СГ] = со, + сs_l.-Ё Ё
i=ý+l rri-l

&

al1'= с*r*.1.,сс K+d.,
aзs.l

cl] = c.t , 2с L+s-t,

urc ,

tl K + s-t:'

, L-t 4к< s-, .

Эalc?tr, что !(Yr,...r!s-t rOr!,.,.,i = lg(Уr...r!з-r) . 0!сэла
сцrаlсл.шtа сIап7шшU1

Т о о D с l а. Слэстr5lс, оп"lIалэнос pclerrla аацаql IrBxII-
аацхп полlвоIа t(Ytr,,.r!a) ве lнoaocr!. tэедlнrчвшх булээЕ ЕоI-
торов текое, 

"rо 
д- не*Ьторого S ,!Эý4d, пшеэ" li=Or!|ц, ..

...= ui-1, е DэKTop (yi, .r/s_l)"п""Ir?rруэт пгаЕильii}rй полtноr

trq',| ..-,, ! s-t|. прп эЪоr t, Чi, .,,, !i- ) = ! (у,',, . ., У i ) .

Еа освованrп атой тэореII с цс:tоль;овапlr9ý _ajr,,,,td1la Uпrl!!rl-

8ацпr цраDlльного полпноIе (cr. [*] ) строптся эфФвктпввrf, алго-

PITI IПЦПItаеЦrП ПОЧrI lЦ)еЕШЛЬНОГО |rОЛПНОI8.

Мгорrтr сосrоr' ra d этапов, Еа S -r (S=сr",rl)аtапэ lrцсI

l€ктор (!i, . , . , !i,.J, IrilпIrаццгDлlf, rцlеrrльlrf, попшвоr tdlr,...,tl.ll
ДалсоrсjввlrэеЬr векrор Qir,,, rls-t l 0, !,...rl)a rаlпrirltl пз постrо-
эцнЕ rl запоIIЕаэr щвrrl.

1Dудоэrкость аrrгорrтIа IпвIIrэацrп пра!пльного пол"ноrа 0fil9
опэрщrl rцlr объеrЭ паIятr @(da)яqэоr. Таr чrо оцспк' ТРУДОЭIКФ.

с"I t объэrе паIitш длi рессIотDэнЕого алtорrtlа rпнпlхаацIr l:oirтD

праDrtьвого Eorlвola Gооtе!rr|o? 0 а' u 0@Ч.
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ý 2. Приводенхе произвольного полиноIа к поtlrп превпльноlry с'

t
fy:ier говорIть, q?о полиноl t(Yr,...r!4 прIDодllI к поtlтп

прввпльlrоIуi есл, cylecтByoт перостановке Lr r,.,rln шlоrестэа Л

lакая, что полпЕоч t(Y,rrr,,.t!t) поtlrп праэlпьпшf,. 
'.налогпtlпо,шатрицц Qц)GсД, jeY) прrводrше к Iатрпц€ G нскоторIr оrоfiст-

BoIr 9слп суц€ствуот перестаноDrа itr...ri* rпоrэстве Л такая, что
цатрпце (!ц1) (к=tr,..rаljсY)облапест атпI cBoIcTBor. ГЦlп эточ пе-
рестаповкJr Lt r.,.rLa будоu ваэIвать цlпводяпеfi.

Посколькtrr IэIý/ опэрапrrсfi ,аIсневпя куIерilшп п€р9IспllшI по-
пrноIа п опоgацпсfi персстаноЕвп сцrок херакт€рпстпqескоf, Iетрпrп
СJrПОСТlJrОТ ВЭiШВО-ОПВОаЕаЧЕОе СООr!ЭТСТЕПG, ?О DОПРОС О ПРПВСЛЭ-

lllrП ПОЛIПОlrВ К ПОЧ"П ПРаDПЛЬВОrJr СВОДПТСЯ К Ц)ПDОДЭНrD СГО ХеРЦt-
?ерпстltlэской rатрrrцr к кDеэrвчцпшьвогщrтоf, Iец)rцэ.

Рассrоцхr аадеч/ оrчскаяпi пэрссrаяоlкп, rцlпводяцсй булеву
Iец)пlч | = Gii Gc Д, je Y) к к!азr!спукпо-вогкутой.

Лля rатриЬ / оцр€дэлrI прообрааованtе П 
" оп9дуюцrr обра-

aor. полоа" |' = {у'r| tte Д, j е Y) ,
глс

J, fýtrri rослl L+a;
}aj=tl,j 9 ccJtl L=d.

Еэслоrrrо 3аrctltbr qто эслl l _ ttl!аIllпуltло-DоtЕf"iя IaT-
рще, ,о |'тdкtя ro. OTcIпar l qactвootrr слслуэtr чrо сапп |
црrtодrrа i Еtеаtlчпурlьвогпуtоl IатDrцсi то с!псстц/ат пршодlr-
lая пэDсоrаяоlIа Lrr...ria таr:ая, что il-t .

Iатрrвэ / поо?а!II D сооttоrc"llэ lerp;щ7 |=$i|tlеДrjСl)
олaдrlпIl обреаоr. Полопr

}ij , ссл, lrj - t;
1- ýij r ссл! lrj = 0 ,

3елаrу о прrDсдсЕfr rац)rцI .к кlааfэrцБпо_lоlцrtоil поаэопя-
с, lцгодпо псреtфрrулцю!ать

l Т . О Р э I е. Iатрще f оэ""опше r к!ааI!Iпукло-tогцпоt

|тогла , ?о!ь;о !огдаr ;огд8 ,r ор"rолrlа к вDааIэшщrплоf,.' 
Д о i а 8 а ? с ! D с т э о. týoTb r{ опarолrla п KDtEltI-

пlriло-!огýrтоf, rатрlпс qai Ge Д, j еY) п i1, .,,, in- ц)пlодrllая вс-
Dсставоlва. Счlтlсt, ttо 'il=t . Тогде Iатрrца (Тч)GС Д, je Y),
tдс

t 'lii ,ссл, lrj=ti
t-|.L! 1 ООtrr lri= 0 ,

a

E,j - t

7rj =

булоt кlааIэrщЕлоI ! пэ:rолrrоl к rацlrцс|. .
(БреtЕg. IýcTb l =(ýд;ХiсirjсY)прlволIlа i п!ааrtшцвлоfi reT-

эrпэ(fil IGС Д, j eY) , .iri,.,rL.- ЕDrволrrlа, п.рсотеlо!rа. Поополь_
.уEli J1 пля вGякогоjaY, cqr?lct, rTo il=l. Рассlоцril llt-
рlцу [?ii)(i G Д, jc Y) , sлl)



оr: оrноu !,:!!r,:ce полин от б_!Jlёвшх

'lrJ =

Матрича ([,, ) 
"вляется 

квазивцпукло-вогнутой и приводиuа к шетри-
цеl.

ý З. Алгоритll приведепhя булевой шетрицш к кваэивцпуклой

В статье [l] прэллегеется алгоритц прпведения булевой raT_
рицц к кваэившпуклошу вrду. Алгорrтr освоэан Еа проЕоDко нокото_
ршх необходпraшх r достатоqншI условпй сушествовЕния пршэоляшэfi
перестеновкп, однеко сахв эта пбрестановка нс строится.

Еихе описен алгорхтI анелогиtlной трупоешкостиi в явноll впде
строяшпй приводяцуп перестеновку.

Гýzсть пчсотся булеве r.етрице l=$i|(Le Д, jeY) и трgбуется
найтп перестановкJr cтpoкi прrЕодяцуп деннуD leтpиt\y к квеэпвIпJв_
лоЙ. При этоr 6;rдеr счпта?ьi что rетрпча f не иче€т одпнпчнцх
строк и lгуловЕ столбцов.

пусть Xi = {Le Дl rij - 0l , J € Y.
3аrэтисr что для тогоrчтобш перестановка ir r...rL* бшла прп-

водяцей, неооходшчо х достаточно вцполн9нпя слодJrющего условrя:
для всякого j=lr,..,П, аслп LprLt'XjrPrKrt, то iK е Xj.

Опишеr елгорхтш прпведеншя. Еа предварпт€львоI этепе аJIгс_

рптIа упорядо,rпI столбцш raTplnrr f тек, tr?обч:

I. lX,l= ,ц?#lХ1l ;

х, п(tl' Х;,) *
' j'=! ,

ir, , еСЛИ lrj=l;
1- 7rl r еслп |rJ = 0.

7l1,o

U?. Хj=д;
j=t

Ф

Xj, j=t,...rfto,

Отrетиr, qTo осл, воцера 7lб с указаЕншI свойствоr пс G}rэ-
ству€т, то Есходцая lецrrца f ,rр"д""a!шIа в вшлс

э t

|=е L

/2,

ri эадаqе прпведонrя шецlичrr / сЕодптся к црп!едовrlэ чатрrп /,
ч lz к квезпвшпJrклоtry вшдJг.

ОсвовноЙ этеп елгорштче состолт па ПL ЕагоD. Ев J _I .агa
рессllетр}tваотся очэрепной J -f, столбэц l строптая поот9доЕiтслъ-
нос?ь попарЕоп€пересэкеD]rхсF Iвоrосtъ Zl,ZLr... isjЧ2rzs< Дl
Так, tlTo

Xj'= Z, UZrrrU...UZt, t+s<LcSj l

для всякого просIо"рэввоrо j'-"о стопбца.



rо , . и.г.Бaлпвсi8я

ОтсDде, еслп ir, ...rLn - ?аRая п€рвстановкаi что{i"._, +| l..,
...rinr| =Zr, $= !l.. rSj (ОЗЦоld1<,,,<d5<d), то для н€9

эrrполtlяэтся прlrв€дGвЕо€ вцtе нэобходиuое и достатоqное условхе
тогоr что ата пбрестановке явrrяотся прпвошцой дпя прооlотрсвпrrх
j столбчов rатричш /

Ва первоч шагс полагееч 5t = 1 , Zr= Xt,
Рассrотрпr поспедовательность деЙствrй ва j -r.- j4frlo1 Е8г€о

К начаrrу цага шIееш поспедоветельвость |.ноIвс?э Zr rZ" r. . . , ZrJ-, .

Попошr:
Z=Z,u ZLu..,u Zs;_r i

Z'= Xj\ Z;

4={sas;-rlZrn Хr=Ф};

Рr= {s с sl-tI Zr. X;i ;

Р, = {s ( 5;-,l z. п Х1 + Ф, Zr{ Xil ,

Возrоrсн одrtн па спадуDцгх слуrrеэlэIеРtrlсРоа |GРз. рес_
сIоц)иш каrдшй из пtпк.

I. Пустъ tcP, п S - вашrэньппй воrор, дпя KoтopotoZrnXi*P.
Если для векоторого s', 54 5'З5.1-1, t{Ie€T l.осто r'a Pr,To яскочоЙ
пер€стано!ки но сJrцествует. В противноll случае над поспедоЕатёль_
ностьD IHorecTB цродепцDаеlr спgдJmцпо rтреобразованпяо В ковец по -
сподоватэльностDt добавляэц IHor€cTBo Z'+ Ф i а hноf,сство Z5
ос?авляеч без изrrененпя, 9слll sePL , п заriенаем его на lrЕоrестЕе
Zsr(Z п Х1 ) и Z, П Х; в протrвпоr. спуqее. Пэрехоtпrl к следуDщо-
ry шеtтr.

2. Если t е Pz и tlскоцая псростаноэка cJцecтt},cтr то
Si-tc \ u Р, . tlерекуr.еровшlесш послэдо!етелъносту Zt,,..rZ5r_rB про-
тtiвополоrноЕ порядке и действуэч согласно crrJrrraю r, trолага,: .9=1,

если l€ Рз.
3. Допустrш, 1€ Р, . Тогда S;-l G Q U Р1, п этот с,:.,. ч,,i,i r.(,.1rт-

ся к описанншш Daнee.
Опицеi, .iосле][оватольность действrй на j _ч ,шr. t.e, j 2По. r.*lэ,

несколько отличается от перьцх Пl о ЕагоЕ, посксл5ку Х; с Z = А
Сl:ачала рgссuатриваеu оч€рвдной j -й столбец, ищеI ншмень-

ший 59 и наибольпийr_S, ношера текше, что SrSre PruPr. Допус?}lмr
S > So . Тогда 

""n"r,=Uro.i s,S Х j , то искоr.ой переетановки tfeт, D

противноu случае делаец следJrDцие преобразовенпя: Z.o зашеня€.r на
шноrествв Z5o\ XJ п Х, п Z5or €сли 5о е Рa , tl оставляем беэ и,зuе-
ненпя, еслп 5о с P"i Zs аналогиtlно эашеняеr. на lrнoxecTBa XJ П Zs а
Zrr Х1 в сл)rчао S€ PJ и оставляеrr беэ иэIевения, если _ýеРr.Пе_
реходим к следующем.ч шагу.



об одвоr классс полrпоrов от бтлсэшх пэDсrспвчх rr
Еслп 5о=ý, т.о. Xi С Zs| то в слJrчее Xj=Z, пGрэходrlrкслG-

ЛУЮЦеIУ ШаГJrr пначе j -й столбец дэпаэI послэдниll х paccle1pпBaol
очерелной столбоц. Если прш этоll в9рнеIся к Jгrо peccIoTPeHHoIy на
j -r лаге столбlryr то зrFаtla Iц)пв€д€ппя чатричч f к кЕазпЕцп}к-
лоЙ сЕодптся к со!окупност!l зедач прЕведэнrя rатрrц its t кв8зI-
ВЦПУКЛшlf, _гдо ls - cyreBro f на сноrэство строк Z5 ш цноr€сrво
отолбцоэ |mо, j с п|\ с Zs}.

3аrеТнш, tlTo на ка*цоI цаге ровно одtн столбсц Iе"рпцI прr-
водптся к квазхвчпуклошу впд5r. TaKrr обрезоr, ,rэрвз П rагоt Iш

получич TeKJrn поспедоват€льность Ztr,,,2Z5-1 что строкп rатршчf
булучп располоrенвцL в порядкс rФинадповос?п п IBotecTBaI по-
эледоветалъностп, состевят псt(оIуD пэростацоlrуо

ПосqптаэI трудоескос?ъ алгорrтче. tИя рессIотронпя одвоsо
столбце требуется 0(d) операцпfi. Первшс ТП о столбцов рассIецrпDiDr-
ся I раэi последние (П-71о) столбчов - не болоо 0П-m)раа. По -
эточутрудоецкостъ алгорхтrrе составит 0(mLа) операцlй rц)ш объоIа
пачяти 0 (?п ф) .

ý 4. О зедеrrе вшборе оптпtrельного ряда Ездалпf,

Задача эцбора оптпIального ряде изделЕй r.ore, бшть зеписапа
(cr. [+] ) следупшпI обрезоI!

,а!, r, 
, 
.?^ F, 

g,, ',j -,#ttц,'
Z гrj=1, JeY;tеД

a;>T,.i, LrД, je\;

xt, aije tO,tJ, Le Д, J€Y .

Здесь Y - совокупность впдов 2аботi А - персчевь обраэцов

rrзделийr каIдое из которцх l1оIет бцть использовено для вшполвенпя

работ некоторцх Еидово Велиqпнш /с вшрепеэт вечельнцс эетратч,
сЕязаянце с использовениоц пэделrй i -го обреацаr в вепичппш tt1
характеризуDт затратш на вцполttение пзделrяIDr i -го оОразце рабо-
тн j -го вила.

:lтe задаqа uоIет бцть предстевлева (см.[ЛJ)как задача IпЕх-
Iизацr}r полпноIа от булевцх переIевншх. В случае, когде Iетрпца
(! 11) л"r"ется квазивцп}кло_вогвутой, соотвотствуэлlrй эй полпноl

булет почти превильнDlц и теI саr.шlr задаче вшбора оптвIальвого ря-
де loreт бцть эФфективно рецеве.

огчетпr, что кпасс регулярншх цетрпц нэ содерrшт всех ква-

аltэшпукпо-Еогнутшх шатриц. В частностш,
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Ее яrпястся рэгулtрЕой rатрвчсй. TaKlr образоIi полуqаЕо расlrрэ-
нпе классе э(DФсктпвЕо рспаеIчх аа.деq типа стеядартцзецrп.

ПОСцrппла ! ре!.-1здоо?д€л
r8 rapTa I98r г.
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