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О РАЗlЛЕNЦШИИ ТОЧЕК ПА СФЕРЕ
Б.А.Ьсодrн

Пусть 0 - диагональная (П^П)-матрице с элешеятамu Q")0 ,
К= ф, а Х= @*j)-rц)оиэвольная (пд7Z) -шатрицаr /? 2fп>2. строки
ш столбцц шатричш Х обозначпrr соответствепно вектор-столбцаrtrf
ZKG Е*, trL е En.

I. Булеш искать

пахlх*6хl /т/
х

при условиях

1*r х*= 7, к= tV , /2/
где (+) - знак траЕспонцровения, |,|- определитель.

3адача /I/, /2/ бпшэке по содерханию к аадаqам оптпrrального
плаЕ!ц)овепtlя эксп€рпц""т, tТJ п возникает при 2 -оптишальнош раэ-
raецэнt{и 7L пряборов, изuеряюцш с а.ддtггивнш!rп ошибкаши расстояния
до тоqки, 0G Еп i по реаультаташ которшк строится наилучшая лп-
ноеризованпая статистиqескsя 9ценка f2] вектора 0 .

Целью настояцэЙ зачетки является опробование одного по.Ф(ода
к решению подобвъгх зачеq. Суть его состоит в сведении исходной
задаqи к более простой эксц)€шальной задаче с функционалоиt яЕ-
ляющичся ворхней 1нитней; ц)аяью исходного функционал81 с посл€-
ryDцгll доказатапъствоrr того, что на шноtестве решений задачи-
оц€нки достшгеется точная гранЕ.

в дапьнайшвч э /т/ t{спопьзуются две форцш записи определи-
теля: 

п
IX+6Xl= l Е |кrцПtrl,к. !.

lx*Gx|= l(ri, сri)l ,

оо" lrlr е лj) - (mх77l)-чатрица.
В форче /З/ эмечу /Т/, /2/ естественно интерпретироветь

как эадеry !-оптшшапьного резшещония Z точек {f,*} не /?!-lrgp_
ной ед,rниqной сфере /2/, е в форше lЦt - как за;даqу о максишапь-
ноч объече [3J систешш вектороэ {CJ прш оI?еничвнпях /2/.
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ц Б.А.Бэоопrв

OTuoTrru некоторце свойстве реt!енпя задеqп /I/, /2/. С пошь
цъю /З/ л9гко устаневливеется

Л е ш r е I. Если совокJпность векторов {XKl явпяется ре-
шеншош эедаtlш /Т/, /2/, то решениец является а) лпбая соЕокуп-
ность, сЕчцетрпчЕая по qастш коцпонэrтi и 6) совокJrпность {ftкl ,

поротпвеIая произвольнцll врацониеш Т в Е*, 7*=Тf,ц, К= Ф.
В силу нецрэрцвности врацения Т ицоеч
С л е д с т в х €о Сред}r цвоIества решений аадачu /Т/, /2/

сJцествует тако9 р9шеRие {.ri}, что r|if g для всех К=ГПrj=Гrъ
Л е ч u а 2. Пусть Р - дrе"оналjна" (ПХtL)-уатрице с эл€-

Dr€HTaшtl и }rx с5Dlчой соотвgtстЕэвцо

рк20, к=Гfu) tъР=!. /r/
Существ5rют целца числа п чftЪ, TL2tlL22, ц uатрица Р иэ шноrе-
стэа /)/ такпе, что следrюцая сtiстеша 5rравпенпй соЕчестна:

i+_T|'PrJ=Ol L+j; /6/

rl'prl= # , L= t7; /?l

r+*rц = !, к= Гrfu. /8/

Д о к а з е т € л L с т в о. Срэди llнoxecтBa /5/ uатрпц Р
эшберел P=LfuIra, rле 11 - еяиниспея (llхtl)-цатр}tцво (В гршве-

дснноfi вшше пнтерпретаЕшц эедаqи этот вшбор соотв€тстЕует услоэиЕ
равЕотоqностt{ изrэрптепьнlо( приборов.) Тогда rФп П=m>2, урав-
нвнпяI /6/-/S/ удовлетворяет пюбая ортоговаJIьяая (ПХ Z) -чатрича
Х. При П>fП=Z уравнения /Сr/-/8/ coвr.ecтm !л рецепи€ш являп,тся

координатц вер!tин правплъного 7tr-угольнпке, вписенного в единt{ч-

ншЙ ццrг. Текrе ЕепосредствеRпо цроверяется, что rц)п rП=3 п

п = Ц16, t r12, 20 JrревнеЕпяll /6/-/8/ удоЕлетворяют, коорrшнатш вер-
шпв превипьпrп r.ногогравЕиков, впшсанншх в 3-черr5rю едпниtrЕгую

сФеру.
Посцlоиш.класс,решrен4й для сrrучаеь fL>Ta )2. Провэg€rr заrrеrrJ

пореrrенншх LL = (tПР)'2 * , trтo раввознеqно r*=(тпР*)-t Ек,Ур"э-
нонпя /6/-/8/ перэпи]эll в слеrytоцэll вид€s

|i*rj=o, j*L; /g/

LL+LL=!, L=tra; /то/

L*rLr=tпрцrк=Гrп. /п/
Рессшотрш (ПхП).-uатрпцу LIп, с эпешоirtаllи U,cs=t l , опре-

делrrецJпо pBBeHcTBoll IJ:IJ"= ПIп. Сущестэовение такпх цатриц до-
каэано для HeKoToplD( подцноrоств цеrliшх чисоп TL э 0(тПОlL{) (сш.,
напрпшер fЗ, c.Tlr+] и [4]). Еетрулно проверить, цто Jц)евнен}rя
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О рааrэцсrпп точоlt ве сфаре

/9/-/ТТ/ ЕшполняDтся цр}t Р*= t /П п aKi= UксlЙ, а сл€доватэльво,
систgша /6/-/S/ rrрu Р=(t/П)I2пшеет рёцеЕпе Х,цi=Ц4f !fr, к= Ф, L=t7.
доказатепьство заковqево.

Свойства решенпя Jваввонпf, /6/-/8/ аналогпчш свойствач ре-
шения задачи /Т/, /Z/z

Л е rr rr а 3. Если {Х*} уоо"л€тlоряет /6/-/8/, то п любая

другая совокJrпность вектороЕ, пороrдеешая rrэ {Хк}, как укезено в
лачIе I, удовпетворяет этиц ]п)аэЕенияtl.

Д о к а з а т 9 п ь с ? в о,. пэ оtlээt{дRе только шнваlrиеят-
Еость 5rравневпй /6/, /?/ отпосптэльно врецоний Т вокторов {.Zд} .
Рессшоцlиш преобреэовеппэ 7*=Т. I*rилrr в покошпонептвоf, эапшсtt

IKt =
|ф

:
CBl

Пусть {Ск} - решенио систешц /6/-/S/. Тогде с Jrqетоц орто-
гонапьностш шац)rцц Т ишееш

,tъ tl

5

trc хке

1Lt pаj = Е р" (Е tшr*е)
К=' C=l

lrl(z LiB Х*в) =

'=l
= #,#,rrrtjs(re'pzs) = # #,ruLjr={+', i!j',t

a

rlтo и докеэшваэт утверЕдение.
Лэrца 4.ПустьIатрица

прп условиях

р =(tъ 6)-l. е.

Дlrя того стобш (Пхlz)-Iатрgца Х доставпяла
tfl

mат П rLt 6"ьх Lзt

/т2/

1тэ/

/r5/

rtr r*= !, к= iv , п4/
ваобходЕrо r достетоqЕо, чтобш

LL* pIL = h, L= ф;
tr+rr*=1, к=iV.

Док а а ат е п ьс,тв о. }iспользуя неревенстЕо шеrцr
арпФчэтпqэскпI п гоош9трпrоокшI срэднпllп, с, уqетоll /I4/ пorryceeш

ff,"', r"L " 
(* t,"'- n"L)'=* t,\Kri tr*)* =

=(# fl,Q*|* = (* и G)^ , /т6/

о
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Цатрудно вияеть, что сист6!rа /Т5/ coвrrecтBa. llпя любото ее реше_
ния {7д} иrлееш

ft,r'* oii = *r" G)*. /т?/
i=1

йg /16/ l /I?/ яепосредствовво вцт€кеет, tlтo
fl Trt

тпФх, П xL* 1xL = i п'- ТiL = ф t" е)-. /rs/
х i:f i=1

Ееперъ утверrдени9 лечшш следует па /Т8/ и того Фекта, ч"о рав€н-
ство Е /Т6/ посtпгается только при равЕъпк соurоЕtт€пяк.

Теорсч а I"Пустъ Р и G-дпагональнltецатрtiцш, свЕ-
аанrrыa соотношениец /I2/, ТОгда Iц)и coвrtecтHocм Jравненшfi ,/6/-
/8/ uнохество решевшй эадаtlи /I/, /2/ равво MHof,ecTBy решенrй
/6/-/8/, цр}r этоri

mуt (lx'c xl lrr*х*=!, к=Г,о)=(*fuа)-. /rg/
х

Д о к а з а т € л ъ с т в о. При усповиЕr /2/ суцестэуетl
очевпдно, иатрица Х , дм которой lX+ 0Х' 20, т.э. XtGX - сиu-
шетричная полоrв{тепъно опредбпенная (mХZП)-шатршца. СогласнФ но-
равонстЕу Машера [9] , дrr" определптепя в Форше /4/ пчееш

l (ri* о rj ll , ftr"L* в "i /2о/

для всех rL, rje Е*, Lrj = i,fr,, п>п> 2,
Следователъно, ре!tениа задаqи. /Та/, /I4/ дает Еерхнюю по

Функционалу оценку дrrя задачи /I/, /?/.
Еетривиально€ рав€нство в /2О/ лостuгеется л}rцъ прtt условпЕк

i+d' СrtrJ=O, L+j, i,j=ф,. /2l/
очевидно, tlтo €сли rrнorgcтBo решенгfi П5/ эадасп /Т3/, /Та/

содеIпсlт цaтptltly Х , удовпетворяющую п условияll /2I/, то аадаtш
/I/, /2/ u /I3/, /I4/ экъпьалентнц. Иначе гоэоря, в спуtlаfпк сов-
шестнос?и систеrrш /6/-/В/ шноrество ее решенлtй совпаде9т с Iно-
,KecTBou решений исходной экстрецальной эадечи.

Вшрахение /Т9/ слеryвт пз /l8/ ц /2О/.
Teoperra доказена.
2, Рвссuотрич задату об j -оптичальноll [Т] раэrrещенши точgtt

на сфере, которая иriеет rц)еп|юю интерпретацию.
Булеч вскать

mLfu tъ U* е Ю-| /22/
х

при условиfк

a

D

ак= t,д
r;< К= trtL /2з/

л



О размещенип Torl€K ва сфере

и ревовство достrгается только rц)и одинакоэшх собственншх зцаче_
ниях Д; (А) = i.

Д о к а з е т б п F о т в о. Согласно неравенству цехду
арпфrrотическпш ll гаршонпческиш средниши при полохительншх О1

иl.оош
tll

Zot>
L=l , .а.

. По условuю лемшыr

In l mL чnL
tzД-1 =Еrцлr> 

Е*, 
= Т'

tlтo и требовалось доказать.
Т е о р е ч а 2. ПустьР ш G- дшагональнче матрицыi свя-

эаннше соотношениеч /Т2/. Тогде при совlrестности систеNы /6/-/8/
шноI€стЕо решений задаqи /22/ , /2з/ совпадаот с r.rнoжecтBoll речJе-
нrй )равненuй /6/-/S/i при этош

*ho ftъlх*еx)'' lrtr r"= !, к= ПJ= # i /25/

Д о к е з а т € п ь с т э о. Ееравенство. /24/ поэролп€т по-
строrtтъ дrtя экстречальной зедаtм /22/, /23/ задачу-оценку: при

условиtrк /2З/ спраэ€дливо

*!,п tъ(хrаЮ-t> *ko # |

х Lgf

Учитшэея /2З/, пuоечз
Ttl, tъ fL

Е,*" 0 trL = f,ror х** х* = Е.,|* = tz 0 .

Слэдовательво,

rnL

?

_a

m,.l

rL _)z ai,
L=l

mLtъ
х

,tL

Z r" Gr'
i=t

l - 
-\ 

rпL

Ir;"*=tlK=t,fl)=й



8 Б.А.Бсссдtrв

В аадасо-оц9нкэ п задаqо /22/ l /2э/ шноrэстве решэний и оп-
тичальнше звачэнпя совпадвют, эслlr наfiдэтся лlегональная четрице
х+6х с ал€r.ентеш(t|п)tr е . Это paBHoaнatlнo совц9стностисt{с-
тсuы /6/-/8/. Докезательство з8конtlоно.

3arreтrr, tlтo прх Jrсловtцlх /6/-/8/

х+ бх = |ttn G)Iп l
поатошу

d (х* бх)-'=([+ с хГ: t" (х* 0 хГt= оLп, d-= h
Этr равевстЕа яэпяются 8нелогаrlч условиfi одноврошенчого О

ш ftоптпrальвого реаrоцЕtlия в кпеос9 непрершэнъrrс пленов зксперш_
ш9нте, которшо вчводято, па беас Teopor. аквпвапентност!г неrц)э-
prtвHж ппенов ш пDэдпопегеют ец€ Iаксшllrrrешlю (rинпшпэашrп) по
llат)пцG (сч. [r, с. I'oJ).

Свэдениg исхошой экстроItlDпоf, аалеqr к эвдачо-оцэпко уп-
роцаст рсш€llис и l рядс п)угЕ сtцпrggз раэшэцэнпЕ tоч9Ео Это осо_
бснво цсЕно в зцдача:Е оптпIелЕного разrrсцсвrя пзшеритэльнц прrr-
бороэ п ппаЕшро!енпя экспорицснтов, ко8да чполо резllецаочшх ?о-
rrcK нсволико п п€р€ход к нсIц)срrввшч ппаяаI нgдопустиш.

Поступила в родо-изд.отдёл
rI шарте rt82 г.

Литсретурв

r. ФодQров В.В. Теория оптишельпого эксперпшонте.- l[.: Еау-
ке, r97I. - 3I2 с.

2. Дблуласв Ш.-С.О., Бесодив Б.А. О синтозэ оптичельнж
фильтрупшш п сглаfiiвапщж шнфорцацпонно-ttзllорпт€пънlfiЕ спGт9цо -
Автошетрrrяr I9F, lE 2, с. IФI8.

3. Ппезчав И.[.|.1 Любпч Ю.}t. Ковэчпоrrерншй пинеfiвшfi анелпэ.-
[|.в Еауке, 1969. - 4?5 с.

4. Бродскпil В.З. Ввэдэпrrэ в факторно€ ппанпроваrшэ эксп€ри-
llcн?ao - li. s Еаука, 19?6. - 222 с.

9. Бэкковбах Э.1 Бэлпшаrr Р. ЕоравснстЕ8о - I.: l[цl, 1965, -
2?6 с.

,

{

,


