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тЕорвlц суI:lDстtso]]Аfiия рЕiIЕпия
в зАIцчЕ оilItII;лJILного лтрлвJIшIrя хиi.l}lчшк!il; рЕАIiтороtI
fi. С. Liусабекоэ

r. В работе ITJ рассшатривалась задеча управления неадиаба-
тическиr.r трубчатыш реакторои, используеrrыш Е хишпческой т9хнопо-
гии. i.iатеь:атическая моделъ реакторе задеется системой диa!ферен_
циальньЕк ;tраввениfi:

t

dq(D l dt = d. UофG, r) d r- qft)) t uft), (Е, о5(ф

с гран!лчнDlraи условияши:

О,'ОЬ]f'ф -,},(L,o) =, l ;

в. 0tb(t,0) - lyL(t,o)=- t ;"аr
и начальными условияии:

=0i

/т/

аф(t,r)
ar

ё Оl,(t,, t)
=Q }

/2/
ar

Ф|(О, х) = qо@) i ФLР, Х) = Оu(л) ) lrr(0) = Оа0 , /э/

гяе J(ф) = еrР(Г,r/оL(trх)) i а констанtч СLr6,сrГ,Кr?)d,rЕrlцо-
полотителън}lе параш€трш систочшi u(а - уrц)авляпlцая Функция (уп-
равление) i йФ,L), lr,.(trr), Оrft) - функцип копцентрецип реегп-
рующей смеси, тешперац(рш реакторе, тешператJтu охJIадиt€пя соот-
ветственно.

Еулеш считать, что

р э фо@) L 7, 0< lr2о(I) з cotlзt .

В настоящей реботе рассlrац)ивается задеqе шинпrrшзации qPyBK_

циоЕала т
Jtu1 = Iqr*,I)dt, /4/

т.е. суцшарного за вреця Т копrrчества ноrц)ореегDrровевшэго вещост-
ва на въжоде реектора, при условиях /I/-/Э/ п спсдуюЕlrх огреншqе_



Теорешш сJцествования рещэнпя зr

ниях на упраЕлевиб ш(il u функчию O"(trr) :

0 { uG) 4 uо = cOTL|t) /r/
tl"(t,r) . О|'= СОп5t , /6/

пусть q= {(ё, r): 0 эt дTt gсzз{, Вввдеш обозначания функ_
ционапьнцх простраястэ ГаrЗ], шспользуешшх в данной реботе:
O'(tOrtl - совокупностъ функчий, оrцlедолоннtlх на [ОrТ],

ицеюцlш оI?аяичанншб вторш€ rц)оtlзlодншаi

СОr4 (а) - банеrсово rц)остранство функпий, эаданввх в областш

Q, неrryершвншх по Гельдеру с покаэателец оС. Норчу в этоц тц)ост-

равствб определяеu равенстЕоц lЁlrrn= lЯlgrg + На(Ф r Ед€

0<а.ь !, t= (О|,О),lФtz= 
йО* 0trlйo,o= stp |t}(t,r)l,

lж р)-$<RilH*@=itk@t
L

d.(р,R) =lt-т|L+lл,уl, Р(L,r|, Р,G,у) е Q;

c\n tФ - банахово цространство фувкшuйrзеденнш в области

Q, облалающlrx ЕепроршвRшll}l по Гельперу с покезателец d проtlз-
воднцIll до Еторого поряд(е по ! ш первого порядка по t . Норшу

в этоц rц)осц)анстве оrц)€деrrяеш ревэнотв_оч

I t| 
",* 

= 
ёоl 

Юi,tl o,n* lflrtl o,n i

WlLtal - баяахово rц)оотренство i[;rпкшrй О(trr)еL/0), ише-

юцrо< обобцэнпше производнш 
" 

flt t 0"t fuiФ< Lr(Q) , Hoptry в Herr

определяеч ревенствош
rl-

l| Ф Ш r, z., = Ll J (l g';,t|' * lФ 1 tlL* lal) ar atJ' 
О 

;
q

W(ГOrП) - баяахоЕо простренство абсопютно нецрершвншх

функций, заданншх на [QTJ с норшой

т
хt|l = паr_ l t Ql* ll#lor,0эt.т 0

CIO:TJ - баншсово пространство непрершвншх функчrtй, задан-
ншх не [ОrТ] , с норшой

lloll, = оftаАr lo(til;
Vu ={U<tl: О А u(L) А tLo= cotut , U(t) - изц€риriая функцшя,

oAt4Tl.
освовное содарIанш€ работш состоит l слеýпоцgц. Ilпя iМкциЙ

й (t,rl, Оr(t,r), orct) 1гри (t; il € q ) устанавлшваDтся оценки

ý



з? К.С.lДусабеков

0АqА t, OrЙ'сJl0< tз'с{ , где далее через СrrС"rСgrСц ,..
будеlr оtiозначать различвшо постоянншв велпqиншr зевисящие пиць оt
парашетров систоlrш и наqа"пьнъпк условий эадачи.

Для задачи /I/-/3/ доказшваотся Teoperra сущестЕовения и €дин-
ствевности решения ф,tz. Cцn(a), t, е W(IO.TJ) при произвопъ-
ной функttltu |t(ileUo. Для задаси /l/-/6/ докезшвеется теореша
суцестDования оптишального Jправления.

п. претде чем доказцвать теоремц суцествоваЕшя решеншя и оп_
ти[tальвого управпевия, получиri некоторше априорнDIе оценки функuиЙ

Йrtl",'t, . Допустиrr [е], что пе_рЕше два Jравненшя системы /I/
ишеют класс,nqеское решение " С2'П(Q,) , а третье Jравнение - в

w(tOtTJ)
PaccltoTpnrr первоо Jп)евнение систеirш /I/ с соответстЕуюцишt/t

граяичllшtlи и начапьнш!lи условияь!и:

,

#=а-аLУУЦ ry_сl;оф
ф(t,о)--l; #=о;а ацФ.о) _

ar,

/7/

/8/

/9/
при каIдоl' OL(trr)

/lo/
/п/

Ot @,r) = Ою(,) ,

л е ш м а I. для любой точки (trZ)е Q

ишеет lrecтo
04 Ot(t,r)aCb.

Если при этоu *yf 0 , то g З ф(t,r) 17 .

Д о к а э а т е п ь с т в о. Рассшотриll функцие

O(t, r) = e/t, х), ч(о, е-Лt,

где Y(I) с ?L([цt]) п удовлетворя€т условияш:

! t ч{Ф = ч(il = 1,#= d#gL) 
=-m,о<m<|lтз/

/т?/

/тц/

/l>/

mLп ч(r)>
(0,!)

Теперь задеча /?/-/9/ пр!!чет эид

#- ",# + а,(I). # -t.(,l+а2(t,r))= 0;

О 'tч!*'Ф + tft,o),(а,п- t) = - е 
Д:' Щt,!)- + m,tft,,!= 0 1

t (olr) = .riо@).q@) ,
гдо l- rц)опзвольное qисло,

/л6/



Тэоречш оуц9стэо!ания реш€Еия зз

о,(r) = F +, #, a"(t, r)= с !G)- Ь L+ е)\ * - 
". #J.

П5rсть Loe(O,T). Рассчотрпц цно;ество

Qro=I.0.x.!, O<t<toY.

Очввrrдно, что -07 
= Q прu tо= Т .

Возrrохнш три случая: _
r. ýнкция О&ra)ёO " 0tо 1 т.€о TLТe O(trr)<O.

2. ваибольцее в Е1. попоrrтепьцо€ 
"""""1;'" o(trr) дости-

гаетс,я на По (т.е. на бокоэой повэрхност, Sц ипп на основа_

"r* {@, О |-ё. r. !| ) , "п"до"ателъiо,
о. лft:, О(t,l) , лtr: O(t,r).

3. Еашбольш€э знаtlение достигается Е какой-пибо точке
(to, rО) е (О, Lol х (О, t) , отсюда Оr= 0, Оt> 0, - a,Oz!E>O. Jlпя атого
сrучая Jп)авневшо /I4/ прпчет вшд

t} (to, rО). ( д+ ar(ti сО)) < 0 .

Вшбереш число .,l из условш

{+L+ еЭ"-#-",#п-
Объ9п{няя все три случая, ичееч

^fr:, 
о(t,t,) 4

< mаL{\ лt: О(t,r), 
r1:r@поtаl.,р@П}

Такпш образош, налбопъшее значекпе O(trr) прпничавт ва грани-
це. Если O(trT) принишает наибольшее знач€нше на леэой границе,
ю atft,c)|aL< О прш t++ 0 . Тогда uз /I5/ иtlееu

O(trO)' 
"'^tl(t-afl\. 

sппr t(trZ) пр}tниriает наибольщее знече-
ние на rгравой гравице, то при r+0-0 имеем aOGrO)lOX>0 о

Снова пэ /I5/ rsче€u O(trt) 1 0 . Итак, спраЕедливо неравенство

mgr t(t,r) < mа& |о,е-^tf!-аtп,), 1ttао (фо@),rl@й . /т.s/
Oto 0< х< 7

Огспда, уtlиашвая /'I2/ , uueeu

ф(t,r).9@) < marto,{t-a.Til-t' e^t. mа:t@|о@ v@п}.

д> mаr
еь

/l?/
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ДЕлееJ 7,.iд1.}:ЕЕя, что (9(t))'' < 2 , поrryqпI

mз L й (т,r) = тп&I {o;z. (t- аt tГt1 ze)t. tпопr(qоФ, q@Й .

0rо

Иrlевц t},r{x,i < 1, Ч(fi)еО2С0,LJ) . пQатоцу 
;::!rЕ@)=С,=СOпзf,

Обознаqив cL= maLlO;z,Q-arп)-'r zcre^T } , поrryчаеrr

ф (t, r) , с7,= con't 2 /r9/

где Схэавпсuт от аrтоrДrТ , т.е. С2= СL(а.2тОrЛrТ) .

Оценич Й (t,r) снизу. 3пеsь такIэ Boar.o!fir три сrryчая:
I. Фувкцпя ФG,r) > 0 " Qto 1 t.€. mLru t(trl).

ato
2. Наиценьшее н€полоro!тgпъно9 зваtlонЕэ O(trt) доотпгается

неП.!оi. Наишеньшее неполоюlтельво€ аначеЕrrо O(trr,) достп!аэтся
во внутревней тоsке (t| r") е (ЧLоJ|(Оl01 tо€о (аl,+Д), О >О.

Вшбирая zl такиr, чтобц az*) > rJ , поrrучаоу о20 . Текшш

образош

,n9Tl, o(t,r) > tтtlп {о,ryi,ъ tt(t,r), tтlrL,(йосzl. v@Й . /2о/Qfu ' 5Ёо 01 t<!

Млп t}(t,rr) достпгеет rrинишельного звач9нпя не певой r?анице,
т.е. х,= 0 , то ао(trФ|аr >0 прш €++ 0 . Слэдоввтольво,

O(tp) 
'" ^'/(r,а,ТП) > 0 . ьпп O(trr) достигеет Iиницапъного

значеншя на rцlавой граЕице, т.е. при jf = 1 , tо |О(trф|аrзQ
при .т + 7-О . Тогде иэ /Т5/ шшеоI О(ёrt) >0.

.щ,алее, фо@),q@)>t/2,фо@)>0 . иа /2о/ пllэоI
тт{пО(trr)>0| тогда п Q(trr)>0 . }ltaK, для любой точкп(Ёrз)сQ

Qto

иrlе8ra
0эqе,r,)1сь. /2r/

При f"* 0 оченк;r /I9/ uохно утоqнпть. Иg /Т?/ спвлуаt, чtо нап-
большего знаq€ния функшия О, (tr*) IоI€т дост}iга"э п}tшь на гре-
нице области Q, т.е. пибо прч f,,=0, либо rтрп I=7 , пибо цlп
lL=0

прп t= 0 шчgэr Оr(Orr1 = фо@) < 1 .

Прп r= t функция О, (trr) rtакспIуIе достпгеть не чоtэто
Ресёчотриш челшй отрезок t-E<r<t, е>0 . Доrтустшr, что шекси-
llуш чоrет достигеться прп т,=7 t тогда trрп 7-Е< Т.< 7 п €+0
ишееI

+*Olffo',-a,fu"o,

т

l



Тэореrч суцествованшя р9!t9iпя з5

последние две неравекства справедлrtц Еследствие н8црершэности
l},, (L,r) и ее ц)опзводнцr(. Фочке (fr&) _ внутреIняя дrtя Q . Те_
перь }tз осноЕного JlpaEHeHиB пм O1(trr) шшgоr. -Сйt(Ц)>0.
Отсюда ф(trr) Э 0 , что цротиворэ!rпт пера!енствl /2Т/.

lltексrrш5rш функltии Й{trr1 llole, достшгаtься,лишь гrрu а=0 .

Ишееш а,ай(t,ф|оr-ф(tl0)=- t. Ео Функцuз QФ,О)п аt{rо)|аr
шшеют протшвополоrнцо знеки. Слэдоlатальво,

р. аоdц0. - ,hФ,Ф|= |а. 
эцц)|+ P,<t,o)l = t .

отсюда lУ|(Lrъ)4 I, |аO,Що)f аrl< a-l.
TeKrrr обраэоr, для вс9х тоток (trr)P Q.иueerr

0<O](L.L)1l.

Лerrrra I полностъD докаэане.
Л е ч ц а 2. Для лэбой точки ftrЪlе Q спреэедIивш соотноlд€-

Еttя
0. t"(trа) А сз = соп!t; /22/

0. tз(0 А Сq = СОf$Lt /2э/

гд€ Сэ, Сr, эавшсят лишь От парлlатIюв систоIш и вечальшх ус-
ловий зедачш.

Д о к а з е т е л ь с т в о. Рассtlотриш Dтороо п)а!н€;ше
Gцстоl|ш /Т/ с граниrlншцш п наtlальвыI JrслоDпяrar:

*-в.#+ *-к,цtý,)-r.OЦ-t)=01 /z+1

в аt&G,d -o"(t,o)--l; #=о;
оrФ,r1= tzо(r).

Как п цри доказатолъстЕе лоцIш Ir ввод€ц функчпя

t(L, ф = tl2(t, r), 9@), е-)ё,

цо Ч(r) < tсL(ГоrtD обпадавт сrойстваlи

TrlLъ ч (F) >. ! t <pcol =96)= t, dt9f, 
= ЧУ=-fu,Or^rlgtzzt(0,!)

/2r/

/26/

|Ъпорь зеiпеqа /2Ц/-/26/ прше! впп:

# В #; + й(r)- ff* oЪ"trlt ))r Р(ЦФ, e-^t ;

В , аО,:Ь"О) + ЦL,ф ,(В , п, l) =, e4t; #, *,.tl(t,r) = 0,

/28/
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О{.о,r1= ozc(L),ч(r),
пе 6rtr) = !+26.9'/r? ) 62tr1= !-9'/ч+6.qП/q-zВ.р')rf ч2;

F (L,r) = к Q f{or) 9 t у og ч .

ПoKarerr, чtо t2(t,r)>0, п lУl(а>0 .

Как ш в пеIIе r, рассчецlивая ц)}t воаиоtншх сrrучая, получr/tш

-tr: o(t,r) > mtп|о, *i: 0(t,r1, *;: #} /2g/

Повторяя рассухдения, tц)оводенше дпrl ф(trr| ,ЕолJппll t(t,r)>0
для любой точки (trr1 е Гtо,

Рассчотршш соотвошенlrе
-ltF(L, r|. e-^t 

=l,+ бz@)

q@).е
Л+ВL@)

(к,у,ltцr9,tз) >

9@ e'^t.K.й,|OYL'
д + Вr@)

> тпLtL
а.,Uo

D

Так как

,огда

tпLrъ
,е@).{'tкй tй.)

д+ бz@)
,o,ffi, 0 ,

@'о

то хз /29/ пчееу

t(t,r)2^t{o,# qd.
Fл,m tgft))0 , то lr(trr) >0 и в конечно!l птоге t"trr)>O ,
что и 9ребуется устеяовптъ.

ДОrrУСТИrr' qТО 
tr{t)zо. /эо/

Обознеqrrш тпаI-
а.ьо

чв) e{t g
= С5= СОfl|L,

l* t{z)

тпLп t(t,*) > Cs. 
то|$ 

tr,tl .

0aо l

ъ

Отспде

*t, Or(t,r1 > Сь, m.itъ lЦG), сс= cOtltt > 0. /зт/



orttl = !! г ф о"@, r) d. о t u, u, ., J. J,rd' 
Цt'J dt 

d, - о, о1, 
f"Й + ЦOJ d.57 g2 7

Тсорэlш сущостэовения решсния з7

Для трвтьегс Jп)авненr,tя систешш /I/ речвнпе мохно зепllсать в виде

(o.e<t(Tl tэtobT).

обозпаqrrrr

rпLrъ
[0,to7

Иrrеец

ной на

0,
ч, (Ф =, 

" р l I[o+ 
utоl d,T}, о ; 92ft) = е 

" 
р Г 

j t at u@] otrl > о

3шеrrац э /З2/ t"Grr1 "" ф(f,) , учитшэея /3Т/, иi так как
1L(Ф, Е>0, tlзj > 0, поrтучиш

t
озft) > {r, [ri;а q@Jq,@dа} qLe) .

LУэ(il < 0, tc Lo а Т , и функция чхG) является непрерыв_

ЮrТ1 , поэтоrrу

mаr Чz(t)= Ct>0, Св - СОпtt ,,
Eor.1 9 r

to

\;t q(il> r, {tшуff 
q@]ч@do . /ЭЗ/

Ушноrс,rц обе части /ЗЗ/ са -f и обозначuч tlц(tgl=- miП Оr(il
Lо Иto1

Тогда lh(to)<cs.! Оlt(ФЧ(O)d0 . Используя неравенство фону_-0
опла-Ьллцана, поrцучаем tht(ti а 0 ил}t mLО0_1(0>Р, что прь

ГOrtо7 '
тивореtшт допуцеЕию /3О/. Слаловательпо, lЦ(il>0 . Тоглд
tL(trt) >0 . Иэ /З2/ ицееlr Оэ(0> О , точнеэ,JDrrО такое,

что Фa (il> Ц> 0 . Далее, покаIе!., что JД> О такое, qто

O1,&,d > 6 >О V(trtle 01о . Функшия O(t, il не uо:l€т достигать
нулевого uиЕllЦУЦа ПРП r=0 ъ силу граничного условия, а при {,=@
пшееr. начельное услоЕи€ '/l,tzo@) > О . Если допустить, что
t(t,t1 = 9 , то, рассIетриЕая на 1-€ <a.зt функцию O(br) ,

ицееш ttaOr-6.t"r(OrO"+Qrtl+O при jr+t-0, в сиrту не-
прерцвностп О (Lrr) и о€ производнж. Тогдв из Jравнения для
tфrr) !rцеец F<0 , а это противороqит соотноцекиюt}з2Й>0.
Такиш обрааош, tl(trr) >0.на гренице Гlо . Для вrгутрэннtл:( точек

bdC QtoTeкae Цtrr)+O, так как Е противнош случае снова по-
луqrrr F<0. Итек, O(trr|>0 дtп всех то{ек (t,L) a dtо . Тогда
10>0 Taкoer что O"(t,r)>6>o.
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tioкaxeм ограниченностъ О"(trr), a\ (t) свер]ry. Рессrrацlивая
уравнение /28/ п повторяя рассуIденшя, проведеннце в лемше I, по_
лJiчиl{

пLаL lу(tlL) 4 mа* {o,*r: t(t,r), rLor, '\:r+ii' t
0to

llсли mаr t(trr) достигается на границе, то так ,io, как и для
tr(trr) , мо;tно докаэать оц)аниченностъ t({rr) ва гренице u
получrtть оценку

O(t,r) = Сю(6,к,rпаL I, \tfr ltи@)) = солвt .

t]алее,

#F(t,r)= #. [K,t t(ц+r,tfэ с,,,+ clL,.yrft).

Обоэнечив ТПаr, (СrоrСr,1 = Сrз , получиш

mаL О (t,r) 3 С,r+ Сfu. tпаtr t}зG) . /а+7
Oto Eltto!'

вшше бцло докаэано, что t2(trr)>Orlrз(tl>O. uз /э2/ ише€rt

Ё

tr{t) э с,r,! mаr t(o,r)dotC6. /зэl
0 oca,Al

обозначлtш тпар t(trr) = 1Ф) . из /U+/ п /э5/ шrrееш лпаr tG)A
o!1,1t ' t
ё

' Сrt С,, J mаХ7@)dО. По неравевству фонуолла-Е€ллчане, ишееш
0,*t, 1G)э Сц=СOп5t. Текпм образош, t(t,ФзСrr,е^|2= Сз .

11э /З5/ t{r.leeш tl, {t) * С$ t Сщ,С6,Т - Сц .

Леидlа 2 полностьt0 док8з8Еао
З а м е q а н ш е. Интегрrруп па fOrtJ оО" чести третъего

уравнения системш /Т/, ъ сиrry оценок /22/-/2З,/ шопrо показетъ,
что Ф, (Ё) удовлетворяет условию Гельдера.

JIля аадачи /t/-/з/ рассшотриI лrнейпую сиGтоrу

;= =: Ж,,, -# :::: ;.ii:, * 

\"",.t

dur, Id,t = d.(I ul,(t,r) dr-ttt Ф)-uG).ulr(tl
0

l'

+

R

с граничншчt{ условияrrи:



Теореrrш сущес?вованшя р€шенпя з9

о dйG.l) -0;

=Р

Эr
Ottzft,1)вЭlt:У--tzfr,о)=0i /э7/

аr.

l,

и начальнцuи усповtlяlrи з

Щ(0,1)=0i lц(Orr)=0; tig(Ф=O. /зs/
введеч обозначения:

*=(:,), о"=(: i), ",=(i 
!,),o,,=(i";',:'i:-) ,

ч = (- g!*,) , oi, = ('lt jr)

эадачу,/36l-/З8/ ааппgеш Е Ешде:

-Фrttt f,r*flf,* ut= чtt);
t

futalr=d( чr"(t,r)dr,аrФ)-utt),u|(0; /39/

Фо9t. lt (t,о) - tt (t,o) = 0 1 fl oa(t,t) = 0,:

lt(o,r)=01 ttg(d=0.

Л е rr rr а Э. Еспи элоrlентц кетриltш aL(t,O ч ЧftlеCqn(Q)
и элешентш r.lатрицы а'ftrr) огран}rченц, то

,^-t
J_lutgr,r)|2ao*iltlilL,,z;za cu {lv<tilL 

at 1 /цо/о'
1

!lчцв,r)ltdrаса.lчtt)Ш.r., (01sLT), 7+т/

Д о к а э е т е п ь с т в о. Ушноплu первое уревненше систе-

uч /э9/ ок8лярно на еOL. Ю1?} и проrнтегрируеш по 0g= {ttrх)rОЗztёТl 0эrэ l} , глэ 9 - пропэвольная постояннал. поцучиш

t ! L- tg, Ф, ФХ ur) t (ooflX, чr, а1, *Л . € 
О' dl dt <

Qg

< св. Л €'t.ПaL.д. lvl + lл3 ttl - * rоХ- ФI] dr dt .
Qg X't

Обозначпч fi, = mLtL (цФ. Прэобразуеш }tнтеграл

- Ц @ t,t, fl|, ur) е- О t 
d. п О' = !"о@, чt (tt 0), fl r lt (t о)) е' О С dt +

0g

t
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- t! gr(| ю" u}Р) e-Ot d," d.t 
1an А/

tL
lo r-'o ot (* !о* чlL) at = * €0t. lflt lrr(c, otL+ t |"{Чtо"а"аt,
t
je-o!1o"t(Lto)t?t tt(tto)) dt - |ёOТfutg,о1, af,t utG,o)) +

r * i, е-" . (,rt (с, о) l ait ut (r,о)) ar .

e'".(tt(r,o), а-о'ttсс,ф* о f t*kt{c,o), aj,'tttGrФ)oT +

,l

* jg-'".!fu"ut{r,оl2d,t n о!!СОё, l9*ttlLdt d,tt
оOс

* z-a!! е,".lюl.чt|2d,о 41 с 2с,r.!! е-r' Llgi utt. l9l+
фе1

2,

* lюХ, ltl . Z lflT- ut|f d*, d.t .
l<э t

Обознечиш Е = паr(аrФ.
равенство ZабсеаОrtеL
lal url . Поlryчrrм 

т

| 
,t* B,oll" 

" "* € I

Таким образош, шllе€и

или

Q7

Оtэнпr праэуD часть 7+Z/, пспольауя но-
G > О) п относя ца.lшfi lноliтель t к

1+z/

- 
". l*ft , o)ll at + 

j r''". lп"* ft, ol2 dл+

+ о J t е' 
0 ё. 

lfu , ut|2 а п d,t + 2d, !! е'". |fuf, d' ar at з
0g Glg

э C1,o. ц ,-".rc.юХ. dL* t\чr*lttP+ lfu, йЬП d,пdt,
Qg

е

|l*rc,o)ll e-ot - *ir-" .|* B,o)lL о" - 
i€Ot 1лrrrrс,rlLd,r+

+ (2d, - е . сю). J J е 
0 t. 

lg* ot'd" d.t, r(e - сr. t) lt i?tluxalPdr dt ь
0g

4 сю,* lt'@t
dot.fiчtЪ*lйLJ dxdt . 7+з/

a

Уttнопив перЕое уравн9ни€ cDlcтoшц /39/ cKBtlapпo Hl е'еt.UrФrr1 
"

l



|Еэорэшш суцествоЕавшя решЕния 4I

проllнт9грщ)овев по 0g , шшеош

JJ [-ta. щ 1л|) * @о fl|. й, tлr) + (il,ю" ш, чI) + (aL,й, urlJ e-Ot аа dt =
eg

= tJ Ф,ur) g'Ot d,л dt .

ет

Интегрrруя по частяr r полуtlиl,

iC" lu a,ol'ar+ 0,lIltll'e-otd.пd,t* 2jluft,Фl" e't dt r
0ot

!! ,'*.lflrurlLarш *IoW&,l)|2e'ot dt ь
Qt

d2

э сr, l t e-u'.[lr|'*lv,. lrlll] d,rdt .

0g

Фtекпr Iц)авую часть посладнего н€ревенстЕа

с u. !! С 0t. 
tlйL+ 1,1 l, lФl7 dл d,t а сr, !! е 9t,flt l|'* t, м" *

0r 0t

+ Е. llnlL7d,пdL = с22. {rO".[trrtt'.0 
+ q r t. tvl"J d.r d,t

+

Отсюда
1

0

+|
t
I
о

Je ". lot(", r)|2d.t,+(0- сzz(| + О) ![ tutP е-0t dtdt t
Qt

|ut цt,о)lL e'Ot d.L + 2.d. Jt lflrutlle-e'ot" dt r
Qg

t j Wo,t)|Le-etat 1 сu" t {U*. lчсt)lLаt . /tl4/

Вшбlrрая uалое €>0 п достеточно большое 0>0 , поrтучиц пэ /Ц3/ п

l+4/ спеwацие оцбнкцз
t,,

lt(цо)lL+ t lче,о)|Ldr+ t lю.ф(цr)llаrr lIlйчЛ'аr dt+.00Qt

* lt lattlLarat а cut!Гt,|lLrlйll]otrd,t; /ц5/
Qt 0r

t7
J lrrt B,r)|'aot tt lutL ardt+ [tact,o)!"dtt!!luLolldr dt+
Оеg0'@г

tr
, Jol*G, t)ll dt + ,r, 

IlчctllL at . 1+ь/
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[tз основной сttстеиш /з9/ , ъ сuлу /4)/, /46/, нахомu

l! lП, tlL dr o|L з сr, I N crll" at .

0go
Liэ /ц5/-/t+?/ пмеем

f

с
lu G,,o1P+ f)ultt,Ф|Ldt*f WG,l)l"шr j!л"t(r,r)!,dп 

+

cZ

/4?/

+ !! lаr йlL dr d,t +

t

lto в, r)l' d.r + ila!|,r, 
" 

э

| rc ol'at
0

Из неравенстэа /4О/ при кахдом tefOrTf ишеешi

4t
l lul G,o|Ldr ( сzь t lч ttll'dt )
0

t lar{s,r)l dL а |tlrr{s,ФlLd,r < Czl,

Qg

4Си

0

4 Czl'

t

lчttлllаt <
0

(mаr lv(t)l
go,s7 iчti l,p ttll)L dt = С в

4 CzltF. ilчrtlll.до,5з ;

7+т/

Jlel.t:,:a ii полностью докаэана.
Л е l.t tt а 4. Если при ка,кдом фиксированном управлении

ufr)е Uз реосние й(trr)l t"(t,r) е c',n(Q), ttg(L) е td([OlТJ)задачп /I/-
/?/ с:rцествует, то orro единственно.

;-loKa зател ьс тво. Пусть эадача /l/-/З/ пшеет два

решеllияz 1}1 ,lt1 ,llg " ЙrТrrh - при ошоll и Toll re упраЕлони}t
u(t) е Uб . оjозllачul: Д1}, = Ц, Ц l Дtl,= lrL,lrLrДЦ= l2s- И . Тогда

!lr"G,a,)|, 
4р 4 czг llqrtlll c[o,s] .

# = е. +Р - # - с!. Ач- с4tц. лt. i
?Аttz 

= 6at # - * tк!.6ф,+(ццIЁР.лlrrr!,Аltr;
1

dbttr/dt = о,(lдlrL(t,r) dx - at\)- lLФ). лtd i

1+в/



'|[еоречш суцбствовавия решбrrпя 4з

а

в

а0
ов

алйft,0)
аr,

О Дtlь(t,О)

-Atl,(tro)=0; алш (t,t)
aL

а лхL(t,!)

-01

ас. - Лlrr(t.о)= 0; аrс -0;
/l|.9/

/12/

/rэ/

дЦO,il 10; дltfo(o, t-)=0 ) Дt2r@) = 0, /9о/
l

!'ncol = t tЦ(t + t, 1Do- to) аt .
"7, о

По иавестной теореше Г+, Э], первше два уравненшя линейной систе-
уы /а8/-/5О,/ пшеют рещения Дltt , ДlrLе С\ф@)i n 

"пр""едливш 
оцен-

ки
lдltl z,a < cАg(T). lдц!о,о , L= l; L.

Интегрrруец третье JrраЕнение систечш /ttы/ на отрезке [1rL] з

t tl
ллц(0 = - J И, + u6)) дlt3) d,s + d ! ! 

attz6, r) d,r d,s .

ё. L t
отсрде lbttl э сэо. t lац <silas, d l J lдt,B|r)|d.rd,s .

о 00
}tспольауя оценку /4I/ леuхы З, ишееш

t
lat2rФ)lrgo,LJ4 Сэt, ttatt oll"[o,rlds , 01s ct .

отсюда ilацtOilrrо,q < о . сп"оо".rельно' Дttr=О; lД\lо,а= 0.

тогде lдl\l r,п= 0, 1btl2l ца= 0, дЦ = 0, дЧ= о .

Леrаша 4 доказана.
Ш. 

'lпя 
докаэательстЕа теорешы су[tествования решеЕия аадачу

/V-/Э/ запищеш в виде:

t, tl = - 9t t + ао fl| tl + at fl q tl * а" tt = F (й, tl", t|) 1

, п,drt|(t,l) d,л, tlrct)+ uG),(Е- tt ttt); /5r/

ао9"Уft,Ф - tl(tro) =-1, flel' (ё,t) = 0 )
|t (0,L) = Ц(r) ; tr(Ф = t|зо i

где

ао= ), ц = ( ; :,), о"- (| ! 
u), 

r,*, u,,n ) =(::::;i) _ g n) ;
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,=(1),,=(3) t(t,r) =
й (t,r)
tr(L,r) ) r

Предполовлц, что вцполвепш уоловпя соалаоовенпя вулеЕого по-
рядка, которце в нешец слуqае иЕеют впд!

aoTf,, й, аtФrй + аzй = F (Цо, tlц, ttgg) 
1

t

d (t trB) dr - t r) + ч@).(Е- tt 1= g i
0

(ао9"tо- й)r_о=-11 (1"й)r_f 0i t\(0)= t}ro .

л е ш rr а 9. пусть t1,r)ec2'dtG.)1 ltg(t)еW(tо,тD - реше-
ние э8даqи /l/-/a/ при каIдоI фшксированноч 1,Lft)c Ua . Тогде

llrl L,d + сgL. fl Flo,n+ tf , /у+/

где Сэl зависит лиlцъ от d, и от даннъD( эадаqи.
Д о к а з е т е л ь с т в о. Пусть эадача /r/-/З/ инеет ре-

шение tt(t,r)e cz,L(Q), t{tl е w (tо,т1) . тогда te w!'2@) ч

справедл}rва оченке [2] ;

nt|,,blL; сопзt [llГltчr;l] . /9r/

ишеет rдесто влоrение W!" tal < Co'n(O) . отсрда llll g,e <
З СОПЗt htllr.r, 2 . Иэ последЕик двJrt Ееравенств следует

lt to,d э сопSi , так как llFI., огранич€но в спT пешr r п 2, Да-
лее, как и в слуqае получон}rя неревенства /55/, рассчац)rtвая пер-
вш€ два JравЕения ct{cтeмц /т/-/э/ как лпнейвцо Jrравнgнtlя со сЕо-
бодншtли qленаши F(йrlr;rth) и приценяя т€орёrу Сопонпrrкова [2,
4], получиш lt}lzrc 4 CtLflFlora+ !7 1 гд€ Cll за8пспт от оL п
от данншх задеqио

Леrrча 5 доказана.
Т е о р е }! а I. Пуотъ U(аеUа, е ф(Л) обладеот непрершЕ-

ныllи по Гельперу производншrrи fli'to до второго порядка Еключ!i_

тельно и Ешполняются условия согласован}rя нулевого порядка. Тогда
задача /Т/-/З/ ишеет единственноэ р€ш€ниеs

1l (t,r) с cL,e (Q) l t}, (L) е W (to,TD .

Д о к а з а т е л ъ с т в о rц)овед€ш, испопьэуя теорешу
Лере_lЛаулера [З]. Рассшотриrt сецейство ;ревневшй

lxt)=-91d+aofl|,t+otOлll+art=t.F (й,t|,tlr), /16/

где 0зttt.
Повторяя рассуrщеЕия, проведеннше в пешшЕк I, 2, 5 дrIя зэда-

qu /56/ tt у?авнения для Og l получиll оц€нку

,

,



Ееорэrш сJrцоствованlsя рошевпя 4,

llrl ,,& 1 Сн ir, Fl o,nc Сg, lFl6,с , /5?/

гле Сзз не завис}tт оt ТrЙrtlrtэ, а эеВиСит пицrь от d, и данных

задаqи.
PaccrroTprrr бавахово пространство В функцшй Lr(trr) на 0 ,

В < C''n (0) , удовлетэоряDцих грацичвшш t{ наtlалънцч успоэпяч /2/-
/з/. Для кахдого fе б найдеu решение fз (ё) обшкновенного д}tф-

феревчшального JrраЕЕеrmя в спстеше /I/. Это решенве подставпц в

F (й,lrL,tr)
Обоэнаqrrч дал€е через

t (t, r) =V(Цt) /58/

рецевпе лпнсfiной систешш ( для V rl е В, Т, е [grt]):

- flt tt * ао g!Ф + at9*t + a"u} = Е, F (й,lh.,лtэ) , /59/

удовп€творяюцее условияш /2/-/З/. Такоэ решони€ суцбствует, тек
как каJ(цоо из ;равнекrfi сястецш /59/ яэляется пRнейвgш JpaEHeHxBlr
с одной веиэвестной функчией. Очевшдво, \llQCL,d(Q),

Провериш выполншrlость условпй теореlrш Лере-Шаулера [З]. Дей_
ствитепьно, при t= 0 уревненпе /59/ ишеет ев{нственное решенп€.

Рассмотриш далее цар Iz= {tte Brllrl\d4 ЪI tr поЕаrош, ttto
при VЕ GE0,1l оператор V(Цt) вполне непрершвен. IIля каIдого
ttc Iъ эадеча. /59/ ллуgет ре!tение. Покепеш, чtо |ul| 2,а А Сач Q,).

Дrя.систешч /59/ с соответстЕуюциlrп граничншll п начвльншrr

условияl|и, по }rзвестной таорешс [+J, шшеэrr l1lrlzpl C$,lFl о,с+ lJ.
Фtrrнкчпю F (фrtlz,ttg) цредставиш в в!rде

F (ttr,tl",t )= ( )
сц t(u
-кц trl)

t = П(lrn,tt")+ FaOh) .I
0

?tз )
очэвпдво, lFlорСlй|о,t+lFъ| о,а , иа 1l€ Itr спэл5r9т

*t, l ц ttttrll < сr . -ff"lцl з с16, L,

Н"(ф J(ц)) А Сзlft) ,

отсшда lFtl о,е з Сзв (L)
Рассrrвцrивая третье Jaревнение систешц /I/, пчеел

t1
tlrtt) = цоr ILd, !o"",r) 

ao;tlgftl,(d+uo))+ E,uG)J dt.

отсюде ]цН|. СаgQ) + |d+ uо|, loltt Cll ат uлп ll\ft)l ё Clto &) .

Шогда t| l

lr](t) - lц(t) = t"[d !о"G, 
ф d.r- ч@у(d,+ uо)+ Е, u@] Ф ;

Iurtt,) - lrз(tLll з с,,r(Ф,(ц, t).
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Отсюда Hd(OJ) С Сц20) илп |F1l о,а А Счl(Ъ) . Текпш образоч,
lFl,,d а С,lц@). Полоrиш Catt @) ! Сзs@), fСчо&l * t] . Текпш о6-

раэоч, оператор Vhrrt) пер€водпт ограничеЕнос uHoIecTBo I2 в
ограничонно" u"o*"""Bo Д1 =tttr llttl 2,аа Сgц@)} просл)австгl" C2'n,
а энаrlпт, п в огрениченное lrноIество просц)авства L , (0) . влоrе-
ние g2fla glfl вполЕе неrц)ершвво. Фо ознаtIа€т, что шноrеатво I[1
является коllпаt(тЕDtl| э glte (4) . следовет9льно, оператор [ перэво-
дпт оц)аяиqенноэ чпоIество гросц)анства В в кошпактпоо rrноrество
пространства В , то€. опер8тор V вполпе неrц)ершЕев.

Покахеш равношеркJпо н€прерцвность оператора V 1trr) на

I"x fо,ц ,

Рассшотрпrr Функциш t|,t/, Ц",t! е Iъ . Обозначпш

d = VФir); Lь= u}!- ur: (j, L= t ; L) j i*= ol-tt! (к= t,2}) .

фrнкчия Z= (/n rX) удовлетворяот JapaBHeHшD

- futL*аоЙL+ at?z| + ozL =

= t, fp (й', tti, u! ) - F Ф|, ttt, ty?l]

Ишееш [+]
l7l2,a< с,,s,lгhr|,t l,ttll - F(цtt!,t*il о,* . /ф/

ОцЕнRш правую частъ /6О/з

F(й', ti,lrP- rOt lt!, ttfl =

,

l

,

?

| С[Ц'tt,t!l- Q,rоtl1\ / 0 \
= 

\-*tu,,, ц) - 
'itФhJ / 

- 
(.- 

,.(а;- t) )= 
Ф'* Ф"'

*, = (, -, f,:;, :-Йl (Т :Ъ) =

= д (,,t;,tl,, t|,Ir:). 0r|- ф) .

Отсюда lфr|о,п' C,tb ltt| - ttLl о,d. И" третьего Jп)евнэвпя

/I/ uуевм

,|!-,t" = ir rniЩ tt!) dr- (d*U)' Ф-,t!il а . /6I/

отсюда |tt! - tlrLl А Cчl,|tt'-tt'il ,. Еейдеrr оцонку о* НпФl' - lr!) .
Из форrулш /6Т/ прп ?эtzд trЭT шеGш

Trtt,l -й<t,l = iY iЪо*- rп+ ц1, irJ dr

сt{стешц

ипп



Dоороrч оуцсоttоtанпi pcraвri +7

|ЪФ бrtt")l. Lа,lТ}Llс+ сч, ilаrШ , ftf L) ,

Оrcпда Нd(fiз) д Сцg,ttt|-tЧr. Еакиш обреэоч,

lФ2l g,a = g lt! - t?| o,n. сgо !,t r'- tЧ rа сil , lf - tЧ o,n .

Еорав9вство /6О/ прпкпIает впд

l Zl 
",n 

д С ч5, (C,lb+ Сп), !tt| - фlо,а= Cgzlt'- ф1 o,n.

Отспда ltl 2,а . С ýъ, ltln- lPl o,n 4 Cst,,ltt|- t&l 1rа ,

илш 1tttl- utLl.,,a < Сý1,, ltl'- ,|О| ,,n .

Текчч обрезоlr, оператор V Ф, t) pa!пotlopнo нёпрЕршвэЕ по It Еа

Irx fl,tj.- 
пусть tn,T"<LO,t}. обозваш 'ttL=VФ.TL) (t=l,L) . тогда

lrt'- Ф"|r,п< lr'-ф1,|F (ц,lь,t)l g,аз ся(L) .lt,-tъ1,

!Dо9о rrlе9ц ревЕошерtrуп неrц)ершвность по ( . Такпш образоrr, все
условия тоорошц Лере-Шаудере вшпопн€нц, спедоветельно, Jц)авнение
t}=VФrt)rte[OrlJ ицеет по _цlайней llере одно tэчgнпе прп Vt С
е fOr-l7 . оо""одrо, Фе с2,ф (О) .

Единствевность решев!!я слодует из лечrrш 4.
Теореша I полностъю докезана.
Еtr. Те оре ша 2. Пустьсуцеству€тхотябшоднЕпзll€рrr-

шая ф5rнкпия Uft)<Uо такая, что при u=U(t) рецони€ йrtg,rtg
задеqп /r/-/3/ удовлотворяет условиD /6/. rоrдd суцествует R оп-
тшr.алъЕое уцревление1 ?.ёо сущест!эует шзцерпr.ая iЬ/нкцця U|(t)е Uo,

прп котороП Х (ttt) = mLtЪ 1@).
чсUо

Д о к е а а т е п ъ с т в о. Прш каIдоч U(Uе(/рr rrо теор9-
rrэ I, залаqе /Т/-/а/ иlr€ет единствэrlное решенп€ thftrilrt2(trr)e
е CLrd (0,), lh(t) е W (LO,TJ) . Рассшотриш теперъ шноrоство Ес€х
рэшекпf, 't\ 

, 1\, 1t5 задачп" /I/-/З7 прп разлtttrнцх U G) е (/6 , лля ко-
торьЕ !цполняется условше /6/. Тrо MBoIecTBo н€rrусто, так кек, по

услоЕпD, одЕо такое решеншв суцествуэт. Если это uноrество коноч-
но, то JrтверrдеЕпэ тэорешl оч€видно. Еслrr re оно бэскопочно, то
вцб€рец uз него последоветслънооть t", tt,tf , дrи котороПJ(ufr)
цовотовпо убчваот " lftlurXfun)=п20, 

m= СОПtL Прп этош

ltt{l.,n 1С5ч = cotlrt, lllrLl <сц, i= l12,
+_ t

х{ ftl = tro+ iWЧ tfts, лl d,r- trratu)+ цЧs).(Е- qЪ! as . /62/

Последоват"rr""о.т" {t}rJ раЕноц€рно ограничеве ш равностэпенно
неrц)вршDна. Действительно, эслrt t1, tl,e IO,TJ , ltr- t"l . Л, то
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ltt|tt,l-t{ft)l< с55

tllrТ коцпактна в

де

t,
t. as a C55,t=ёrVtt, . Отсюде последоветальность
cL

с[O,Т]. Перевенс тэо ltnl2ra 1 С g,, з8.пr!9ll Е вп-

l fl , rt"l о, n + l97 tnl oF * 
! 9. tt ol 

о, n+ ! tl 
О| 

о,е 1 с оч

,J

uлu

/6э/

< CsTt /g+/suplъtorri}3rЖ

suрl9:'rчr^s:|^ж
0 8Rес' р*R

з СsЦ /6r/

Il тодо1 8д€ Р (ilrr), R(tцУ) е 0.
Из неравенстg /6З/-/65/ спепJет, что послодоват"о"rооп" {ОО}

явля€тся кочпактRоЙ вUесте со воеш[ ,ц)оизводншчп I-го п 2-го по-

рядкоD по ! и I-го поряша по t . Деfiствительво, ревноllэрвsя оц-

раниченностъ функuии tlftrr) t{ €е цроизводнt[I спэлуэт пз /6Э/.
П*"Ё"::llfi ":il:Н:Н:'ЪТЁ'i' nono.,u d = ({)' t 

" . тогдд

uэ dP,R)_. f следу", |fl1 t"(P)-futlr"(Юl< Е,l9:t"Р)-Ditl"rЮlд е

и tодо Огсюда поспедоватепь"о"ть {ОО} кочпектна э C"L(8) ,Эч-
береш uэ {UП(ill подlоопедоватепьность 5rrцlавпокий так, qтобш

ЦП(il*t(0 прп п+ф по норне ctorTJ п 1tП(trrl+YlS,"1
no 

"opue C1,2 (0)

Ишееш

thrt) * !W), 
Чrо: 

(r,r1 dx, d,t * ttrtti с,х) drdTt

lti t ttryl, q flЁil * t Фfl , lцп - ttil +

* 
Ч*, lf (ur'), tOlill* 0, tt+ q .

Последовательность LU"IeTJlc L2|0rТJ , поэточу LUII олебо;очпакт-
на в bLtorTl 1 то 9о чП (t) - \ll(t) слабо э LltОrТl .

Доказателъство rц)инадпеr(востl| u*ft) е Utr, 0at ЗТ r lц)оэодеI
аналогично [6J. ишееш 1lf,ft)lUo= ConSt . покаtеш, что ч'(t) з llg ,
Обознасшш К=tt: tetOrT7tutft)>uol ,у ft) - херактерпстпqеская т

,



Теореча с}цёс ?Jr.r]j j.T-J:.,a ,еаэi:?;?- l,_q

фуirкциа мнол.естда ;{ . Эте LЬункция иэriерzма р; о:раЕ:асо:,:а, тое.
Т(OС LL[Or't'j . Ъ сппу слабой сходишости поспедова?сл!ности

tu"l , иuеем
т

ttп ! ун. [u*til - uПOТd,t = 0 .
п+ф с

Так как ч*ft)- UПG)>0 на К , то mе!К=0. Итак, поtlти длявсёх
tefO,Tl ише€lr u*(t) 4 Uо . Анапогичнше рассухдения проводи}l и

для другого конца отрезка [0,Uо] . В итоге иuееr. |сu'(t)аUо
дtlя поЕо t с[Orт1 . Переопредвлuч tl,*(t) на соотв9тствуюцеlr шно-
f,€стве церц нуль так, чтобш ll*(t)< lJe для всех tefO,TJ . Дапее,
trчеош

t

1

t
J
о

t
I
0

(е- t"{sl). шО(s) ds - l G- t r*Q) u*(9 ds l 1

u*,(xi- tlr') d,sr $С- t!),(чп- ч) dsl *0, п,+ ф

Такиrr обреэоrr, перехош к предеrту тгрu п+ф, поrцпIиrt пз /Ф,/
.ё1

t[rcl= tt o* I[at{,Ёв,r) dr- t*6))t ч*(s).(Е- t ;(g)] d,s. /66/

В 5paBHeHrrп /66/ tl*rc) - неrц)ершвввя функцпя, а пнтеграл Е rц)а-
вой qасти - абсолютЕо непрершвная функчия. ПоэтошУ п 1}: (t) - а6-
солютно непрершввая функшпя. Далее, тек как 1r: l|ri. i, tt;*Y;
в норше С (4) (точхее, Е норllе Cl,L(al ) , ,Б l|'Zt;" .-rn по_
казапи, что функuuп l)rl, Ir;|X!, uа удовпетворяют сист€че Jп)евне-
в,пil /Т/-/3/ п успоъuяу /5/, /6/. Ичеоу

Тт
1(чL) = !ч"tt,t) d-t * 

{чrсt,t)dt = rп=l(аlt п+ ф,
0

U'(t) - иэlJерицое оптишальное Jrправленuе,, U|(t) е tft . По тео_
реше r, существует рещение tlr(t,rlr lr,e,x)e C2,1(Q), Цft) е W([0rT1)
систеиц /r/-/з/, соотЕетстЕуюцее управлению ILI(Oe Ud . Тогда, в
силу лешшш 4, иrrееш й(Lrr) = Q,*(trr) , 'lrl(trr) = tlf(trr) ,

tt, {t) = l\* (0, Teopella 2 докаэана.

Поступила Е, ре[.-изд. отдол
5 ноября r98I г.
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