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ЭФФЕКТИВНЫЙ АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ

С ОБЛАСТЯМИ ОБСЛУЖИВАНИЯ, СВЯЗНЫМИ ОТНОСИТЕЛЬНО

АЦИКЛИЧЕСКОЙ СЕТИ

Э.Х.Гимали

1. Рассмотрим сJrедуюцlуtо математическJк) постаноЕку, испоrIьзуемую

описания рпда задач раэмещения, сгандартизации и 1вифкаrrии [r],
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"rj 
. I; (te Ц, jc Х); (3)

rtj, rLe {o,t} (Lc l,c, j е Х), (4)

,rc 'll=tl ,,,,rntr}-,"о*"ство Еозмоr.оrых пJrнктов проиэводства одяородного

продукта;

У={rr,,,,tLТ _ мноr(ество пlпктов спросаi

Чj' 0 - объем спроса в пJrнкте j е Х ;

'irO 
_ затрбтц на раэмещение предпри9тиl в п)шкте про"э.опс"ъ" L€ll;

. 9tj>0 - сгоимость доставки единицы продукта из пуllкта проиэводства

Се lL в п!вкт спроса J€ Х .

Переменные выбора Х1 павнш единице при размещении производсгва в lK-

," L n нупю _ в противном cJцrчBe; переменные наэначения Х,;; рбв}Бl € ,..rиц€,

е.пп j -r пункт спроса обсrтуlrовает"п i -, пунктом размещения, и нуrIю _ в пр(ь

тивном сJrУчае.

В общем сrцtчае задача (1)-(4) относится х классу Д/Р_поlrшrr проблем, и

ффектlвнше точные методы лостроены лиць в некогорьrх частных спJNа9r этоl

эадачи [t - о].
В данноtr сгатье мы булем рассматривать класс задач, в которьш матрDrце

транспоргнцх .".п"r(/,,1 ) (Le lI, j е Х) может бьпъ посгавпена в соотв€тсD_

вие некотора" ",,"-"""Ё*аt 
сеть G=(ХrЕ). "о. Х=!r,.,ri}- мноrкестэо вер_

,"", Е = te к lt< К. П} _ мноr(€сгво ребер. Верчlинш се.ги соответствJж)т п)вк_

там спроса. ltля сrqlчая задачи размещениr на ациклическоП сети ý=(ХrЕ) npn

lt"= Х В.А.Трубин [Z] noc.po- алгоритм с трудоемко".rо 0( TL! ). предполо_

a
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я(ении, "r" ltj попарно разпиirнш длл побшх L+ j и равнш сумме лrrин рбер
сети, входящиt в цепь С [Lr.,, j1, соединякrtдую вершинч L 

" 
j (Lrj < Х) .

Ниже мы построим алгоритм, имеюцип тпlдоемкост" 0(ПП) и примениrбrt дrrя

сучrествеgно более шrирокого Krtacca задач вида (1)_(4). В частности, эадаw в

[2] "rr"opn., решает .^ 0 (ttL) операциD.

2. 3апицrем задаw (1)_(4) в эквиваJlентном виле. Введя Z _веf,тор на!!на_

чениf, б =0j) !' е Х) , "о. Li е tI , булем иметь

,.Д"r: 
- 

hП, lti j* *ьо, (5)

где Ie = ,U
JCx

{Li'} < tl.

а

При этом оптимальное решение задачи (1)_(4) вNраэится чёрез оптимаь_

ншй вектор б ..д""п (5) спепlrючrим обраэом:

aL= t при LC Iб, в противном сл}вае Ii= О ;

,'.j= r, .1,,1n i = Lj,l1:,ii=0 лэч L* L.i (Le|l, jex),
'Ч"рa" S*6yo., обоэначать минимаrrьное значение целевоl rýrнкчии в рас_

сматриваемоl эадаче.

О п ределени е 1.ДлязаданноговектораназначениR б назовем

мноrкесгво
Y;G)=|jeXlLi= L}

областью обслуrкивания предприIтиl L<Io
Совокlrпност" {Y;rСl} д ., u областеD обслlrхиванил есть разбиение мно-

жества 
"о,r.* "npo." 

Х
О п ред ел е'н и е 2. Областьобспуrrиваниянаэовем св 9эн on

о т н о с и т е л ь н о с е т и ý, "*n поро,rценвыП мноrкеством верtин

этоi области подграф сети ф ""яе".'Г еорема 1. Еслrrвэадаче (5) существуетоптимаJIьноерешение с

совокулностью обпастеl обслlЕсrванltя, сЕязных относительно ациклическоl сgги

6 = (Х, Е), ,о дп" ее реrления моrкно построить точныfi аrrгоритм, имеющиl тру_

доемкость lС(m п),
Прехле чем прист"упить к доказатеrьству теоремш 1, введем неrоторце

определенлtя и дохаr{ем ряд вспомогатеJьных )Еверйденип.

3. Сегментнл яумерация ациклическоП сети. Пустъ пана ациклическаl сеть

G=$rE). Примем эа вход (корневую верчlину) "".n G произвольнJк) верrtину

de Х. Ориентируем реора (кr1) € Е огноситеrrьно вtода ф так, что

Ке C[dl.,.rjJ , eeBp(K,j) наэовеr,, входлщим в вершину j ; череэ (;
обоэначим начаrьн)rю верцrи}fу ребра, вхоаящего в верлину / Обоэначим такlсе

Х; = t Le Xlj С С [ф,, ., ., Lllг _ мноl..€сгво погомков;
- 

Xi = |(,е Хrl К2 = jI _ мно!..ёство c'ltoвe' вердины je Х ; T9'l =

= Гхj|, jc"X

t



74 Э.Х.Гимадп
t

О п р е д е л е н и е 3. Сетъ сегментно занумерована сугноситеrьно ьхо-
м фе Х . "*" для любого j' Х мноrкество его погомхов образует ц€лочис-

ленныП сегмент " Kj < j для любого о.Ор" (Kjz |С Е, ориентироволного от-
носительно входа d, .

Поскоrьку Х =|J, , . , ,П}, то в сегNiентнсFзанумероЕанной сети, очевидноl

вход сети имеет наимеяьчlиi номер, t.е. ф= 7.
Т е о р е м а 2. Проиэвольнбя ациклическаl сеть со вf,,одоt'r lбf,может

быть сегментно эанумерована эа (t (tL) оеПстьмП.

jl о к а э а т е л ь с т в о. За (t(ТL)л.П"r"иD рэобьем Mнoil(ecтBoX""p_

ц:{н сети ý "" попr"оrкесгва Xj "r"o""n верlлин j (j' Х). Д"п.", ;рt|своиэ

входу сети метку ?|1L --/ и полоЙв мно,кесгво непомеченнцх вершин Xj = X.f (jeX),

оргаяизуем так называемыП поиск в гrцlбину, начиная с входноП вершинц j = *
Поиск в гл.*бинч из веоцины j 9€Х\. Если Xir Ф, то )вепичlrв6€м мет_

ку /rL на едияицу, берем непомеченную верлин}r eu f i, присваиваеr9, еЯ метку l?
и, исщючив эту верщину из rll'ox{ec'b" ir9, non""""rJ - (, поэле чего продол-

,i(aeм поиск в гrrубину из новоi верrлины 7
a"r" rr1 = 9 n j + ф, то, возвраiп"rп., n" ..prn"' j по ориентирован-

HctMy ребру'Цirj)еý в верши"у К= Kj, полагаем j= К " продолжаемпоиск

в г,пфину.

прп XJ9 = Ф n j =а апгорит}l перенумерации закончил съою работу.

Очевидно, в ходе алгоритма х ках]ло\rу ребру сети обрщаемся только два

раэа: першП раэ _ при дви,кении в направлении ориентировенного ребра к сыну,

lrо.tlучаюшему при этом свою Nrgгку; BTopoi раз - при возврате в направленил:, о6_

ратном ориентации ребра от ухе помеченного (и, следовательно, вьtчеркнутого из

r{Hor{ec'Ba ii l "rr"". 
Отсюда следует, что поиск в гrOбину осуществляется

lLJ

z

I

т(р раэ и трудоемкость описанного алгоритма :tеренумерации составляет
j=l

(9(о) депствип.

Полученныfi в реэуrьтате блгоритма набор мет<>к при верлинах сети образу_

ет сегментную нуi.{ерацию. Деlствительно, длl любого nor,о*""*" Х; (j е Х)
мi{нималъную метку m получает верцина j , а затем в ходе посл€довбтеrь-

ного поиска в гщlбину получают ]величивающиесl на 1 метки ос+а;ьные верши_

нц _ потомк" LC Xi\{j}, так yго в момент возврата ". ..prn", j ( при

X.i= 9 , j#ф) ,"r*n týl'o,(ecтBa Х1 Мр".уо, целочисленншп """r""r[rП,У-],й. У_= m+lXi|_ 1 (j е х) .

С lt е д с т в и е 1. Пусть ачиклическая 
"ara @ сегм.ентно закумерова-

-" Х; =rcР (t= 1, .,T(j!)..,"o. Cj <С!< ie'.,tll. тогда
T(j)

xi\ tJ} = E,Le!,nril,; ; '-д
причем el= j*t, e|..r= !ci* t (trt <TqD, lj = lr,rrj,
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Беэ ограничения обlщrости булем считать, что рассматрпDаемаl далее ацив_

Лическаi сеfь б _ сегм€нтно_збнумерованнал и все ребра сетп ориентированц

относитепьно вr(ода d|,= 1 .

4. О сводимости змачи (5) к оценоrлrоi эадаче. обооначим, Ftjl - эадача

вида (5) на подсети Gl a G , пороrrденноt мноrкеством верrлин XJ a х Q'e Х)
ациклическо' ".rn @ ,

П(j) = @i Ф е Xi) - вектор наэначени' в эадаче gg) , при етом, ес_

ли ясноl о кахо' эадаче идет речьl .о ""ле*"j в обоэначени" tr?6улем olry-

скатъ: !f, = (ц) (tex1,

Io=tYxj{П$;

Yi@)={LlпL= L, L, XiI;
Et-

?iltl = 2t?..t*riЁ%(t) (s e{o,tls , гпе 
,у= 

й1l

Ёоtt)=_Еgб , "о" L- mLПY4{d, tеъ - симьол кронекера;

4е,={1 -";;;:,' non t> j ,

= |tлр (t е х;)} ;

= {Гч. Пj l пj = L};

= t{L€ Пj |tti+ Ll;

'*' 
= 

*}*, фоu, | с{о, t! ;

пj

пi
пi
0}

f!,) = tr:F, 0'о <jl (j с х);

ýig) = #rff a'oc1l Qсu, ie Ю.

Л е м м а 1. Для всякого j, Х справедrltво

ёr,U'"rЁчttl 
= Irli :

Д о к а'эа т ё л ь с т " о. OOo."."n 0L= ТПLtЪY;СПl(iеI), шмеем

I^,tLrЁо*а - 
,?r,n I"*,gi Ёоttt = ,!r?i Д,*,Фсt 

,

Поскоlыу tett= 0 дrtt Bcet t# ei,,"

r!,r-toi,t= [clei= !,
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откуда поrryчаем требуемое

Л е м м а 2, Задача

ОirЛ=Z?LФ-+mL?Ljcx'"'" ЛеП,
эквивалентна запаче (5).

д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства эквивалентности эадач до_

статочно показать| что ýr= 0}rll, .д" 6 - вектор, минимизирующий в€лп-

"""у 0i(1). С учетом лемNlы 1 имееьl

T,,fr,o'ntll 
= Qitlt =,Т* qL(u = 

Д[п* ?urt* 9Zr. Ёчttl]=

= ёrqt |a,t- Er\brЁu(t) = Д69: 
- 
Дvt \ort )

>Z
Lc Io

0

LeX
Z'?,

Le Iб
(z
'ic r

*|
teX

v* т!? g)=si0

3 + lп L, rL 9rt > mLп
I< lL ?i

'-: т:t(zрi-До,,т{r 9,)ёr?:- Irчi iyyц,1 .

Рассvот}rим вектор Л =Uyj) Q С Х) , гпе 
"rj 

= ""2Т!!_/9.О""""о"о,
I'= Iп.с. учетоN4 леN,!мы 1 ltоrтучиttл

'- 
= 
Еrо9: 

- Д- Чl \ni =Д ?Lj Ёоч l + 

|rvi lri j =

=а q:o(j) -- Q'о0), r:,ъ, QL,0) _

"lIeMMa дохаэана,

| .n " , "n " з. справедп""" l|otil< Ёп<tlдля всяхих te Xi" ПеПlýеЮ.
' Д ок а э ат ель ст во. Ппп f,=7 имее}чt очевид"о"р""Б""r.о. При

t,e Xlr {j } "ru"" ,"""о f = en*O П+ + Лк с, гgе {L- mlПYitаОr"оо"
получаем тробуеьлое:

Ёоttl - tеrtL < ! - Епtп *t Ёоrcl .

2. Для всякого ЛС П1 справедливо

С лруr,оfi стороны,

следствие

С л е д с т в и е i}. Задача

aLql -, Q'оU) (j е х)

,

(6)

l
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Еляетсl оценочшоl дrrr эадачи (5).

Л е м м а 4. Если в задаче (5) спцествуе.l оптпмаJtьное рэrденIс с соэо_

хупностью областеl dсrrqrхrrваниi, свззнDaв огносIтеrъно бцхrruчесrоl "еr" ý. .о

,- = Trrt St(r)
Д о r а з а т е л ь с т э о. Поскоrъ., 

,!чПi= 
П1,.о

T,t SrсD : T:t T!tr: a'ool= *rfr 
qЬtо = !(t) ,

и длi докаэатеJrьсгва утверждениl достаточно покаэать, .,rо Si=./(l)
С 1rчетом леммш 2 и следствия 2 rпreeM

s-= TrLfr QОоtD , Q'о,0) < Q'o,tt) = T:fr,a'ool = t0) t

гпе Л/ 
'- 

оптпмольное решение задач}t (6) при j= t
Справедrrиво и обратное неравенство, поскольку иэ суtцествоваtlпя оптимаrъно_

го связного огноситеrьво ациклическоп сети ре]ления (обозrrачим его б ) ил.rее",

,- = T:fr, 
qLФ = Qou tD,

"о " .r*"" свя.rного рец!ения величин.' Ёчсtl " Ёч{t)совпадаtот длл Есltого
tC Х , отrуда

s*= 0i 0) = q[0) > пLrъ,Оiаl = J0) .

Лемма докаэана:

Т е о р е м а 3. В сщlчае с,ущестЕования оптимаЕного рошr€шшl с сФо(!m_

ностью областеt обс:тршrванпя, свlэньЕ относитсльно ацихллчесlоl 
"","" @ , aa_

дача (5) сводитсl к эадаче (6).

Д о к а о а т е л ь с т в о.3амегшм. irтo ксходнше давrше обеж эадач< .

падаtог. Поrахем, что оптимаrrьное реlление б эадачи (6) Blrrmcr оптиi,tаJrrF

ншмпDэадаче(5).
Деlстьптеьно, поскольх, Пr=r!f,| , *

Q'вU) = T,rff,QLBI= T,rt T!fr;aLO = T,"t Si'и) ,

а с lnleтoм лемм 4 и 2 и следстъия 2 поrlучllм:

QL ul = T:t Sb(t) = s*= T::,aial < о?чl < Q[Gl,

отrуда слеryет, что вектор ý вллетm оптимаJъншм pellle'xe' Toixe I дrtt з6-

дачи (5).

Теорема доха:tана.
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,

5. Основные рек]rррентные соогноutения Дrtl рецrения оцено.шо* задачи (6).

Т е о р е м а 4. Дле всякиt j'Х, LelL спрье!чtивы слецlющие рекур-

рентные соогнощения:

J(j) : Trrt Sig) Q е Ю, (7)

SiU) = 3i* Ч.i \ti * f, л тrъtrъ$0),SLе)- 9:УQеu, j< Х),tвl
, "J есХ;

Л е м м а 5. Длr всякого ее Х1 Q€ Х) 
"про"дrlивц равенства:

жrfti Q'n {ч = тfLttъ|l @), SiQ) - зi} G е lD .

Дq
Ле П;'

J-к а з а т е л ь с т в о. 3аметим, что в сиrцr t(j= L всIком)7 вектору

лля фиксированного сына t С Х0 моrкво вэаимно-одноэнаrrно посгавпть

.вектор Д'е Пе

JuПt "

ть; Лl, (ё е Xg),в соогветствие тах, tlтo

что

имеем

Пс= П

Q'оr{Ц =
Q'п'(е)

Q'n'tel - ХО'

т
Гь|еП|,

np" ГLt 
' 

П;,

а lrчптъ!вая,

следJпог

прп

{

'о (0 = пtLп lр:ft Q'o,tt ),k 
зt Оiюl ; з:} =

И::т Q'11, 0, 
т! ttL'o,{u, T;t t 

Q|,el - r:} =

a
tпLru а
пе п;

лемма докаэана.

Докаэат ель ство теоремы 4. Равенства (7)
иэ определения величпн tt1l , Si t| и то,клества Пj = r!чПi

Докажем соогноlление (8). По определеншюt

rП L rЪ И : fr ,Q'o, 
tel, т! ttО)О 

- 
х i} = rп L фц s {е), |:l

',j] : T:!i.!"'! = T,,цhio,j, - ёrэаь 
el

ПОСКОЛЬКУ \lql = 3i* 9i зij о,{" """"о"о ;;Ъji, ."

Si g) = ,:* vi !,j r fr'ft; I rrО'"u)= 
'i* 

vi li -ёrjT!t;o}el,
и с учетом пеммш 5 окончательно поп)паем требуеьФе:

Si{| = зi* чi g tj - Д; mLtъ{l cel, St0 - !:}..

J
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Теорема доказана.

6. Алгоритм Аб для оеlления оценочноR эадачи (6). Исполъэуем рекуррентные

соогнощения (7), (8). Как слепует из теоремы 3, этот алгоритм будет лаэать и

оптимаJlьное решение исходноi задачи (5) в сrrучае существования в HeR опти_

мального рещения, связного относитеJrьно ациклическоП сети ý.
В преваритеrьноR части алгоритмо _ с€гм€нтноl нумерации исхолноП ациклll_

ческоf, сети с произвоJrьным входом fl, - полхвим сеть свходоN,t j= t u масси-

во, (Vj ) (j с х) максимальньtх номеров вершин ка,кдого подмно,кествr\(jеХ).
С)сновная часть алгоритма состоит из прямого и обратного ходов.

п р я м ой х о д: вшчисление таблиц{S,.Ф,,Lеtl,}{jсЮ,UQ}QтX)
п, L, j= 71,

п. 2. Вычисл""п" Sl q) (i.ClL) no фрмуле (8). При этом элементь! мно_

я(ества X'i = G) ft= tr.,,rT(j)) определяютсg рекуррентно согласно следствию

l, О|,= j": t; ainr= Пlr_| ttt_;tl^TE1.,B сrтучае пустого NtHo,KecTBa Хr? 
'.."np" JJ = j ) полагаем ý;f) = ?i* \ ttlGcU).

п. i. Вычисл""r" tQ) по фрмуле (7);

n.л j=j-t.
п. 5. Если f ) 1 , то возвраlлаемся на п. 2.

Об ра тн ы й ход: вычисление оптимальноговектора н6значениl.

п. 1. Полага", j= 1 и находим оптиN|альное эначение l_fi компоненты век_

тора б ,

L, = azy T:t ýt(l).

п. 2. Если Х;= Ф (т.е, в сrтучае tj= j ), переходим к п. 4.

п.л3. Просматриваем мноrкество сыновеП j -П ""пr""ы. 
Для каждоП вершины

СС Xoi находям оптимальное значение *orno"J"r, ig ,"*.ор" f : полагаем {,gJ,
ро"",, L= Lj в сл}вае SitT- Х! 

< trе), в ,Iрогивноtt{ случае

Lg = аТ! 
Т:Ш S"Gl .

" 4 j= j*t,
П. 5. Если Ja tЪ, то воi}враlлаемся на п. 2.

Конеш работы алгоритма Л6, " реэуrrьтате имееNr величину оптимум,; t U)
исходноI задачи и оптимаrrьныП вектор наэначениП б =Gi)Q < Х)

У т в е р rк д е н и е. Алгор^r. Лб имеет трудоемхость порядка 0(ПП)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Прелварительная часть алгорltтN,а - сегNlентная

перенумерация ациклическоR сети - требует Q(tL) д"П"rвий, llряr,rоf, хоп есть

rlоследоватеrьное вычисление таблttц {ý{jl Цс l,D| " Ll (j)' для значенип

j'Х Вычисление величины 5t (j) требует порrдка T(j) леr".виП,.гле./(j)-
число сыновеП l -П вершины. Суммируя эт1] числа по всем LC ll n i е Х, n"-

лучаеNr 
""n"*""j 

t9(ЛП). Вычисление какдол из величпн /rJ) .о*r!, 0(m)
сравнениl, откуда в совокупносги таблltца lt1il| (j С Х) вшчисляется за время.
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не превышаюtцее веJII.чины 0(mП) Указанная оценка справедлива такr(е и для об-

ратного хода алгоритма. Окончатеrьная оценка тwдоемкости алгоритма Л5 n 
"-

ет величину t9(mП)
Иэ последнего )rтверкдения и теоремы 3 непосредстъенно вытекает справед-

ливость теоремы 1.

7. Рассмотрим некоторые условия сJществования совокупности областеfl об-

служлвания,

Введем

еслп trj <

z<s,.z
любого J €

воряе'т свойству связности на любоf, цепи этоП сети.

Иэ этих опрелелений непосредственно след)гют очевидные cBoRcTBa (zrS\ -
разбиений:

Своlство 1

связных относительно ациклическоi сети,

обозначения on" o."or""ni ira r, "f S,L=S(Ъ,Sell, jeX),

trj l t"j < trj, tY = tsl сЪответсЬенно, 3аписи вида Z d ý
х 5 означаrог, что соогветствующие отношения имеrог место для

'У , "д" Yс х .

О п р е д е л е н и е 4. Назовем (ZrS) _газОиением "".n G=(XrE)
относитеJIьно матрицы Qtl)Qelt, jCX) ,"*о" разбиение (XL. Xs) мно,кест-

"" Х, .,.о L 4_SrSlrZi а грфы, поро*денные множествами верlцин Х1 Х' -xL'x**:"; 
ределен и е 5. Булемговоритъ, чтоматрица (!ц)(iеU)jеХ)

обладает съоf,ством свяэности относитеJIьно ациклическоfi "".rG=(XrE) , если

для любоf, пары NrS € 'l.L существует (Ъr 5) -элВиение этоl сети,

Свойство связности относитеrьно ациклическоfi сети является обобщением из-

вестного своlства связности матрицы (!ti) G-. [r, Э, a]l.
О п редел ен и е 6. Булемговорить, чтоматрица (gt)(LeUrjeX)

удовлетворяет своilстъу связности на цепи C[jr, jr,.,.rjrJ i ".* G=UrН ,

если дл, побоil пары ЪrS е Ч r""оз (!"jr- ?sir)..""", своR знак при мо-

нотонном изменении индекс9 t=1l,,.l l не более одного раэа.

О п ред ел е н и е 7. Булем говорить, чтоматрица(!t)(LеСl,rjеХ)
обладает своfiством цепочечноП связности на сети 6=(ХrЕ) , ";r; она удовпет-

с

Для любого (ZrS) _разОиения сgги G , TrSe 'llL,пMe-

ет место {j lN f s}. х", |j 
{r_ f "l 

с xs.
СвоfiстЪо 2.Если Т7Si 165,то C[Kr,..rLJCJ(Oon" n,o_

бого (ZrS) _раэОиения ацикли"""*l' 
""r" S , содерrкащеR цепь CIKr.,,raJ

Л е м м а 6. Для того чтобы матрица t!c)(LetlrjeX) облапала.воП_

ством свяэности относительно ациклическоП ceTn G=(ХrЕ) , " необходимостью

должно выпоJIняться свойство цепочечноП свяэности на атоl сети.

Д о к а э а т е л ь с т в о. Допустим противное: в сети ý ""rrru"" цепь

С', "" Koтopon нар}плено своlство'связноqги. Это означает, что для некотороfi

пары L,S е l,L и вершин Krt, L цепи CIKr,..rtr...rCJ< С' nr",o, ,.".о
огношения 't S , S t",ZёS, В этом сrýпае, согласно съоПству 2,

о
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CIKr.,.rEJc Х' о* любого (ZrS) _разбиениl. и, таким обраэолп. t€ XL, но
это лротиворечит 1_му cBolcTBlt (ЪS) _р".О"ения, согласно хоторому tC XS
лемма докаэана.

3 а м е ч а н и е. CBolcTBo цепочеiо{о' свlэносги не является достаточншм

для того, чтобы матри"" (TLj)(el/,rjex) обладала свойстъом сDвзности от-
носительно ациклическоl сети. Деlствительно, Kat( виrцо иэ рис. 1, каr(дая прф

z{5 5<z стаl цепь 5-вершинного ациt(лического

граф, облалает cвoncтBoNt связности,

Однако np" ll={Zrs} (Z, S) _раз_

биение построить невоэмоrкно.

I

sZ1,

z<s s-(ъ

Рис. 1

2

t

Л е м м в 7. Если матрица ф) (LelrL, je Х) обп.о"., съоlстъом
связностlt относитеJъно 

"un*rn"..*oi 
Jn" G=(XrE) , .о для побого (ZrS) -

раэбиения этоП се,ги иэ отнощени' Z < S n Z 75 слелует, что компоне"r" Х?
помимо цепи (,[K,...rLJ 

"oo"o*rfTaKrKe 
все множества продолжениП ребер

(trL') , "о" tc C[Kr..,rLJ, L'ф C[Kr,..rLJ , кроме, мохет бьtть, од_

ного tvlнoжecTвa, содержащего верщину j S11,
Д о к а э а т е л ь с т в о. Согласно *o*"n, своlству (Zr5)-разОиенllr

zýs ъ<s <s
C[^,.,.,0J < XL Покажеьl т€-
перь, что не более одного lо"о*""о" f,
(см. заlllтриховаfiное поддерево на

рис. 2), Флпощегося продоrtжением

ребр .рлла 
(L,t') 1 С [Кr. . ,, е]

t,e С[Кr,,,r07 , можег содеl,жr., .,

верлину i ,S{?. Если доп!rстиj,ьJJ
противное, то получltм, что частъ цеп]..

С[К,,,, 0J < Ха, согласно Torvly

z

t
с

ряс. 2. lt(е своlстъу 2, одновременно принад_

. пе)шт др),гоI компоненте (Z, S) _раэ-

биения. а hменно Х'. пр*""оречие дохбэшвает лемму.

Т е о р е м а 5. Если матрпца Чrl (iCl,Lrje X)oOn"oae' cBoncTBoM

свяэности относительно ацихлическоп сети Ь, то существует оптrtма|ьное р€щ€_

ние задачи (5) с совокупностью связншх областеП обсrтужtrвания,

Д о х а з а т е л ь с т в о. Воэьмем/оптимаrьное решение с минимаJьным

числом разrчtещенных пунхтов производства Й = mLrЪtllulr 6 _ оптимальнып
,

вектор назначениtJ, а среди таких рещениП вшберем решени€ с минltмаJtьншм об_

щим числом |Ut компонент свяэности. J|опустим, что )rтвержiденпе теоремц невер_

но. Тогда м> Й

ai

t
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Обоэначим череэ f 1 растояние (по чисlry ребер) Me)rцJr ближаIшими ком-

понентами связности областеl обслуrcrвания i _го пункта производства (i С r5);

f* = rпLп {rt I fL > t, L, Ie} ;

N = mLrъ{Llh= р*, LeIe}.
Пусть С fK,...rtre] - цепь из /*п"О"г (Р*> 2), соединпоlцая компо-

"""r", Y| " У;,прияадпех(аrцие области обсrтухивани" Yl(Ф L -го пункта

проиэводства | к eYL, СсYi, Ф,е) _ ребро в цепи C[Kr,..reJ, t€Уý(Ф,

В сиrrу оптимаrъности вектор66, имеем Z<S , 5<Z.
YrФ7 t

Слyq61 Z x,.S невозмо,кен, тах как, полох<oв ij = S дл, Bcef, j е Yj, '"'Yi
получим новое оптимальное рещени" б' " общим числоч компонент связности по

краПнеП мере меньrцим на 1, что противоречит минимальносrп 
"""n" 

М.
Более полробно рассмотрим сrтучаП, когда дrr, некоторого j 'a Yi ll'eeт

местоогноlдение Z{S.
J"

В слlвае Z Т,S полоrклм Т = S дш всех Ja Y; Если при отом компо-
Y;

,"""" Y| была бы c'e,.o.a с областью Ц (6' , то общее число компо{ент связ}-

носги для вновь полученного оптимаrrьного вектора б' ум""arпrrосъ бы по Kpan_

неR мере на 1 . Если же мноrкеств" Y; " Yg(6) 
"""r",|(ны, 

то поrIучпм опти_

мальное решение б/ " ,"u, же общим числом компонент М, 
"о 

длл 6 -го 'rунхта
проиэводства поrтучим величилу Pr<.Pr- l (число ребер мехоу вершrинами К и

Ё ), *rо противоречит минltмапьности чпсла ..1Pt

Осталось проверить сrтучаl, когда в "оЙо"."r" Y| ""rл"."" ..рr""" j' ,

Z; ý Согласно 2_му cBolcTвy . (ZrS) _раэб"ениr, Z + S (i С C[Kr,..,LJ) n, 
"J,Ju

часгности, Z Х S С учетом этого иэ леммч 7 слепует. что имеетсl не б )еt
одного p"op"(t, L"), L"1 CtK,,..rL7 , в множестъе прололженrl кu.,орого

содержатся вершпны jo, S{_?. Полоlrо, Lj =Х * j = Ё " "".r je \(Ф,
Jo

принадлеr..щих множествам продоn,|(енпl ребер (t,t'), t' # CB,,,, rLJ, t' + Lo .

При этом мшl не !rвеличивая общего ч""ла М компонент свяэности, поJтучаем

новое оптимаrъное реlление бl " ,"br"n велхrоlноl .f 
" 

, *о протllЕоречхт ми-
нимаrъности fr. Теогема докаэана.

8, Прогрммяая реалиэаци, алгоритма реIrlенпя задачп (1)_(4). сводимоl к

эадаче (6) в сlryчае существовани, совокупности областеR обсrцllоrэания, свяэншI

относштельно ацихличесltоl ""r" G=(XrE). .rno*"Ha в системе дЛГоЛ_БЭСМ_6

В качестве входных данныt программц задаtогся слеФ7ющие велпчины:

l| tъ - число пУнктов спроса, 7Il- число возмоrоlшх п)tнхтов проиэводства.

Э.Х.Гимадrt
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2) Список Е р"О.р ациклическоП ".r" G, где каждое ребро эалается пароп

HoNrepoв пунктов crlpoca, инчилентных ребру.

3) d, _ .*оо ."r" @

4) Признак вычисления матрицы транспортных затрат, равнып нулю в сrовае

задания во входfiых данншх mхП-матрицы Gt;), и равныП единицеD еслu ll<X
и во входных данных эадаются массивы (dK) (К"е Е) весов ребер сети ч

(Cil (i.€ ?.L) .'оп*остеп ешницы продукта, производимого в пункте LC lL, 
^

эr.еiчlенты.,.матр"uь, $ ii)(C l/,,7!Х)неоОi9лимо вычrслlть по фрr,rул. 

'|j 

=
- CL+ ICIL, , , j1l' , ,о" li Е,, ,, j]l - сумма весов ребер в цепи, со-

единяющеtпункты L "i
5) Массив (п) &С tl,) начаrьных эатрат, связанныt с размещением

прелприятиl.

6) Объемы cllpocd (V;) tj Ё Х) " соответствJrющих пунктах сети.

Распечатка, вылаваеN,ая llo окончании работы прогрбммы, помимо исходных

данных ьключает в собя результаты вычислениfi,'

1 ) минимупr сум\rарных "".р, 51
2) оптимаrъныl вектор наэначенип O=(Cj)OCX);
З) оrrтилtальныi набор Iб ny"*ro" размещения llредприятиП;

4) табличу, в которол для каждого предприятияt размещаемого

1a Ic, ]пазывается множество обсrryжиьаешlых тсче!( cllpoca

Е

е


