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ОДНД ЗДДДЧД ПОСТРОЕНИЯ ОПТИМДJТЬНОГО ДЕРЕВД
А.И.Ероин, Т.Б.Jчtордэиноа

Рассматрrваgтся спедlюiцаl эqдача. Пусъ эалан (П+ !) _вёрllияtоlfi не_

ориентирФанrшr грф G=(Ч Е) с мнохесtъом верцин У={0rl ,",,Пl
и множестьом р"б.р Е . Пршпrrпrем р"бр (i, jl a Е Dа деlстэйтеrъrолх

тиоrа (ьеса): Фi1 >0 " tii>0 .Обозна.пrм 
""р"" F мноrкесrъо ocfoв_

нцх деревьев в грфе б . ТЙу""сt посгропlъ дерево Т* е { , дrtл которого

wff9=ttLLtъw(D=ttiп{ Z aL;+t Z бi.ЪТе* ;Ъ-i\ifi,т*"!'ilrtfirсл9-Ь1l
(эдео СкО) = Ско(Т) , где череэ CKi 0) обоэшавrrм цепь иэ верлп-

rщ К ь верц*ку j в лепеве Те 9 ; о.* СоG) сойоит пэ едшtстэеtшоl

верlикш 0 ).

пр" бLj = 0 ,(LrDe Е , р"""r"rриваема, оqдача сФпаддет с эадаiеR

построения минимаrъного осговного дерев6, а в сJцвае aLj: COtl|t- с з,а-

дачеП построения остовного дерева кратчаlшtlх расстоrшиi иэ вцделенноfi верши-

lrч 0 ко всем осгаьнцм и моrкет быrъ речrева млIогрудоемrхм алгоритмомf1].

в общем ,ке сrццае дш решени, таких задач ффектьных алгоритмов к настоi_
щему времени неиэвестно,

В рабmе предлдгаютсr эфектltвнше и псевдоэффеt(тиЕнше аrгоритlч0l для

посгроенпя прrrбrпженншх решенld данно' зqдачи. Дцотсr оцеяки относитеrьно'

погрещности.

0 1. Эфективнце алгоритr,Фt

Для решения поставленноfi задачи исследJrется воомоrlсtосгь пспоrъэованиl

прблия<енrшх эфектвншх аrrгоритмов Пршма. Дldкстра и смеrцанного а.,tгоритма.

Дамся оценtOд относительноfi погрещности поrlучаемого рещеншl.

Длr удобства ддlънеlшего пэJrоr(ениl введем следуощrrе обооначениl. Поло_

,lolM:

о,- t;heti, Лi,-fiflrаql бгr$i!r6,i, Вс=rffftrr|ii ,

3

,

,

)
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i

Дt= XL- QLl

Для rпобого остсвного дерева Те Т определим компонентц его веса:
п

IL{T) =;,f;f ,j , tt 

"(D 
= Д ,i*r,lo6rj. 

тогда W(D = tt |T) + urб).

пусгъТ{ с f - оптшмльно€ дерево, Wff1 =ICI'*O. то"дч относитель_

ная погреrrлtость ý дrrl rпобого дерева Т е F опредепяется как

€ =(Wff)-w,)lW*.
Пусть леревr" Р, De Т таковыi *rо lL/P)= Ц!ryll{T)r?tz(D)=

= Т:trUL(D 
. Череэ Epn Еообоэначим..*"п*'*1tпr"rо* пог_

решностеfi для деревьев Р " D сооIъетственно.

Каждli пэ рассматриэае}оtх далее алгоритмов прrr построении искомого ос_

товного дерева одновременно делает проверку граВ G на свlзность. Приволи_

мые ниже оценки верны в тех сл!налх когда граф @ о"""".
Длл фиксированяого дерева Те F введем обоэначения:

R;(T) : F_ ^,^6ке, 
S,tп = R;(т)tоrj ,

СК,UС С;0)

"о: (L, jle СiЧ), Ro(T) = S9CD = Cl . кроме того, обозна*пn. ýf=sa6r,
Ci= Ci"C'l, Ri = RiOа) Очевпдно, что tY(|) = Д S;tT)

Лемма 1.1.Дriяrпобогодерева ТС F справедлиЕа оценка
tL

u
i=,

fL

Rr(T) "ДL81 ,"л" BL_,aBi, t=2,..,,fu

Д о к а э а т ел ь с тв о проведем анлlкчиеt почисrrу вершин граф
( L= tl...lfu ).

r ) i = 1 . Утверlr<ление лем}щ очевидно, так как граф состоит t{з единст-

венного ребра.

2) Пусть утверrкдение пеммц верно для rпобого грфа с L верIлинами

l L= tl, , ,r TL- 1 ). ДокахсеNr справедrlt{Еосгь леммш ллr граф GL*t с
( i+ 1 ) вершинами, эацмерованными по неубьванию величпн В; . Пустъ

TL*tC {(Gui , иверцrина К+ 0 Еляетсявисячеп в деревеТL*t,
Дерево Tt*r\ tK} обоэначим 

""р"" 
Т" Очевидно, дш rпобой вершины

J € Tt выполняется R,iff) = Rr(Ti*1) Кроме того, no индукционному

предполоlкению, имеем:

a

0
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u/т;)=,1*; 0i) l Fr, ', 
- 

i*,:i- 
D Bj .

J+K

отсюда

лемма доказана.

Алгоритм Прима

Теорема 1.1.Еслtl

где

Дrоч61)>0,,о

K-t i+l

Bj
L+l

Z
j=t

tl,"(Ti*) = u/т)* Rк(ъr) , fii 'i-r]_{j- 
D 81+

к-1 Lr1 L+t L*.t

' ё j ъi *,4_r(j- D ъi+ кВд - j|--Pj = |, i Bi

А

tъ

,rпЩ
Ё@*6о '

Bi-1 а Bi, i-2,,..)tL.

(1)
3

a

лок
ЕрЁ

а э а т е л ь с т в о. Из определенпl д"р."" Р имеем:

w(p) - w,
w*

z UzG) - uzQa) _
п

Д(П;(? ji)
wl W*

откуда с !ветом леммы 1.1 и тривиаJьных неравенств

tL

z +
,l,

Е
L= l,

ъ

с=7
)R вL L

}dd > Дt"r*tt) и вытекает оценка (1). Теорема докааапа.

Более точноп оказывается след]rющая апостериоЁая оценIа.

Теорема 1.2. Если tl,,,Ф) + lLLФ) > О то

Ер1

дохазательство

uLP) - uL(D)
ч|(н + uz(D)

llaФ) - uzФ) a

)

Ер =#-!Э lL|(P) t |цD)
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a

Аrгоритм Диlкстра

пустът|L(т){t<V7С;Сl f C:I , tfLT=|m(Dl. заметRч, q19

. w(D) - w* u{D - щ(тD + lllФ) - ч.ff{)
uJ* - w*

, ut(D) - ut(тх) , ,ё-аl(Дr Оi) 
= tёпцоl Д t (2)

w* wt w+

Л е м м а 1.2. Длr rшобоil верrшrш L CV таrоt, что CLФ)+ С! ,

справедливо неравенсгво Si'arj*6i+ d _ , "о" 
(irj1 е Ci.

Д оказа т ель ств о. Таккак СiФ)* Cf , r"похраlнеЕ мере

qдда хэ етих цепеП состопт иэ дDух иrш более ребер. В сrцвае, когда тахеоf,

вляgтсl Cf , r.""п,-"ние очевпдtlо. Еош ,ке иэ дЕрt ипи боrrее ребер сосmшт

u"* C;(D)- , ,о R| > RLФ)> Й* t . Лемма докаэаша.

теорема 1.з.Есш бЁ,r(аt*6)>0 ,то

,ъ

л АzL.{

д,
t=l

+tЕ)f

L, €оа |ъ

бZ@i
L=t

L

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (2) и лемr.щ 1.2 слецют оценкш:

tL

Ео4
Ед
L=t

= tr@L)lfL
Z
L=1

@i+ $;)+ rпб

tоё mб - t2@),

f, rо,* 61)+ m8

где rrL=lmФ)| . по"*о*.у фуrшrrя tr(П) явпrетсi 1бьвающеl, " tz@)-
воорастающеf,, тоl..rаксимум t,x мIоlордrтш достигается, хогда h@) = t/ПЪ) ,

Еь,
is{ ь

-._ D Д;
€о1

аtоi*6;)+8
п

Zд;(з'

,

(='
что и требсвалось доказать.

Иэ теорелш 1.3 вштекает

С ледстви е 1.1. Ecrшr 8>СД
Теорема t.Ц.Всм62О,то

, С>0 ,To€11!f2C

L

т.е. прш ff,} = . отtсудд имеем

fL

D

а
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f-o ё ('-,
6

i,.{op В)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Иэ (2) имеем' .rто €д r.Zлоrо' l
п

w*

. ОГКУДД ВШТеХаgГ УТВеРriЦеНИе TeOpervБl.

(ai+ 8;)

W*L

(3)

: атп8f 8w* Тах как, по лемме t.z, W'' 
ёrrОr*6;)*mЕ, 

то m8f W'-,

п

l 1,Z
L,t

(а;*611 1n*

Иэ Teoper,ol 1.4 и пеьоlц 1.1 вштеrает

Следствие L.2.

,". *(-

оziз 1

)
,

#rВr* 
i8.)

Bi_, t Bt, i= 2,..,)lL,
Апостериорrтуо оценIqr ддет следующаl

т е о р е м а 1.5. Если lLr(D+lLLФ)> 0

l
j,де

tоа чt (D) - чкр)

'LlD 
+ ul(D)

Доказательство.

то

u{D) - щР)
шt(D + uLo)

l

0о=.# -t э

Слrешанrшl алгоритм

Алгоритм строит искомое дереDо Dl .а fL rлагов1 где на К -м шаге

i К= /ч.,..rfu ) к дереву T*_t=(V*_r, Е6_1) пр".оелшнякrтся одна вердинап

олно ребро. пероначаьно поJrагаем То = (Uo, Е о) , гле Vо = {О} , Ео= Ф .

Верlине 0 приписываgгся метка Ро= 0
Опищем пропзвоrънМ rцаг алгоритма.

Шаг К ( К= |t,,,tfol. Ищем вершrош iдеVrVr-rrj*rИк_l ,.*"", 
"rо

с

eL"j*r ?(6irj 
"* 

Pi ) = i.ct:,3rv*_1,(L,j)cr(ati 
* T6tj * Pj))

Beprnre Lц прlписъ!ваем постоЕ{ную метку Р;*= 6rrjr* Pj * и определlем t
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дерево Т у = 
(V ц, Е i l V к = V к- t U {L Kl l Er= Е*-, U{(L r, j rt, Обоsна.rrм дерэDо

Т1", поr.уч"нное после щага /L , через D'. а *"р." tо' - соответсвJпощЕ,

ецг относштеrъ}rую погрещность.

Л е м м а 1.3. Есrш 6>0 , то длr rпобого L= !t,,,lfu справедлiво

неравенсIъо R;(D') З KRi , где

K=(1,iu-*l) ,а '=,#f!rt
Д окаэа т ель ство. В даrьнеRщем полагаем, чтовеIIJIинш графа

G aarуrп"роанш в поряд(е их присоединения к дереву D' . Пр*aо€м доIа36-

тепьство леммш индукциеf, по с (i -- 0 r .',, fu)
r) L=0. t?;tD|)=KR!=0.
2) Пусть утверrкдение лемrчоt верно для (i-t)_n верlлllнч (L= lr,,.ln}
3) Докажем ее справедJrивосгь для верutины ! . Пустъ 

""рr"rо, 
/riG

CVi-t) ке VtVt-t таковыt что(ir Oе CiT') ,(К,|с ёt (по-

cKorrbкy OcVi-, , L#Vtч,тоискомаяпаравершlив К, j суlrесrэует).

Иэ (3) имеем

а&+ ?(6rе+ Re(Dj) д a*|?,(Rj(D')t |Ki) . (4)

Кроме того. по иrцукционноlry предпоrrоrкеншю,

pi 0l) 1 КR; . (5)

из (4) и (5) поlтучаем

RiФ) = бLе+ R,g(D) а Rjr')t Br1 - ff '

f

экRj+ L-iO-ffo )= KRj,B^j(* &х

18Kj aKj

(ок - ale) t

о

, к4 * бxj(t- |Q- il)= кR| r кбкj . кRi .

Леr,gtrа докаэана.

Л е м м а L.a. Еслч Q2 t , то дrц i= tr,,.rrL спраЕедлива оцен_

ra

StФ) э К Si -U - +) дi- В- t) (atKr б Li, (6)

"o..(i, Ю С Ci
Д окаэа тель ство. Пустьвершинш LrКеV , jeVi-r,t*Vbt

таковы, что (L, L) е СiФ') ,(L,,K)lGr| е С; Из (3) rмеем

Qre+ |Gtr+ Pg) э ач t q,(Вtj + Р) , огкудд. испо,ъэуt лемr,rу 1,3, по-

,тучаем
t
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5tФ') = aLc.+ бье, ре 4 &iLG- ?- + + Btj + Pj =

-. (l- tl oL + к R| + ai* * gtl (7)

В"- u.n" С|1 состоит из едияственного ребра (L, j) , то К= j
L= L, KKj + а{ t 6rj = KS|-G- D@i.i * бу) , что с учетом (7)

дает искомую оценк}, (6).

Еслш же цепь Ci,j состоит более чем шэ одного ребра, то иэ (7) имеемi

S;Ф') д(t- il дt* кRi t aiK* 8ri0 ft а-Ц)) ,
с (t- tl о i*ftKir кац* Кбш* кбr) - G- t)аш- K8tr <

1(1- tl o;*KýJ -6-t)(atK* бi.i .

Лемма 1.4 доказана.

| лемма 1.5.Если СiФ')+СI ,,. Sirъt+Цtб
Д оказательство. Так*"" С1 @rf С[, топокраЛней мере

одна из этlц цепеf, состоит более чем из одного ребра. Есrш из дЕlд или более

ребер cocTorr' цепь С[,," Si'atrбin6. Пусть С| 
"o".on, ". одного

р"ор" (ir0) € Г} . Тогда иэ нердвенств" ai:j r g(6ij+ PilЭaio+q tig
сл€дует, что

SI= oro*\io) 8ц*рj r + + &LoQ- t), а.;+ $;+ $.

1.6. Если 6>О , g> t , то справедливо неравенство

ёо,Liч-НQ-
п

ё,(Оrj+ бi)
-a-+)+Q- P,@f 6)

Лемма доказана,

Теорема
1ъ

w* w* ,

,rc (L, j) , С|", L= tt )'пr.
Д о к а э а т е л ь с т в о. Из леммш 1.4 имеем

ý; (D) - ýi 1(K-lXsi- (e;,j + бц1) +(t- f,l а t. ,

,
Тогда
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w(D') - W*= Z [stсоэ - ýiJ <
с=7

,,.ir,[iТ- il бr- о il - 6,j) * а- Ь) o,J,

iB, ? Ёr(sJ- 
otj- 6,j)* rп(l- f,t t,

, 
+(r- +)(Дr;- #", r {t|) + mQ- r) t,

где T?L =1Ц/О')|. следоатеtъно,

@tj* 6LJ *п(t-Ео, 1iB- *)(
/r 

''TlT

Z

tъ

(1

: )

w*

Иэ леммы 1.5 имеем tTL 4
в

, ОТКУДа Е ВЦТеrаеТ УГВеРа-

дение теоре}.Gl.

Из теореrvш 1.6 и лемлщ 1.1 слелует апрпорlаl оцецка тоiDlости смёщбfi_

(r:- 
$,tat, t))

1.3. EcJш 6>0 " 
8i_, Э Вi, i= 2r;,.t|L, то

,о, с(|0- +)-8- +) t)(-
п

|,(Q.r 6)
3

a

t

ного мгорштма.

следствше

3амечанне
тогда

Д'r, + i 8;) )
(8)

tL

1.1. Egur "рО G поrоlцЛ, ,oW*lZrar*8d), 
"

tL

(+а ilрr+
а1
д/

Е @t* ti)
L=t

)ёо|д n
Д (я; * 6,;

, С ледств и е 1.4. Ес:rц 0=t " Д=0, ю W(D')-W*,
З а мечан ш е 1.2.Теорема 1.6 мохетбцтъ испоrъзелrа шдлlпф

лучения апостериорlоl оце!rкх, боrrее то.шоl по сравненшю с (8). Пустъ на ре6-

n"-(qj,l с Е эада,.ц веса Cai= aip61;, и для rпобого дерева Т е Т
опредеrlен ьес tl,r(T) 

Йrrrrj". 
ПуЙ, оЬ"", дереэо Р.е ? TaIoBo. что

uс(РJ = rrtr 
U"0). очевпдно, Ш.РJ "rirrfurirtф В rачестэе

же верхлеI апостериорrоП оц€нкш длr Т{/ 
I лrоrке, бцъ шспоrъзоапа
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W, д tтtсъ{wrП, WФ) 2 WФ'1} = Р

!

Отсюда получаем эфективно вшчпсJIим)rю верхrrюю оценкУ длв € а'
п

E1 4,iu-?a +)ft:-|t@ ё{^:il 
)

'Г е о р е м а 1,?. Пустъ ?= t, 8е= HeL для любого ребра

e=O,j)aE, "о. Hg _ 
""rур"Jtьные 

чиспа, 1> 
^ 

. Тогда WO):W'.
Д о к а за т е ль ств о. Преппопоrким1 чтовершиныгрОа G эаrrу-

мерованы в порядt(е их,присоединения к дереву D'. Обо"r"rппп ,"р.. Т1 о"_-

рево, построенное на t _м tлаге смещанного алгоритма np" |= 7(.i=\.,.rll).
Для доказатеrrrстъа теоремы достатоrrно покаэать, что для лrобого L=Or,,, ,tL
наfiдется такое дерево Tie f , "rо И(ТiП)=W' 

^ t С Т;' . по"п"о"""

доках(ем индуtшией по L= 0l,, , )rL .

1) Пустъ i -- О . В качестве '[f О"р., пlобое оптимаrъное д"ре"о ТЪ fl
2) Пусть оор""о Ti11 построено п (,а) е СlФ') . еслп(LrQСТi!r,

"о Ti С Ti!1 , и, значитr в качесIъе дерева Т/ r,lо** бьrп, вэято Tt1, .

Пусть (ir L) i Тi,, а верrцшtц teTi_,, jlТц, К<V тбко-

вы, что q,t:) ,(L,K)e Ch= СftС[) ,. полоlким

Tj= Тiп u{ttrel}r{(i, к)} и докажем что

WCP = W*, (9)

т.е. дерево !* о"""r"я искомым. Предполоlкrrм, что последнее неверно, т.е.

I,t/(Ti*) >W(Tt) . Отсюда слеryет, что

aLK+ пt(|tц * Ri) < ale+ tъi(Lig+ RP, (1о)

где

пt= l{sev/ cj s Cj}I , С|= Сзffi!1), Rl -- R, (Гd:/) .

}iз (3) имеем

a-rer tte* Rt 'О16* 
ti1- (J. (11}

Далее рассмотрим два сfiхцая.

а) Цепь cit сосгоит из единсгвенного ребра, ,.". К-- t , j = L . И.
(11) и (1о) поrтучаем

aie* 8ygt R|+(rLL-1)(ti"K+ Ri) < Liк+Пс(8iк* RP <

< &Ler tье t R| +(ц, il Gia+ к|),
откуда Lir+ R|< ti2+ R| , и, сJIедоэательноl

Lir+R|<6ie*Rt,z- (r,2)

,

,

,
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иэ (rr) и (rZ) поrцrчаем

|ien Ri' ai*- &ber бLr* R'|r' д- Z+ tier R;,' бie* Ki.
Протrворечие доказывает (9).

б) Цепь C*te состоит из бопее чем одного ребра, т.е.

Litr Ri < R;. (1з)

Из Lir2L и неравенств (1О), (11), (13) поrrучаем

z+ Ktr n tr*r Ri, аu- а+ ttcr R|,, ai; а* ti6+ Ri< Д+ R7 l
что противореrмт llсловию Z> А .

Теорема доказана поJIностью.

ý 2. Псевпоэффектиаrшй алгоритм локаrъноR оптимиэации

.4

a

l

t

Алгоритм Halmнaeт работу с некогорого дерева То С {. На каlкдом tдаге

К аJrгоljrтмб с,грои'ся новое дерево Т*е F с весом W(Г*)< W(Т*п),*-
личающеесБ от предьцущего дерева TK_l G F роr*о олним ребром и имеющее

наименьшиfi вес среди всех деревьев Те { r оглtlчающих"я о, Тд_, одним

ребром. Алгоритм заканчивает,работу, когда на кбхом_то ,аге /( вес нового

дерева W(Тк) = W(Ткч)
Введем следующие обоэначения. Пу.r, R,/ff) = ; tp9 ,ТС t .' Q,llc CiiT) '

Для rпобого подмножесгва верщия V'C V определим

|ъ;(v) = { '^, ":":_ :: 
v' ,

L U - в прогивном сrrучае.

Для дерева ТС {.определим BeKTop(Qi) (i = !l,,,llL) , "л. Qi--j
тогда и ToJтьKo тогда, когда р"ор" (Ч l) е С1.(Т') . Для любого дерева

T'=(V! Е') определпм RJ (т') =E.,R/e) тогда ЦТ) = RО(Т)
ic V'

on" Те .f, .

Описанныfi алгорит},t может быть реалиэован следующим образом.

Шаг О. В качестве начаrrьного дерева То С { вqзьмем такое, что

Wft) = mLп{w(п,wФ),Wq*. наfiдем вектор (Qi). л", каlкдоf, пары

5ерlцин L, j е V вцчислим R! tо) ,

Ш"" k (К= !r,,.rК). Для всеt р"о"р (tl 0 С Тн применимсле-

дуtоцtую процеrytrr.

Удалим г.Ор" (tt L)еТкч. Дерево Т1-.1 распалаетсl на две компоненты

свяэности To=(Vi Е") , ос Vo n Т'l(V',.Е'). наfiдем lъi(V') l и для каж-

дой вершинь! LeV' вычислим R'(T' =Д*Ё (Гr-r),ltrU). д* "rо"о необ-



ходпмо не более 0(lLL) арrфметхческих операцшfi.

наfiдем п"ог.(irj) е Е, L е Vl . j a УО, для которого вцра,кение

wrj = ач rlv'|.(Ltjr Rl(TK-r)) + R'(т')

принимает наименьщее значение. Дерево, поtцrqtвrлбgaя посJtе добавления такого

п"Ов" (i,rj) , обозначим TK(tlC) . О".""дr,о, что его вес W(TK&reI =

= W(Тк_л)+Wц-W11,.таI( как в побом грфе " (П+!) -fi верlrиноi не более

Т* wВ.р,,о ,рiоо.,оrосгь вшчисJtениt всех Wti, LeV', jrVО, не превосао_

лr,, 00tL) .

Среди деревr.. Т1 G,U , (LrL) е T*-n , вшберем дерево Тд наимеь_

rлего веса. Пу"т, УО n V'- подмножесIъаl поФпшвtrпеся после улаленпяребра
(trL) , на котором был досtrгнlrт мЕlиlýfум величин W(Tx(tr%)), ^Qr!еТц,
Lc V', j ' Vo,,_ ново€ ребро. Тогла K|ffKl= R|tл-л) on" ,""* |i1 'V'

п всех Рr9С У'. B.n"r,o., R,iffк) оrr" РС VО ,|rV' вычислilотся по

слелуrощеf, формуле:

Kf,tT*l = R;с*) * бtj KJrc*l

с тр!rдоемкосrъю, не превосl,од 
"."п 

0 (nL) , З, 0 (ПL) опершrrfr пересчштаем

.""rop(@i) для нового л"р"." |ц .

Eg* на Kot(oM_To ,""" К вес нGого дерева р""." l4lOK)=W(TK-t), ,о
алгорштм эat(aнtltвaeт работу.

Т е о р е м а 2.1. Пусть ьсе Оц, B Lj - целце неотрицатеrъные.

(Lrj) е f . Тогла трулоемкость { опиЪа""ого алгоритма не правосходит

t9(д,п1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидlо, что Т<К'ё, 
"д" t - тЕгдф

емrосгь одного ,".", К _ колttчёсгэо щагов. ТЪк как WOо)ЗЦlР| , то

к'f,пИrа)< А'tъ Покажем,,.о Ё 1ltJzз). в описаяном вцше &п-

горптме тFryдоемt(ость нахоцдения дерева TK(trL) . (Lrе)СТкч , не превос-

*oo".0(tt). А тах ках в лобом дереве Те { poHo/L фер,тоtlr'
теорема доrмяа.
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