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НИЖНЯЯ ОЦЕНКА ЧИСЛА ИТЕРАЦИЙ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА

АЛГОРИТМОВ ОТСЕЧЕНИЯ

А.А.Колокоrrов

Длr исслеловаяиl DоlсIъеннъrf, алгоритмов отсечения целочисJtенного про-

граммирования (ЦП) ь [е, З] раэьиьается подаод, основаннцП на раэбиении до-
пустимоl области соответствуюIчеl непрерrвноl эадачи на шассш эквивалентно_

стп (L-отреэrп) специмьного вцда. В терминаI Ь -оrреэ"ов введена мераот-

сечения, даао опllсание класса легулrFншх отсечениl, обеспечиьающщ конечносгъ

алгоритмов, поrпвенш Dерrlие оценrи чпслб итерациl (отсечениI). Исследовашы

[Z] cBorcTBo таrrц раэбнениl оч рпдд задач ЦП.

в даншоl рабoте уrаэанншl полtод применяетсl к посгроению ниrcrеl оцен-

fц числа итерапЁ (отсечениl) дrrl одного клбсса дЕоПственншх шгорптмов от_

сечениl ЦП, соперхащего, в чбсгноети, $ -аrrгоритм [а]. В отличие ог имекr_

цшI,сr otýtolDlbrl рсзуrrьтатов дrrl полностью целочисленного а.rrгоритма Гомори

fS] " прrr"ьrt алгоритмоD огсечени9 f r], попре"нал эдесь ниr|оlll оц€нхо вNпtl-

сшваетсl не длл патоrtогического ceMelcтBa эадач, а дrlr любоП эадачи ЦП, ре_

шаемоl рассматриЕаемшми алгоритмами. Слелует такке огметитъ ее блиэость к

раяее поJцвенноП BepxHel оценке (сr. LZ]).

ý 1. Предэаритеrьнше сведения

a

,п
Пусть ! _ MHoil€CrEo все8 ?t _мернDв целочиспеннцt векторов. Раэ' ение

на Ь _mреэки неrц7стого множестDа ýL g ft'опрдеппм спед!rющпм об1

а) хаждаr точха Z С Z'" обрэует отдеrънМ класс;

б) яеlrелочисленньlе точIи r : !,IDивблентнц,rLУ , еслч !@)=9(!),
Lrч6.17= [уv9J, IL= !L , LJ t,. ,.,9(r)-l , "о"Оg(11= 

mrп{t:ii#
# trt}, L= \.,., fl}. Соо"ветств)поцее фrтор_мнохестэо обоэначим ýl L
Отметим, что длr огрдlшченного9 лr"оrв.rво nlL iаrлqтсl конечнцм и его

Mo,iolo эапilсать в Dпде SЪ/Ь={V,..,rVр}, Vi i Viп, , L= !r..., Р- t
прпче}. Vд Ь VprC+ Х' Ь 

" 
!ла Ecet l,'е V11 I't Vi,.;. В*" X,L У

r >У l то ониl очевядно, неотделиDоr, т.е. не суtrеЪтъует Le 2П, пп,
ro"opo' L>L Ь/ . Бчпем назьtьать L _о.р."*", состоящие 1|з нецелочис_

пeнtolx точеr, д,робншми.

Пустъ S e{Jr,.,rtLI , Zn'' - мяохесrъо ьсч lL_MepHb.* Еекторов, у
fоторцх, пеF".е ý.компонент влпотсl цепшми. ZП'П= Zn. Пр.оп-rох,.м, что
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fl - ."rпущое эамхцrтое MHorKecTBoil" RT имеющее лексшкогрфrrчесt(п Mot(ctto

маьнь,lП элемент П , Пе Zn'S, Рассмотрпм следуrоtttло задачу ЦП: наlти
лексикогрфическиП махсимум мяоrкесгва SL ПZn'S,,...

z#= Сеl.mат,(яп Zn,'). (1)

Прrr исследовании двоlствеюrшх аrtгоритмов отсечениl особшП янтерес пред_

ставлпот те точхи n" _fl , которые непременно долr|сlш быть отсеченьll а tfMeHHo

ll*= tr : rc.{L, L ts! для Bcer L€ Я ПZП"},
Если _f} п Zп'5=Ф, ,о, о*"rпд"о, Л совпадает с JL*.

Рассмотрим линеПное неравенство

Z Ylri<lo (2)

J=t
с вещесгвеннымп коэtфициентами Т i , j = |l,..ttl. Буаем гФориъ, !то нера_

вечство (2) исключает (отрезает) -L 
_отреэох УС Яl L , ."r- (f, L) > to

для всех I, € V , f=(ttr,,,rt).HepaBeHcTBo (2) наэшваетсr регулrрншм
отсечеяием, если выполнlются следуюlцие условпl:

rl (Xl r) <'to искJrючает L -отрезо" V; С ý/Д, содержаrцхП .o""yi;
Zl (ttX)1lo длявсех zеЯПZП''.
Булем говорить, что регупrрrое отсечение имеет гrцбину Ъ, a"n" оно ис_

ключает n.5}*/L .ооо h. L_o"p".KoB. Гщбину mсечения (2) обозначим

h(r), 7 = (й, yt, ..,,yo) .

В 2. Класс отсеченип TCftl

Оппцlем класс рассматриваемых oтсечениfi. t.ус.ь f}tr= {Х' О < ХiЗ ! _.

L= !,,,.rП}, r, - некоторая .о**" ". 8|', причем ieL". Полоlкям

JrG)d, ij= !, j= t,,,, rvil- t}, Jo(i)= tj, fti = 0, j = lt,., l9G)- lJ .

Чuрu Т(7) обоэначим мнох(ество Bce*' линеlньш неравевств вида (2), коф-

фишяентш которых удовлетворяют условиIм:

r) lj = 0, j= Ч6)*!,,..,foi
zl fj"o, jr|"til; 

_з) о<lчсil .Tj, j.l*<i),
с) то=.Z _tj .

j elrdl
Легко проверить| что " r(ft) содеряФтс, отсечение $ *n"op".r"

iё-r'l*j 
-rё.;,о)'j * Хчti,) < lТ*сЫ (з)

1) C'ar"rnr, что приводи}чtые эдесь результатш могут бьrть перенесенN на сл!t_
r(

ча' невыпуклыN задач
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и его усшление

I
j с X*(i)

Lj * rv<il <|X*tLl| (4)

Далее рассматриЕаgгся задбча (r) шrr ý}С8'. 
" " """""r"" i выбира_

ется i= ЬlЪlПЛr,Q.
У тв е рrкде н и е 1. ЛюбоенераЕенсIъо"a*"""" fii) iвпiегсl

регулярrым отсечением.

Д о к а за т ель с т во. Проеримусловие отсечения L *р."*"
Vlc Q/L. пустъ х,'€ V; , ,о"о" rlrr*,re(0,1), Ч(r')= 9(i.) 

"

,L=.li "j 
+ Тч t7) L'чtЕ) ',\ .=.fi ,Jelt(L)' ' J<X+(L)

поскольt(у Тч<;gl>0 . Покахем, что побаl точ.(а иэ ýL П Zn'ý удометворсет

(Тrr)З /9 . Пр"оп*оrким протtlЕное, т.е. наRдeтсI 7с [OZn'', о* rотороl

i ё, rt' j'j 
*,1,фU 

"j 
+ Yv(i, L ч(а), 

rЭчч' 
j

Так хак yj . 0 шяjе Jо(i), т"

Z _ Tj tj * Yч<а)Хчdl r.Z _Yi .
je 1*(Е)' " 

|\ф' l w, j€х*ф,) J

Это нервенстDо, очеDидно, моrкgт иметь место лlllль прп 791а1 = 7 . Если

Хt(i.;l=Ф, ,о Z t- i , что противоречит вшбору.Е. Пу"r. Х+Фr Р Еспл

для нехоторо"о7о е х+Ф) выпоJцrется Zio= О, то, учитыв"" tv(i)<fjo
поrDlчаем

iё_rа\ Li + Yчаl 
' .,Tr_*rj

Следователь"о, 7j = t длl всех j' |r<tl , Но тогда r.ts i, что противо-

речит лексикографическоl максимальносr" Е . Уa""ркдение доказано.

Бупем говорить, rlтo огсечени 
" Q| r) < / не .ильнее огсечени, (7, П) <

".n" Q ( Q',.o" 0 =lя-:UlT,)ёfotrc9l, Q'={r:W!r)a{J,r, -J,
Для гrцбин lbl|l " h(7),"*"* отсеченип, очевидно, справеоtшво неравенство

h<il > Ъti'l ,

У т в е р r.( д е . и е 2. Любое огсечение n. *n""." f(i) не сильнее

mсечения (4).

Д ох аза т е ль ство. Ясно, чтопроиэвольноеогсечение (2) и3

хласса Т(i) ,. сильнее отсечения

Z _Yj rj + tч<il L'Bl a.Z _Т; . (5)
jc l*Li-) ' ' 

l \ry/ Yt*/ je Jr(i) '
Похахем, что (5) не сильнее (а). Если tr+til.P, то 9то очевпдно. Пусть

7+ф+ф ч Ile 5l уповп"rъоряет (а). Умнохим (+) на f961>0,

l,
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tv1l 
ё_r"r"l+ 

lчF) L'ч(i) а f чш.:lll-tПll -

Так как Т,'е Вfo, то для нее выllоrlняются соотношени,

(ti- т96) "j, (fj- Tnca)), j е J+ti) .

(-t.уr.rмируя (6) и все неравенства (7), ;lо,.lучаеlr

.Е _ Ti ii + t,l@) 1',р(i) < Z [; ,jr7*ti)J J Т\wl а\-' j'?rtil'
.\' тверх<ден ие доказано.

flля rrостроения нихсlеl оценки числа итерациl Hatl потребуется оценить

сверху гл)бину о,гсечениЛ ", T(i)
У т в е р ж д е н и е 3. Глубина отсеченил из класса Т(i) "" превшша_

ет чиспа целочисленных переN.lенных задачи (t), т,е, величины S.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввипу утверrl<дения 2 пля полlвени, BepxHeD

оценки i,лlбины отсеченllл иэ класса Т(Е) оо"r"rочно исследоватьотсечение (4).

Опицtелr мноrкество исключаемых, им лробных L _отреэков.

Пусть ['- некогорыfi дробныi |-о.р".о* ". Qf L, отличныП * Vi .

ч frle V/ . попо*rп, ?|(frlI') = mLntl ' ii# 
''L,L=!r.,.,nJ,TaK 

как i, и .т'
принадлеr(ат раэличнылt | -отрезкапr, то l|(arr' S ЧЁ). Сслtt l|(i,L')=9(Ф,

"о 11961= О и легко проверить, что I'уоо"rr"r"ор""т неравенству (<). Сле_

довательноl лробные L _о.резхи, )t которьв ?l(7rrrl) = 9(7), не исключаютсl от_

сечениер, (4).

Пусть теперь Ц(irr')<Р(i} Тогла, очевидно, 7rф# ф . Я.ло также,что
tl(fr,r')ё }"tit. Итак. остается pacclvtoтpeтb случаR l|(ira)e J+(i) . Н"-

трt7дно проверить, что если L!= О , p= rl(rtr1-l), то Ь _.р"эо" V' не

исключается. Депствительно,

(6)

(?)

:l

дjr 7цаl
lj * n'rra, 4 lx * @ll - ! + &'ч(it < llr<al

Таким обраэом, отсечение (4) может исключить n. ý2r/Дr{У;}.ппr, дробнше

|_ -отрезки, у которых rlp е (Оr1 ) . Любоl TaKon L -.р".о* удовлетворяет

условиям а) 9(r) е Х а 6) и б) 
''j= 

trj , j= !r.. l9(t')- !. Vtx числоl

очевидно, не превцц!ае, |7+@) l Учитьва" V.i , получаеirt, что гrцбина лю_

бого отсечен"s пэ {(i) не более lX,til l * l < S Утверlшение дохазано,

HeTrynrro построить примеры эадач ЦП, для которьlra поrт}венная оценiа

достигается. Моясrо TtrKrKe покаэать, что ь {(il имеlогсl отсечениl гrqбины l .

ý 3. Оценки числа отсечениI

ПереЙлем к исследованию дЕоЙственныt аrгор}|тмов отсечения, основаннDlх

на неравенств.* n" f(D.
(
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Пооцесс Т .

о) Полагаем J}(n)= 5l , К-- ! .

1) НахопимаG|= tехtцаtr 9(К| Нсли n"b.X(KL fn'g , лпбо ýlGt g, .о
процесс заверlцается. В первом случае поrlучаем оптимаrьное решениезадачи (1),
во второN{ _ рещения нет.

2 ) 3аменяем Я(*) "" i,(*)пrr"no исключения из тек}rulеп системы ограни_

чений некоторых неравенств _ огсечениD. При этом долх<но выполняться

;r(х)= ееппаr ý@.
3 ) Строим отсечение }iэ класса ТЬt*|)' (ТВ), n) < YоВ'
4) Присоепиняем пол)венное отсечение к ограниченпям .эадачи и полагаем

sz(K+r)= ý(Kl п {r : 1уGr, r) 4 tfr} .

[Iерехолим к выполнению слелующеП итерациш (на rлаг 1).

Так хак все отсечения процесса регупярны, " 
Sl*/L _ коне*ное мноr(есг-

во, то процесс ] реrлает (1) за конечное чиспо итерациf,, при 9том использ}-

ется не Oon"" |Л* / L l отсечениl (см. [Z] ).

Т е о р е м а. Для решения задачи (1) процессомJ пoтребуется не ме-

"""]+ lЯ./tl[ отсеченип.

Эта оценка непосредственно следует из описани, f и утверкленшя 3.

Блиэость нихсtеl и верхнеI оценок числа огсечениR укаэывает на то, что

раэличные алгоритlчtы решениl задачи (1), поlrучающиесl конкретизациеп процес_

caf , пр"мерно одинаковш (по числу итершиl), а веп|чина lЯ*/L,l достбточ_

но точно описывает сложность рещения задачи этими алгоритмами. '3адачи 
с

больцtим числом элементов " 9*lL пвляmся трушыми дпя Т . ПримерI таких

эадач пегко выписываютсi на основе полlненноl ниrcrеD оценки. К ним оrносит-

ся, в частности, контрприrер [О] для м€|,года BeTBel и граншц.

Поступила Е ред._изд.отде-л

12 мая 1982 г,
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