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О ЗАДАЧЕ АКЕРСА-ФРИДМАНА

В.В.Сервах

3адача дкерса_Фридмана заключается в минимиэации времени выполнения д/

работ на М машинах. Работа TL (П=t)Lr,..)N) состоит ng |ьоперациl, вы-

полняемых в заданноR последовательности. Операчия i работы 7iL. выполяяется

на маlлине с номером ТfoпLе ltrLr.,,rMJ. непреFrвно в течение ?о1 €ди-

яиц времени (П = trZt..., N ) L= !,2l,,,, N*). Невозмоllсtо одновременное

выпопнение на одноП машине дЕух и более операчий.

Полробно 9та эадача рассматривае."" 
" f3 , гл. Oj. Иэ других работ выае-

"n, [r], где предложена удобнвя геометрическая интерпретация данной задачи,

n [2], в котороfi имеетс8 малотрyдоемкий алгоритм отыскания ее точного реrле_

ния для сrryчая лвух работ,

В настоящеi статье предлоrкен малотрудоемкиfi алгоритм нахохдения точного

реrления задачи Акерса-Фрипмана в сrтучае трех работ и целочисленности (или со-

иэмеримости) длительностеfi операчиl. Для этого алгоритма при условии, что чис-

ло выполняемых на одноl машине операчий огрничено KoHcTaHToR, попучены верх_

ние оценки тmlдоемкост" 0(М SeOYrM) и необходимого объема памяти (r(Мý),

.п" ý - суммарная длительность всех операциfi.

ý 1. Геометрическая интерпретация эадачи

Кратко излоr|(им некогорые результаты fr] в упобноП для нас форме. О' з-
начим

L,1

a

Sn,L = Zr пj (ru= 1,L, L= l)2,л/ ) , L*),
J=t

Z2y

ýо = So,"o,r= ё"оj 
(п= t,Zr...rN).

Рассмoтрим Дl _r"р"о" пространство с метрикоl f (ЦУ)=.У,t:]a"-У"l.

Каждоl работе fL (П= lrzr.,,r() поставим в соответствие координатную ось и

отмегим на не',о**" ýоr1 ,Sorrr,,.rSLrzn, Srъ Значение координаты

r*(ОЗ{п,а Sъ) бупем интерпретировать как состояние выпоrlнения работы 2.
Тогда процесс выполнения работ может быть эадан в виде пути из точки
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(ОrОr.,,rО) в точку (Sr, 52r,,,rSH). TaKot п!rть,вляетсяломаяоп ли-

нией. Каждый ее отрезок cooIBeTcTByeT одновременному выпоrrнению некоторого мно-

,(ества раВот {\Lr,flz, .,,,fuкI Он обраэует равные острые углы с осями

Lоrr IпLr,.,rtrп", " к остальным осrм перпендикулярен. Длина этогоотреэ-

!(а полагается paвHon расстоянию ме)шу его конечншми точхами. Длина пуги есть

сумма длин всех огрезков ломаноD.

Блоком будем наэывать область рассматриваемого просгранства, соответст_

в}rюцtуlо одновременному выполнению дв]д операчиfi на одноl мащине. Каждыt блок

явJIяется il -rер"ы' параrurелепип"о"r{Е|ýс, L1r*< SцL+l, \p,j.I1< Sрrjl2
О А rT < ST Q= |,Ll...rN, l+d, lf fI, где операц"" L- п j соогв€т-

ственно_ работ оС и 
.,13 

таковы, что TILni= ITL"1. Это мно,кество обоэначuм че_

р." ВGrjrфr"il Путь, не пýресекающиl ни одного блока, наэовем допJt_

стимым,

flllя речrения задачи Акерса{рилмана необходимо наlти кратчаiшиl доп)t_

стимый пJrть и.} .o**n (0, 0r,,,r0) . ,о**у (ýr, S7r., ,, S,i Опрепелим

некогорое конечное мноrкесгво путеП !Р, содерrкащее требуемыil оптимJrм. Перво_

начаrьно иэ точки (0, О, ,,, r 0) проводим отрезок под равншми углами ко всем

осям. Дмее, продолrкая уже построенные части путеП, каrщыП раз проводим от_

резок под раввыми острыми углами к максимаrьно воэмоr|Gtому чисlцl осеl. По

достиr(ении некоторого Олока $(i, jrdrf) осуществшм его обrод, причем дву_

мя способамиl которые соответствJrют двум раэличным порlдt(ам выполн€ниl опё_

parrlrl L п J на мащине TTL= ?tlai= lарi.Ветъление пути произоПдет в точхе

его первого пересечения с одноl иэ следJпощих гиперплоскостеП,[iIrа= ýcri}
nn" {i l r,р - Sa;} Все ветви, которые обраэуются в процессе обхода бло_

ков, строим по тем ,..е правилам и продоJrrкаем до точки (Sr, Sbr..., ýш)
Т е о р е м а. Множестъо f 

"oo"p*n, 
кратчаЯшиП допустимшП п}ть lt€!(_

дуточками (0rOr...,0) n (ýr, Sz,r...rýп).
В [r] это }rтверкдение докаэывается методом математшческоl инлукчии по

числу недопустимых областеil. Каlшая такап область Фляется объединением

@Ц-ПУL блохов, соответствуюшиr HeKoтopofi мащине 7rL, и эадается сово_

купностью операциП (Ц, Lful...liд), -" которьп f,lц=йztf .-.=ПtNiN=llL.
Однако с помощью предлокенного мегода Moiloro установить справедrrиЕость тео_

ремы ToJrbKo при Л/= L.Прп t/)J после несхольких ветвлениП пJпи не гаран_

тшрlJlется уменьцtение количества недопустимъrх областеП в непроlденноl части

параллелепипеда и индуктивныП переход не удается осlrществить.

Рассмотрим путь Пое 9 .Ь""* B(L, jrфr,F) назовем ./tо-смеrcrнм,

если непусто пересечение путч !Ео с одним иэ следующих мнохестъ:

li l ""= ýrri , Sp,j . F| . Sp, j+t 2

0 э Lr -4 ý l (t= l,L,.,,,N1 t* а., t +PI,

\

{

7
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расстояния до которыt ог начала хоординalт вдоrъ 9того пути равны

венно

В.В.Серах

ti l ýd, L < La.z Sа',L+!, I,f = Sэ,j,

о{rr{ýу (T=1,2r.,.,N) t#фt rnfl}.

Допустиr,шI путь JE наэовем frо -согпасованншм, если дrtl хаrfiдого Jf,о-смежно-

го блока B(Lrj, ф, f) луtпЛ и lf,o опрелеляют одинаt(овыП порядок Dьlпол-

нения операц"П i "-i, О6*r"r"м череэ ё}; "р"r" 
начала вшполнения опера_..'

ции L работы 7L, отэечающее пути Jf,.

Л е м м а. Если ttoe ?, то для каrкцого frо_согласоввнного пуги,Jf, и

лrобых tъ= frl,r,.,|r'J, i =LLr,..)Х,Lсправедливо "J*""""r"o *i " *r.
Д о к. а . " l;.n " :,;" о. ПрепполоЖrrм протпвное: пусть существуютта_

хuеfL и 0, что LпL> Е61 . Определtм fuo u Lo пэ соотнощения

t*,ь,= *#з.=,э!rПl4,, *J = ма.

Если для некоторьrt П " L допустить равенство truL= 0, ,о у*"эаннш0 мини-

мум моrкет достигаъс, сраэу на нескоJIьких операцияхl технологически свiэанньгх

межлу собоl. В отом сJтучае выбираем т? иэ них, которая выполняетсi первоfi.

Пусть Р', F'rF'- точкш рассматриваемого пространегва, леrкацие на пyrпй,

a

СоотЕ€ТСТ_

{;о,r,-!| t*o,Lo-! l tIo,Lo , tIi,bo-

Прш 9о=1 буп.' поrrагаЪ toiopo-t= tIorL;t=0 n taorLo-|=0

легко покаэать, чго pL, Рiэ Рg* (tl=lr2.r...ril) 
" Р:< Pj , **" бы

при олном fuG{1!r7,r,,,rNl.Прч этом P}n= Р|rо= Pf,"= Sпо,Lо. Первое вшть
кает из спедующиt нераЕенств:

t\rir-, + rfuc,Lo-! 3 tooo,Ln-r+TibolLn-| 1 t'io,Lo ' Lli,й .

Зоu" tiorLo-11t|,,b,-, , в силу {it,-r. tli,Lo= М*. Вrоро. верно по_

To'yl 9то точки F' n Р3 "*r."rств}rют 
одномJt и тому ,ке состоянию вцпол-

яениl работш 1О9. Таким обраэом, JlчacToK путч ГLо меrкду точками FL " F'
пмеет ненJrлевую оtину и целиком леr..ит в гиперплоскост" Lal trrtъо= ýoorio}
Такое воэмоrЕlо тоrъхо в сJц7чбе обхода блоков 

"no" B(i6, jrflоr.,Д), ."* *""

хаlкдыl огреэох rrутu ГL1 проаодит под равншми острыми !глами к максимапьно

воэмоrсномJr чшсrту осеt, Причем обвол эаверчlается в aо*"" Р. . По'отому хотя

бы дrrя одного пз ука!tаннчх блокв вшпопнено равенсtъо tTrrio={ij - 
"ri*:rо"_ #r. Й,rо= М}. З".,,",, ф - tf,1, С-,"-,."", Рf;,=Рtr;'Ц'r,

Pi< S;.jrt= Pj "*^п"rО,ш 
тоrъвО при пересечении пJrги JTo . or"ol*"".Bo,



L1l l*r= ýц, Lo, SF,j' Хр' Sэ, jrt ,

0< r7 < ý 1 (т= t,L,...,N, t+ по, l+F)I.

СПедоватеrъно, блок B(Lo, jrПrо, f) tЕлrется *Ло*меtюмirи. Д тах каr п!rь
!П , no условию леммы, Уtо _согласованншfi, ,о tio,if; t}i * rtj . Окончатеlrь_

но поJIJваем

LTu,b", фi * 
"rj 

, ф * Cij = tI|, Lо ,

что про-тиворечит нащему предполqrкению.

Д ок аз а т ел ь с тв о теоремы. Рассмотрим произвоJrьныl лоrтус_

тпмыfi п]гтъ JE . Легко построить такоП пlrть 9Еое 9 l дл, воторого JE вляется
9fо -"О"Л"a*анным. Деlствитеъноl достатоtlно в процессе формиреаrи, мноrке_

"n" 9 по достиrкении некоторого блока 
, 
BQrj, d, f) рассмотреъ Torrb,сo

один вариант его обхода. А именно ToTt при котором посгроенваl DeTBb и п!пъ

9t опрелелпот одинаковыП порядок выполнениl операциl L " i .Пwч Л ' frо

удовпетворяют условиям леммы. 3начшт. L?i a t!; Qъ= lh, .rМ; L=tr., iS.
Пустьf " |о -длиныrцrтеR Л ч ![6соотв9гстъенно.Имеем:

ео =_Тр.r, _ Ф::L + tп) : t!, i, + tpa ir 4n=trNrL=l2Z21,

1 L:,L, + tо*р < mqЕ Ф!i* tni) = 0 .

П=lrNl L= lr7,2y

Так как rrуть ti выбран проиэвоrьноl то теорема доrаэана.

О эадаче Акерса_Фрипмана 7з

0 2. Общая схема алгоритма

Опицlем пдею малогryдоемкого поиска мrrнимума на MHorKecTD" f. Мо*,оaо
? р"..*r, вообще говоря, экспоненциально с ростом величин Zо(п=lr2r,,,rа.
Однако многие пути этого мноrкества частично совпадают. Одинаrоше !васгsи
путеП вшгодrrо строить преФаритеrъно и тоrъко одпн раэ. Длr рэалшооrшв 9кго
подхода в параrulелеп"п"о" {i/ О а LruЭ ýъ , tl=trL),,,rVr опрелеrrенюпа об_

разом эафикспmtем мноrкесtъо точех, называемьrt уэловыми. По описанrшм вшще

правилам Moraclo определrrть мноrrесгво щrтеl меr(Фl rпобоt уэлооfi ToTKon ш DеF
шrиной парллелепrrпеда (ýr, ýzl..., ýр) . ЧrоОь, иэбеrrаъ повторньБ постро-

ениf,, каltсдцi иэ этих п]rтеП прФqдим только до блиrаlщего пересеченшr с lвлф
воl точкоl. Инфрмачию о посгроенных lнасткаr и иt поспедоватеrъном распоJrо-

жении удобно эадавать с помощью вэвеrденного сетевого грфа. Кажлал вэрlrЕlа

этого граф соогветствует Heroтopon lвловоП точке, а rаrrдаl ýга огtеч8gг не_

которому участtч п]rти меr(пr EyMr уэловшми точt(амll. Вес щги попагаgгсl рав_.l
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ншм длине 9того учасгка. Такое представление позвопяgт свести нацrу задаW к

задаче огыскания кратчаПщего пJгти в сетевом грфе. Небопrшоl пример, пллюст_

рпр)rющиП описанцyю caeм)t, изобрахен на рис. L п 2. Бпоки эачrтрихованц. Уз_

ловше точки выделены и перенJrмерованы. Около karl(дoR дуги вшписан ее вес,

2

6

5

Рис. 1 Рис. 2

0 3. Постановка п реrление вспомогатеJrьноl ByMepHoR эадачи

a

t

в

ч

2
s,

t23

при il= 2 блок ЦLrj, t;Э)=|Str fr< Sl,illrSцi. !' S+j,16 пем эа-
давать упорядоченнсй пароR (0, /) . Рассмoтрим следуюltý/ю двуь{ерlую задqчу.

з а да ч а д. В паралiелеп"п"п.{(ъР|ОЗаЗStl 04Yl SrI
имеется f. бпо*ов (Lerjc) (t = |lL| ,, :r lr) и внеэтих блоков эадано

Itro".* (rк,!к) (-К= |,Lr.. .r1l,). Необходимо для каждого К опреле_

лить номер ближайшего блока е(Пкr!к),. которым.пересечется rtуч, проведен-

ныfi иэ,o"*n (Хд r!к) noo p*""-i углами к обеим осям. При отсутqгвии пе_

ресечений ,ryча с блоком булем полаг.r" | (Lц, !к) = 0
Опрепелим величины:

ZK= &к- lKl к= t,?r,.,, fr i
Со= S.,,L{ Sz,jr*ti dе= St,Le*t- Sцjr, L= lrLr..,)L .

Длв фихсированного ( вшпопнение 1tсловиl

Cg< Zr< dg, (r)

trK < St, Lr+ ! 2 !" < ýцjg+ !
оэначает, что ,tlв. проведенныfr иэ точки (Iк rt d под раЕншми Jглами к оОеим

осямl пересекает блок с номером f, . Таких блоков может бштъ нескоrrьt<о. Не_

обходимо вшбрать тог иэ них, длl которого 
""р" 

(Lo, je) лексихографически

минимальна.

пУстъ (01, (,t t,, .rail - номерб блоков, распоrtоrкенные ь порядхе л€хси_

кографического возрастаяи, 
".е 

(L 2, j 2), " tIо= ПL rЪ {tе{Ц 2r,.., 0l Striа; t >
!
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> IKl$zrjcl t' ! *} . Введем характеристическ!rю функшию 0W), tt= l, 22,., l Ъ

Полагаем -0Ф)= 1, ".n" 
блок с номером Су удовлетворяет условию (1), и

Q(ltl=@ _ в противном сrOвае. Требуется наiти минимаrьное эначение 1r* , аля

которого lIr> to " O(tt) =f . Это мо,кно сделаr" ." 0(hg, L) ,""о", ."_
ли предваритеJIьно известны суммарные значения функчии 0 лп" nup индексов,

четверок, восьмерок и т.д. Построим попное бинарное дерево высоты Н=J(Ч"LL
Перенумеруе, ?Н листьев этого дерева слева направо и листу 1I=lrLr,,irb
посгавим в соответствие значение 0@ При {|= L+!rb+Lr..., lJ лоопр.л"п"по

0(t)= 0. для остальных вершин дерева полагаем Okr)= 06t') + 0W"),.о.
'Vl n 1rl' - сыновья верlлины ?/ . Поиск оптимума tЛ* """n""., с листа 't/o ,прп
0Ц1 -l "r"u, t'= й пусть 0(tГ)=0. последоватеrtьносгьвершин де_

рева Йr Йr., -rtу,t.., rlIцо* 1 определим индуктивно. Еслч 1r2-t - левый сын,

,о 1r7.- непосредственныfi предок вершины {1,-r. Если tц-, - правыЛ сын,

,о lI| - правшf, сосед верtлI{"ы 117-1 . Значение |о наRдем иэ двух сле-

дуюцих условиi:
tl 0 w)= 0W)= .. .-_ 0Ф1) = 0,
2) либо [r|о*, не определена, либо O(tfцо+I) > 0

Першi случай имеет место, еслч 0Ф) = О для всех te{lortIo*tr.,,l}.
Тогда эначенuе UX не определено ч |(I,цr!i= 0. Переftлем ко второму слу-

чаю. Нераве".r"о 9 (tцо*i )0 оэначает, что дерево с корнем noor, содер_

,кит листья с ненулевоi характеристическоil функциеi. Необходиьло наfiти самыfi

левыП иэ них. На очередноNr шrаге переfiдем в корень левого поддерева верщины

{|f t , если в нем функчия 0 nr"", ненулевое значение. В противном случае

переходим Ё корень правого поддерева. Иэ вновь определенноП вершины переход

на слеФrющий уровень оqуществляем аналогично. Гlроцедура эавершает работу

при достижении уровня Н . Т", самым булет опреrrелено значенип U1 дпя 
"ото_

ро"о ?QI)= 00Io+ t)=..,=0(1f-t)=Qп 0O"j=f .Тогла а(rу,!ц)=еу*
Теперь опищем алгоритм решения задачи Д. Первоначально для всех верш!rн

дерева полагае}tt 00Л =0. НаЛдем такую перестановку (0, L2, , , . 2 t ц) , ""о
лексикографи 

".""n 
(L 

ц, j L|) 1 (L eL, j L)' ., 
^. 

<(L е r, j еr) Чuсл, 
{7, 1, ft t, l . .

,,.tIKt CtrCzr,.,l Cbt dr, d", ... rdlJ бчлем рассматривать в порядке

неlrбывания. Возмоltсtы следующие сrrучаи:

1) Очерелным чиспо]чt является Cg. Тогпа для листа i/. такого, что(1 =N,
полагаем 00Л = ] а для всех его предков эначение фrнкчrrш В ув.ппч"воеno

на единицу,

2) ОчерелrrыNr числом является de В ?Tor,, сrryчае пля листа |/ такого,

,r"rо (у=0 , полагаеNt 00Л= 0, а для всех его предков значение бункчии 0
уменьшаем на единицу.

З) Очередным члtслом является Е6. Метоаом дихотомии находим 1Го=

= тпьfu{.IJеilr?r.,,rЦlSt,L^2о*t > trк, S*,jrutr'!r} i| lIрим€няеN{ опI|-

сарь,у!о выце процедуrч поttсЕа е(hцrУц). Ectltt l|o Йо опр"л"п.по,,о (,(Iкr!к)=0.

Di

rl
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Трулоемкость ошократного обрашения к каrкдому иэ пп. 1) _ З) непревос_

*"on,0(0O!z L) операчшП, а общее число обрашениl равно il,+ 2L. Дла прел-

варитепьного упорядочиваниl необходим" fr lО!эП+ 3LhlzД операчшl. Таким

обрзом, вершяr оценка тmrдоемкости решенпя эадачи Д составляет

0 (Х, {.orL ft + L hxz L + Xf, brz L) .

3аметим, что предлоil(енншf, алгоритм поэволяег наRти точное реlление эада_

чи Акерса_Фридмана для спучая двух работ в caMof, общеl постановке: при про-

извольных дrlительностях оперtrиI Сrъь(П= '|lZ) L= tr,,,rZп)и произвоrrьноП со-

вокупности Олоков(ig, jrl (е= !llt,.,rL). В качестъе уэловых рассмотрим

.o"*n (S1, Lg+ t 2 ý1,,j g), (fu 
, Lc, S 2,j е+ ), (С= !, 2r.. ., Ь), (О, О) 

" 
(Sr, ý1,)

Установим соогветствие меr(цу этими точками ч2L+2 вершинами граф:(Оr0).rr,

(ý,, ýJ* 2L* 2o(SbLe*t, Sц ) + 2 0 ;(&, L е l S z,j е* t) 
* 2 а+ Це = |, r,,. .., Ц.

Пусть (trg, li - координаты уэловоfi точки с номером К. для каlt<дого К=

= tr2t.,,l2L+7 находим а@*;У*1 Список дуг сетевого грфа фрмируем
слеryющим обрзом: ".nn а(r"rt)=O, то вводим лу"у (К, LL+L) с весом

mа*t9; LK t Sz- !*I. п* C(IK.IK)= С >О вводим цуrп (К, 2а) и

@,Za*D с весами StrLбt - &к " ýl,,jg+t-!ц сооъетственно. В пь
строенном графе опреаемем кртчаfiчrиl пlrтъ между вердинами t " 2L+ 2. ОЬ
щая тm/доемкость аJrгоритма при N=L 

"е 
превосtодит 0(LИrLD оперчиi.

ý 4. Некоторые построения дrlя случая трех работ

Пустъ опэрачия (/ работы d и операlrия j работы78 таковы, чтоfПпi=ttlli.
Беэ ограничения обцtности Morюlo полоrкиъ d. F,Череэ / обоэначим номер

третьей рабmы. Упорядоченная TpofiKa чrrсел(irj, У) ошrозначно определяет блок

B(i.rj, drf) Величину / назовем направлением блока. Число блоков ноп_

равл.Jния / обоэначим череэ Ly. Их множество бlrлем задавать списком

ttLrri r,V)| с= llLt,., l ь l
попробнее опишем правила ветвленrrя rцrтеil, используемше при пострt, .lии

мноrкесгва f . К"*оуо ветвь пугиl выходящего из He*o.opol ,о"*" Й =(ilrrйrФ
булем прололжать до эаверtления обхода некоторого блока. Первоначаrrьно рас-
смотрим блоки толыо одвого направления / и путь проведем до блихсаiщего пе-

ресечения с одним и3 них. Пусть С }, - номер gтого блока. flлина построенного

учасгка ровна.,1Ру =maeltSa,L-U*tSl,i-Цp|r"rc L=Lct, j = jey Есlи

щrть минует все блоки данного направленпяt то полагаем al=O n ft=maxtsi
-tl,arSp-tt1,}.3"*r"""r, что для определения эначеншП еr " ll достаточно рас_

смотреть цlвl проведенны' в плоскосги tilrr=O| из точки (U6rtLp) под

равными углами й осям trап Т.р. Блих<аttдий блок. с которшм этот пуч пересе_

чется, и влlется требуемым. Аналогично находим величины Сеrсr, fп ' f .р
Для упроl,rеНия вида форr.rуЛ введеМ новые обознаr"""", d,4' =f t , j сr=l)r , ч"J дz,

t
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je"= V", ie, = i, , jrr= 1Цg, (Еслп аl= 0, то доопредепu- Lgr= jcy= 0 _1

Таким обраэоN!, имеем три блока: (|trl1, t) , \ъtVLr2) "()з,JUэr3). 
Рас-

стояния до них равны соответственно _Рr, f" и 
70, 

.Пчсть tПLtL{Р,fLrЛl=Л
С)пишем правила ветвления п}гти.

СЛvчай 1. Пусть ti = 0 . Существует единственныfi пугь из точки & " rо"-

*у (Sl, Sz,Sз) , -""" которого рав"а.;0(ý) = mах{SгLtlSz-uLr*, U,эI.
Сrrvчай 2. Пусть |1* 0, lt#Juз, l)1 * |)1 Возможнш два варианта

обхода Влока (.f,ltlV1 , D Проводим ветви до ,о""" i' 
^ 

d,?, ,о"

i'= (щ*f(аr, Sr,!r*t7 Sз,уr)2 Рй\= Sz,lrrt. Шьt

oL= (lц+ f (аЧ, S",Ju, l Sз,!,, t), f ciLl = lt,,tlf г llз .

9ддsдД-1 Пусть 01 *0, ,!r=Juэt Vt + YL ]'оt,да .о"" ,,. ветвеп, по-

строенных в случас 2, ло заверlrения сбх<;да ВлокаQt111| 7) ветвится еце раз.

При этом ос)rutествляегся обход Влока ()g rfg l 3)=(Дзr,ll23) Проволим три

ветви до след)rющих точек:

l'= (Strлз, Sr,lnr*r,Sr,yr), 1tE'l = Sz,Jurtt - tLb l
-а" 

= (tl' * р td\, ýr,/, , Sз,!,' ), рtd,9 = Sз,Ч,, t- фэ ,

i,3 = (S,,)r+t, S2,7, , Sз,l), f dl) = S,,^r*t- Шt

Вслп !Ч#/Uэ n Vt = lъ, то осJrществляем обход блоков 9rr'')r, t) " 
(ll,r|)z,

2)=(11,11,11). Опрелеляем ветви до точек d,lr 6L=(&,цrSzs, Sзrуr*) n d,3.

9щsФ_д пУстъ Crf 0, lt=/Uэl |t= lz, Требуется обоtти все три

uno:2,W,,l,t| !),(tr",t,, i) "(ll,Jцtr.3). пювопим ветви до точек Е' ,g"
ч о,'

Другие сrтучаи, когда ltl LtЪ{f l, fz, fr} =.Pf Л, t=41rаналогичны.
Воэмоltсlо, что при условии So-,L< ше1 SarL*t блок вида BQrirarp)

необходимо обоlти двумя раэличными способами, По праЕилам ветвления обход,

соответствующиП первоначшьном)t вNпопнению on.puun" j работы 73, завещlа-

ется в ,оr". [ с координата"rп аd= SerL, Фр = S"prjrу, Ql При отом

.Р@, d) = еF- а1. Т акае ветвь не lвляgгся допустимоП, поскольку Иоa )
)Qd= ýаr[. На самом деле ветвление произоRдет до того, ках булет достtгну-

та Totlкa fr. . Каlшыl пJaть. ведуtциП в эту точку, булет вегвиться прlл €го п€-

ресечеяии с плоскостьюtiIr", = Scri}. НовыП участок, проведенныП в этоl
плоскости, проfiдет через точки -а 

" i' с координата.м" U:.= SerLtuj=ui,
lC

|tr't = Ur Получаем, что t(аr(дому п)rти иэ а ь l) отвечает единственншП путь

". б " fi' , npn"", Tol же длины. Таххе спрвепrrиво.,10tt7'rd,)=1l{ilrd,)=арЦ.

это позволgет не рассматриватъ ltarkrцoe ветвление отдельно, а испольэовать од-

но фиктивноеt что и сделано в описанньrх правипах. Если оптимаrъншl пlrть, наП-

денныП в реэультате работы алгоритма, буает содерrсать недопустЬм}rю ветвь

мех(оу точкв-пй "-а,,о fr, необколимо заNrенить л"ГL'.

t

2
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В каqестве уэловых рассмотрим t(онечные точки возмохоlых ветвеi, Иэ пра-

вил Вgьпения следует, irго тахие тоrrхи принадле'|(дт мнох(еству

э
R= U

|=

| - ребро Оло"а(igrj уrt) Прп d<JO n*e",

i l r"- ýcl L2+t l L.р = S|,je t 0< Lt а St},
il rn= ýcl Le, Хр= S.p,jr, t t 0 а LT'ýr}.

Кроме того, необходимо, чтобы мноr(ество уз.'rовыi точек было возмоrкно мень-

lлиlчr, так как от его моrцности эависит трlrдоемкость мгоритма. Лучшlиf, резуrь-
тат удалось пол)Flитъ в сл)rчае, когда длительности сперачиi Tot(n= lr2rrЗ ;

L= !r2,r,,, rХп) - ц€лN€ числа. Тогда узповыми являются все целочисленнше

ы#i ,f[,r 
lt= !,1,,31С= l,L,",lL6,|=1,2,a так,ке точки (0,О,0) 

"

ý 5. Описание апгоритма для сrtучая трех работ

ý

а
l е=1 i,r|,r,

г R|,,де

R'r,, = {

R!'r= {

Этап 1. Предварительные вычислениl.

Рассмотрим работы oL ",Р и блоки Gе, jer|, e=b2r.,,rLl. Спрое-

цируем какдую узловlпо точку на плоскость{ilХt=0}. Поr.у""""." совокуп-

ность точек является объединением дврс следуюцих мноrкеств:

{@п,Ц)!rа.{ýr,, , Sn,r,...,Sn,rn, ýn}, rэ c{o,t,,.., S.p!|,

{Gn, r)| xne.LOtt,...,ýnI, rpe{$p,l, $p,bt..., Sp,tn, SP}}

Для кая<дого из этих множеств и двумерньlr( блоков (Le, j) , L= |lL,r.,,rLt,
реIдиlч, эадачу Д. 3начения величин е(LarX.p) Bvaeм хранить в двумерны, ,ос-

"""^* Aln Д}р".r.рностей (Ъп+ Drфпi.О п{Z|*7)Х($*+9 .. .ст_

венно. при "ri- Д'а(L,r)= е(Sе,tIr)rДF(L,L)=е@rSji.решая еще че-

тыре_анаrrогичнше эадачи, опредеrrим эначеняя елементов массивов ЛlrЛi rЛ|
" Ai , Оценим трудоемкость решени9 первоП иэ щести эадач. Копичествс, точек

в данном случае ро"о fi= (rа*D,6э+ !), а количество блоков _ L= Lу До_

вольно просто покаэать, что элементш мноr(есгва {z=r*-тдIс*е{S* 1rSпrЪ,,,,
... r Sn,"n, SnL rrе {о, t,,,, rSll] могут быть )tпорядоченш по неубыванию

за (Zn+ t).(Sb+ t) операчлri. Следсвательно, для вычислеяия элементов мас-

"n 
, Д'у .peoir"" 0(Qs t),(.Sp* 1)' Lg hg2L { t(Ld.+ l)$p- 11 hgr.L ) операчиI .

Так вак Lt'ап'Lр<(ъ*+ il'6p+ t) , то выписанное вырахение моr(но упро_

стить и будем иметь 0(r"Sэ. hgzЪ) Такимrобраэомl трудоемкость реа_

лизации первого этапа алгоритма не превосtодит l\Е(Ъ"$tLэýJ hgrb)
операцип. 

lЗ| 
J' !
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Этап 2. Нуrиерачия уэJrовшх точек и верлин сетеього грфа.

Ушовlпо ,о*у Й, принадлеr(дцrуrо ребру Rlrq, булем опрелелять четырьмя

параметрами, (Т, е, f t L), "rc t е {t, L, 3Т, eZ!, zr,,,, L тl t |, е{!, L|
re{lr(l,, .rSy} . B."n ?= t , то коорлинаты точки раъны Ц"= Sa,i"2+l t
|I.p = SnrirtUf=*. В прmивном слJцбg&а= Sa, LerLp.= S|rir*rrШ|= fr

3десь и вcrоry d < f , Л,ля храненш номеров узловшх точек сфрмииrем три мас_

сва fly(Y = lrlr1) размерносте, L{ 2 r(ST+ t), по,tагаt Юу G, 9lL) =
t-t

= ё|, Lr,(Sr,* t)t 2(ý l* t)G- D n (Sln О (g - l) t r+ t

В стропшемсl сетевом граф точхе с параметра.м"(lrеr?rL) поqгавим в со_

отъетстэие верrtину с номером Ut= Qt(€r?rL), а точкам с координатами
3

(о, о,о) n (ýr, ýl,, ýз) - верщины с номероми о ч ?I = Z ZL-ýr+1)*1
fэl

Этап 3, Формированис списка луг сетевого граф.

Рассмoтрим lвJIовую ,о.r*l Ф=(lhrltцаз) с параметра-п (lrеr 9rП)
прийенrя правила ветмения, построим ветви, выходящие иэ этоп точt(и, Испоlrъ_

эуемые при построении величины Ct,Cz n lз прп"пrают след}rющие эначения:

en= Дf,Qе, tц,r), а1= Д!{ir- t,9,, r),ау=,q!Gr' 6,9, Sp,.1r* йg), где

6*f t, если ( L ?, " t*9= 9 _ в противном случае. Пустьfl6(аl|rХ)=?i
Еслчй=(0,,Оr0) , то еу-Дi|rФ, l=lr2r3 ч ur=0. Определим номерако_

нечных ветъеl. Для рассмотреннЫх в правплах ветвления случаев имеем:

d| * аЦ= Ю/Ц,!,tлl+fd.Ч), Е'* {r'= Ю,(еt,7, St,)rg),

ff * uI2 = 9 1(a 1, 2, tt 

"t 
l ta?)), B 

L* ut/ = fl , (е, 2,,ý l,,t з ) .

Точка ZJ имеет номер Zy'з, н""ып лuВо fl{аg/r!g,У1),лLлбоfu/е2rtrSrr"а)
КаждоП ветDи поставим в соотвgгствие дугу грфа, вшхолящ)rю из верчlины ?У

Например, в четвергом из рассмотренншх сrтучаев вводlтс9 три дуги Qrtrari)
(й, Ud) ч (й, tl\), а в пеFом _ одна (WrШ. дуге (1!t ЦIl) прпппuем вес

Р(а, UIl), раъныП дrlllне соотвgгствующеl ветви.

При составлении списка д)г сетевого графа описанные построения выполня-

ем последовательно для кахдоl уэловоП точки, эа искJrючением (fu, ýъ, Sg)

Запомним адре. l й(UJ=Ortr.,,rW't)rначиназ с которого эаписаны дуги, вц_

tодrщие иэ ьершины И/.
необходимо покаэать, что имеет место вэаимнфдноalначное соотвегствие

меrкду fl n *n"o*."r"oM пlrтеl в графе из верrлинш О в вершину }У . Р"""rо.р",
произвоrьно Ле 3. Пувь il,О= 0, fu'rЩ, ,,r&''', ГСО = S _ последователь_

ность уэловьrх, точек, лех(ащrtх на этом путtл. Точrc ilК (К=,lrLr,,,/L)отвечают

номера {rr, tr|r,,. rlХ;к(1 < ф з6). прпr", do= dъ= lrl,tIro= Q ч l!rъ= W . из
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правил формирования списка пуг граф следует, что участку путч П| эаключенно-

му мекду точками й' n ГL**', К -- Ol |, .., l fu-l, ставятся в соответствие

ро."о dд куг, (1лrlК,йr),(u/r!,ffr),, .r(а!^rfrа), 
"о" ifrrЙ",,,.,Йа" -

элементы мноrкества Ui-', {r!*', . , , , {iii r, Совокупность верцин

|ri} T=Oi|;, :ii' " ,*".""ншr, дуг образуют подграф. Легко показать, что

в этом полграфе суцrестЕует единственныi п)mь иэ О в ly', которыR и соответст-

вует п)гти J[ . В обратную сторону доказательсгво очевидноl так как кажлоl вер-

шине граф отвечает только одна )rэловая точка.

этап .а, Выделение максимаrlьного попграф с единственноп начапьнол вер-

rлиноi ?У= о,

Кажаому li= Оr! ,.,. ,W поставим в соотвgгствие величи}rу 1rC{Ort|
Булем полагur" tr= l , е.ли установлено с)пцествование пуги мекду верщинаlJп

О п \i. Пусть F _ не"оторое.множество верrцин. Первоначаrъ"о F={O},lo=l,
Jw= t n tч= 0, il= lrLr..,rW-t Опиrлем один шаг процедуры выделения

верlлин требуемого подграфа. Выбираем про.|эвольно U е F и рассматривае\l

все дуги ьпм (IlfrUIl) Их расположение в списке эадаетс, адресом Lц.Еслп

!ч'=0, то вкlпочаем вершину Ur| 
"о 

мноr(есгво Р и полагае.м tu,= 1 Вер-

lцulry'li из мноrкеств" Р n"-lo"aeM и переходим к Фrедующему щагу. Работа

процедур. эавершаетсяt как только F = Р
Теперь исхrtючим иэ списка все дуги (U| U') , для Ko.opьtx trt= 0

Оставшиlся список уплотниl,{ и вычислим новые эначения алресов .I 2;.
Этап 5. Поиск кратчаfiщего пJrти меrклу верлинами О и I4l.
Для хахдоl верлины ?У наlдем чисJIо входяlциt в Нее Nг PuI . Чегез 

f,иr
булем обоэначать длину кратчаfiщего иэ построенных пJrтей меIцу Еерлинами О

п?tI , а чер"" f,r.- предпоследнюю верлину этого пlrги. Пусть б - некоторое

мноrкесгво верц!ин. Первоначаль"о G={0l, !о= О ч 

'ч=ф 

для всех Uf 0
Опиrлем один цrаг лроцед}rрш поиска необходимого пуги. Выбирем про}rзF, ,ьнЬ

Uе G. Начиная с адреса ,xry, просматриваем все дуги ьпл" (U!rU!" вы-

полнении неравенства ! ч * 
_Р 

(а, U l) < t w t полагаем 3а' = 9 ur.P(a,'lý' ), t rt= Ф,

Уменьшаем на единицу значение Рш' ,Еслп Prt стало равнNм нуJlю, товклю-

чаем вершину 1,L|l ьо rvrнorкecтBo @. B"prn"y 1f иэ множе.."" d исключаеNr и

переIодим к следующему цtбгу. Работа процедурl завершается, когда Pw= 0
полученное значение tw "ло"., длику кратчаlшего пути. Верчrины этого пути

определяем с помощью рекуррентного соогношенuя Llrц=tuкll К=!r2r,,,, гпе

Uо= W,

Jlля преппоlкенного алгоритма опредепим верfiние оценки'тryдоемкости Т и

необходимого объема памяти |-| . Т"" как из каrrсДо* уэловоfi тоjlt(и выходит не

более трех ветъеfi, то общее число дуг графа ве превосходит В2Ь16у*1)*3
l=1

Трудоемкость реализации последних трех этапов алгоритма линеf,но зависит

i

a

от
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(

числа дуг граф и, следомтельно, равна 0(z Ll s) Тогда
3 l=l

Поступила в ред._иэд.отдел

22 марта 1982 г.

Литерат}rрal

I. ЕапЛбтаТО U.U. 1 !шhачваIt Gt д Geoцetrtc lоdеl arrd Grарhl_
оа1 ЛtоritЬ fог в ýсqчсцаlш РrоЬlеп. - Operatlon Rваеаrсh' 196]l
11, lT 6, р. 889-9О0.

2. Глеdов Ц.Ш. Д.шорпtш состав[ещя ollтlDaaJlbEoвo IвсшсапIя Nlя
Dут Dsбоl. - В rg.: Уцвв!я€шце сlс!€lц, tЬюсвdцlск, 1968, Еп, I,
с. I4-a0.

3. I(oEofi Р.В., tелсвелл В.Д., tfrллер .lt.B. Теоря Dsсшсаfr.
li.: Еа5rtв, 1975. - 360 с.

4. AIo А., Iоrвlюфл !д., Ушrвя Дr. Посrроеlпе Е аtй;пЕ Ешпе,ш-

те[ьшtц алюtЕтtоЕ. - ll.: lEp, 1979. - 4Р с.

n'- 
#r("" S, * xtr 

'r 
rruo 

L t, Lf л t т

П- Е ýrLr .

l=t
l,|

Величина L7 п"""" Arrn*' 
Кjm, Гае Кпrъ- кратность ИСПоJIЬзоВбНИя М6_

lдины ?lL при вцполнении работш /L. Упростиl"t вид выписанных выраr(ениl. Пусть
3

z = mа L {Lt, Lz, NэI, L= mа 4L t, L 9,L 9|, ý = Д ý у. то"о" Т- ý(? hg 
"L+ 

О

" Пп ýL. в*" для HeKo.opon констаfiтъ! (, выполнено Кпm3 Cl L=lrzr3,
?tL= !rзr,..,М,то Т-ý с M(ИgLcL мr с)*\Мhg"П " П -S|!.
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