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АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОПТИМАJlЬНОГО ВЫБОРА

llинАмичЕского рядА издЕлиЙ
В.Л.Береснев, Г.И.Ибрагимов, Ю.АДочетов

Модеrпr оптимального выбора динамических рядов изделий огличаtотся от мо_

делеft, paccмoтpeнHbrx . [r, Z] l тем, что описывают сптуаrrию многократного пе-

ресмотра состава системы иэделхй (состава группы однородноfi проаукчии), пре
исходяшего под влиянием иэменения с течением времени раэличных техникфэкф

номических фкторов, свяэанных с данной спстемой изделиR (группоП однородноl

пролукчии).

в работе приводится математическая модель оптllмtlз{цlии выбор динампче_

ского ряда, аналогичная рассмотренноЛ в [З], п предлагбется aJTopxTM решенпя

этой задачи. В основе алгоритма лежит вычислительная схема тtlпа ветвеfi и гра-
ниц. Опrrсание алгоритма ведется применительно к некогорой задаче, к кФороfi

сводптся исследуемая модеrъ и которая названа обобцrенноf, задачей. Прешlага_

емый аrгоритм оптимиэачии выбора динамического рf,дд иэделиЛ реалхзован в Bll_

де програь{мы для ЭВМ БЭСМ_6. Прrвопятся некоторые покаэатели каyества 9гФ
го алгоритма, обобшаюlлие нак_опленный ошт работы с ним.

ý 1. Математическая модель оптимизации выбора

динамического ряда издеJrхй

1. СоперlкатеJъная rфрмулирвка задачи оптимаJlьного выбора динамшческого

ряда изделий выглядllт следуюtцим обраэом.

Пусть на фиксированном отреэке временп, для которого рассматриваетсi воп_

рос о выборе (пересмотре) состава исследуемой сисгемы иэделшfi. фшtсироаrrы

моменты времени, называемые _щщIЕ9щ. Считаем, что в зги моменты прФ

изводится проверка дееслособностш сшсте}6l.

Преллоrrоlкям, что известен пер€чеь обраэчm иэдешRr которые в прrоlципе

могут быть испоJrьэоваfiы для формированпя спстемы на рассматршваемом отрезке

времени. Этoт список моrкgг вкrоочать в себя обрзчы как существ}rюцлlх изделlrй,

так и перспективньlх (подготовлеrпцх rrли,намеченных к проllэводств},).Такоiпе-

речень обраэчов назовем !дýiц9дцдц_Ецд9ц иэделиfi.

Препполоr<лм также, что дrrя всякого контрольного момента эадан пэречеtъ

вилов работ (с указанием коJrичества единичлых работ каlклого вlда), выпоrцецrrе

которьв доJDюlо быть обеспечено исслеryемоf, системоfi издеJrшП. Этот перэчеrъ
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назовеNi об.пастыо при:rленения изде.'lий в данный контоольный ttoMeHT. Объедине-

tlие Taкllx обlластей по BceNt KoнTpo.,lbнb&, N{oNleHTaM будем называть областью

!!рдщщцц8 нэделий на всеN, отреэке вреN{ени.

Рядом издслий в данный контрольныii MoN|e}rT назовем некогорую совокуп-

ность обрэчов изделий из llсходного ряда, предrазначенных для выполнения ра_

бот обпасти примеяения этого контроJlьного Mol.letrтa, а ддщщ!цlщдщ_рЕ.щц
последовательность рядов иэделий llo всеN{ контрольным моментам. Динамический

ряд пэде.пий булем считать щ!!ущ,!&!д!| ссли си(jтема изделий соответствуюцего

количественного состава споссбна обеспечить вылолнение всех работ области при-

менения каждого контрольного MoN.teHTa. При этом преIшолагается, что известен

критерий выполления рбот каждого вl|да из областlt приNrенения.

Счмь{аоныlчtи эатпатами| связанныN,lи с динаN!}tческttм рядом, считаем cyNrNfy

здтрат lla всех этапах жизненного цикла изделий, формируючrих систему.

Задача оптttмального выбора линаtltического ряда иэдепий состоит в отыскё_

ниtt такого BapltaнTa доггустимого дl,trrамичесkого ряда изделиil и соответствуюце-

го ко.пичественного состава систеN{ы лtздеJчtй и такого назначения испоrlяителей

работ ка>iдого вида областli прttl.rенения, чтобы суммарные затраты были мини_

Nlд,пьныN{ll.

2. 3aHyr.lepyeNr контрольные моменты рассматриваеtiiого отрезка вре!ý.tени чи_

слаr\tи 7, L, ., . rТ . Интервал вреttени до f, -го контроJlьного l,{oMeHTa

наэовем f -м проr,лежутком, а между t - 1-" и t -м KoBTpoJrr'Hblми мо-

ментами - t -, промежутком.

Множестзом номеров I = Иr.,., П} зададим исходный ряд иэдеJIий,

а множеством номеров Ift) - область их применения в t -й, контрольный

MoNreHT. Считаем, что lчtножества rft), t= 1,,,,rТ , попарно не п€_

ресекак)тся и, следовательно, множес,гво J = lJ rft) = t1,, ,.,,п} эадает

область применения издслllй на BceNt отреэке вреиени. Для j ' I обозначим

через t, (j) Taкoli номер t , ",о je IН .

Этапы оазмботкlr. прсrизводства lt экспrrчатации изделий в предлагаемой мо_

дели представляются через соответствующие затраты. llля L е I считаем

иэвестными величину Ci > 0 , рФную затрата}.l на разработку издеJIия L -
го образча, и величину ёi , рФЕую эатратам на производство одного иэделия

этото образча. Для L С I, L = 1 r,,, rТ считаем иэвестной величину
л,|r'Lt , равrrук) затратаitt на экспJryаl,ацию омого изделия (, _го образча на

f _r, npor"*yTKe. При этоN.t предполагаеNt, что на f, _, npor.rayтKe экспJtуати-

руются только те иэделия, которые лrспоJьзуются для выпоJIнения работ области

примененпя t -"о *о"aрольного MoNleHTa.

Относитеrьно этапа использования примем следуюшее предположение. Счита-
ем, что едlниtlндя работа ках(дого видб вы1,1о1,1няется нарядом изделий одного об-

разча. В соответствии с этим для i е r . j u Т считаем иэвестными

?
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веJlичину Pti > 0 l равную количеству иэдеJrий

для выполнения работ J -"о вида. и ве.lичину С

ходиlltым при этом затtrlатам.

Введел.r пере\tенные ri е|О,1} , i е I

Г=J

xie|o,t},

Itj ,

i"eI;

LeI, T=!l,..)T,

С -го сlбразча, потребных

>0 ,равкую необ_

(1)

(2)

(3)

(-l )

(5)

(6)

6

ч

i

, определяющие образчы,

которыё формируrот динамический рял излелий, и переменные Iij>0, LeI
jrJ , эадающие ,tсполнителей работ области приNlенения. Величlлна I;

приниNrает эначение I, если изделие | _го обраэча входит в ряд хотя бы в один

контрольныil момент, lt О - в противноN| случае. Величина 
| tj равняется дф

ле единичных работ j -"о видаr выполняемых изделияtltи ! -го образча. Вве-

де.'l, KpoNle того, переNlеняые tLT > 0, i е I, Т = f l,., lT, и пере-

Nlенные it"r0, LCI, t-= |r.,,rТ ,эадаюцlие соответственно

сrбъемы производства и,зделий и количественный состав систеN!ы изделий. Величи-

rla trLr равняется объему производства изделий i -го обрзча на .r' -r,
промежутке, а величинil 1[ст - требуемоNlJ* количеству йзделиii :;того обраэ-

ца в f, -il контрольнt.lЁl NloI,IeHT.

Задача ОПтиtttальн(lго выбора диflаNlического ряда изделиit эаписывается сл€-

дуюlllиlчi образоtt:

Г [rx;l @;,,) IIi7lJ :
т

a

= ё |ri ",, 
- |,lri tILc * с!, ii,} -ё clj x,j} --

+ ffLLtL ;Фj (Ii) 0rцi)

д
lcI

Ltj=t, jrI;

rt>Lч, jеr, LeI;

On = 

rЭо,Ру 
rii, LeI, т = 1l,,,,T )

ltп < z llft_, ieIt T=ll
т

т

[tt 2 0, (7)
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EcrM tril tЙi) hti) _ оптимальное решение дднной зада_

чп, то соответствуюtциЙ дпнамический ряд иэдеrмЙ представляет собоЙ последФ-

вательность

{i._r l iir, 0} , li€ Illl:L 2 0},... ,lL, Ц t,i , о} .

ý 2. Вьпислительная схема тила ветвеfi и границ

1. В настояlлем параграфе предлагается общая вычислительная схема типа

ветвей п граfiиц с односторо|tцим веIвление', [rr 3r 4J, которая лех(ит в основе

построения аrrгоритма реllJения эадачll (1)-(7).
Описание вычислительной cxebst будем вести применитеrrьно к экстремальной

задаче общего вида:

t@) * rrL L.rL
х,

a

a

rеЮ.
считаем, что задано разбиение множества 9 на конечное число подмно_

жествr назьваемых баэисньмн. Далее будем рассматривать только такпе подмяо-

жества d, С Ю , которые явrlяются объединением некогорого числа баэисных

подмнох(еств. Если 9 _ конечное множество, то в качестве баэисных мог]rт

выстуttать од}lоэлементные подмножества. Пусть d С fu . Оптимаrьным рече-

нием задачи щ;19дцд9щщдэ9 fl.r' буоa,' назьlвать оптимальное реrшение исход_

ной задачи с допоJIяительным ограничением r С d
НдщсДJдддJýД назовем вещественкую фнкчию Н (d) , определенrrую на

мяох(ествах d<9 . такую, "r" H(d,) < f (П) при LC d .Щ-
ц!ецд9ц наэовем фнкчию В (il , определенную на небазисньlх множествах

d < Ю и ставяu{rю в сооIъегств"" ,"о*..*у d некоторое его собст-

венное подмножество d' . Функчией Щ наэовемфунк-

цию r @) , определенную на баэисных и HeкoтopbIx небаэисных множествах

d, С fl и ставяtцую в cooTBeTcTBn. r"o*""*, d некоторое решение

Х е d, , близкое по целевой фувкшии х оптпмаrьно}"fу решению задачи на

подмяожествa ф . В качестве выделенного рец!ения может выступбть1 в чост-

ности, и само это оптимальное решение.

2. Вычtlслитеrьная схема состоит иэ некогорого числа однотипньrх lцагов,

на каждом из которых рассматривается множеств" L Сfu не отброшrенньlх

к дднноlчfу цlагу решений, подмножество рецrеншП t' С t . проверяемых на

данном llJаге, и рекордное решевие lrО е0 , являющееся наиrтучlлим из про-

смотренньц к дднному lлагу реlцений. На пером rлаге t=t'= fu , а &О -
произвольный элемент лr"о*".r., 9 .

,



Выбор дlоtамrlческого ряда иэдеrмП

Шаг начинается с провер*п ,"о*a"a"a tr' , цель которой установить, можно

ли отбросить это подмножество. Множество считается !!щщ,щ,цдддl в одном из

лвух сrrучаев: либо Н r/t > l @О) , либо на L' определена функчия вы-
бора выделенного реrцения. При этом во втором сrryчае, ."n" J 1аО1 > !(пft')) ,

полагаем frО = П(t') ,
,l

Пусть t"olox<ecTBo t' проверено. Если L' L' = 9 , то аJIгоритм закал-
чиваетрабo.у.Если t..t'# Ф ,тополагае," !=trt, t'=BG)
и переходим к следуюtцему чrагу. Пусть -rо*a"a"о t' проверить не удается.
Тогда полагаем t' = В ft') п переходим к слеryюцеrfу шагу.

3. 3аметим, что алгоритм, работающий по описанной схеме, остаяавливается

через конечное чпсло lлагов. Это слеryет из того, что череэ конечное число lла-

гов множество неoтброшенвьш реlленпй становится объединением мечьU.lего числа

базисных подмножеств. Последtее вытекает из следующих фактов. Во-перых, на

какдом шаге лпбо mбрсьваем проверя€ýrое множество, либо перходlп,t к рас_
смотрению подмножества этого множества, являюцегося объединением rtiеньшего

числа баэисных подr"оtоiкеств. Bo_BTopbIx, базисное подмнол(ество после провер(и

всегда отбрасьвается.

3аметим далее, что если фнкчия выбора выделенного решения не дает, во-

фше говоря, оптимального решения на подмножествеr то алгоритl,r, работаючrий

по приведенной схеме, является приближенным. Точность поrDrчаеN{ого с его по-

молью решения определяется "точностью' фнкчии выбора выделенfiого решения.

Если эта функчия такова, ""о f (rrtD < (l+ С) !@Irtl) , где

t*(il _ оптимаJьное решавие на подмно,кестве t,ro l(rО)+(/+€) f (П*),

где L* - оптимаJlьное решение эадачи.

Действите,rьно, предположим протшвное, и пусть ttlol >(l+OJ@'
Тогла речlение !L* ", 

кбком-то lлаге аJIгоритма отброшено вместе с некоторым

подмножеством f,/ . Е.* множество I проверено по первому ЕJмзнаку, то

по,ryчаем tcr'l1 Нft' Д t@Ч , (t+t) iG.) , а еслll по второ-

Myt то ttlЧ < t@CtD 1U+ ilt@\t'D=Q+E)t(x*). в обоих с,ryчаях

вступаем в противоречие с принятым неравенством, что и показывает требуеN{ое.

Из.докаэанного следует, что если функчия выбора выделенного решения дает

оптимаJIьное решJение на подмножествеr то аJIгоритм является точныNt lt в резуль-

тате его работы получаем оптимальвое решение.

В любом случае для решения !r0 , поrrу"aнного с поltlощью алгорнт\tа, ра-

ботающего по пршведенной cxeмer имеет место апостериорная оценка точностll

1l

э

!|,.r") G (l+c) l@n) ,ГДе ъ-=
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ý З. Аrгоритм ветвей и грапиц для обобщенноfi эадачи

Рассмотрпrм эадачуt обобщаючrую форr.луrпrрованrц/ю эадачr оптимадьного вы-

бора лrоrамrческого рядд пэделиfi, и построим аJгоритм ее решения, прпняв эа

основу оппсанную в предыryщем парагрфе вычислитеrьЕую cxeьry.

Пусть заданы множества Д = lt, . . ., ф}, У = tlr,^..)fL}rподмноr(ест-
ва Дs. Д, S= 72.,.l S , и велпчины L\, S= |r.,,>S
Пусть, кроме того, эаданыфнщии Чt(!rr...l!)20, Le Д , где

01% з !, jaY .оr"ос"rЬнокаждоfiизфнкчиfiбулем СЧН-

тать, что:

а)

б)
V; Ф, .,,,0) = 0 i
Чi (!t1. .,!) ^ {i( y|,,.,l!b) > q(y,r !|,

a

в)

.., , !пr y)i
ctjrOrjrY -

некогорые веJIичины, не все раЕные }тулю.

Россмотрим слеryюц{ую задачу:

Ф [{r) (хф] =
ý

= е ciТ-t!д{t- п) - 
Дrd"Lll..,,xi)*aзi?,il; (s)

iД*tj = t, j.Y - (9)

Ii2Iii>0, LСД, jrY; (1о)

rie{O,t}, iсД. {11)

построим алгорштм рец!ения данноft з{lдачи. в котором перебор (ветвление)

ведется тоrько по перемеrцым Li , а значения остальных переменных оты-
скиваются с помоrцью более эфектtвной процедУры. J|ля этого конкретиэируем
элементы обшей вычислительной схемы ветвей и границ следуюlцим образом.

1. Подмножества оешений будем задавать с помощью чаqгичных решенип.
Части.оlым оешением (вектооом) наэовем булев,вектор (Lц , IL1,1 ',,, Lt?) '0 a 9 4 d- l гд€_ (it, Ll, .r Lr) - ynopoio*.""", выбо!ка
элементоВ лrло*a"о" Д , а пDодолжением этогО частиtlного вектора - ВсЯко€

т:":" (r|) @'i1) эалачи (a)-(rr) такое, что tli, - rio t

L - t, ,,. t | . Множество продолжениfi частичного p.r"r"il;E; ,r,tiLао)

l

l
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обозначим

множество 2 rlg)

t 0fas =
с s

t( (LLt l rLg ) . Базисными подмножествами речrениfi

1Е (I, l . . ,, Ia) Понятно, что всяхое
,

булем считатъ множества вида

Л(пLt,.
", хе)

есть объедrrнение базисных множеств

таких, что ПLc пLL
частпчного реuJения 1ILt
I,={LeДlrt=t} ,, i,!r:!rl , 

","= 
t ,

ti(\,

>Z с
sc 51

где

С= 7l

={Lt,
/r Л,

,t? Для

..;2 L9}_ ,

дЬ= д\ Ао.

L
д

д'=
2. Ниlоrяя гранпrа. Построим фнщию Н (ай t , , , , Ltt) такую,

что

H(LLt,,,,,LL?) < ф[tф@r|J ,

где ЦrQ Qф_ _ решение иэ множеств",Тс.(?ц,.. ,)IL.)r0-191oL.
пусть !, =|s'1 А, п Д5 # Ф}, 5'={s|s l 5r1' .

Для любого реrцения (r) (ri| из множеств, Л({iti 1ILon)
можем, очевидtlо, написать

Ч[tr;l @t|] >

' ,Zur'i 
- ё, С! (t - 

,Л,пп,,Q, 
rtD -ri:t, ctj rij >

'; 
*rа, 

,Цfitr=,/i, 
nr} 

i!t:|"r=, 
С LJ,

0
, если

, если

L е Д5
L ( д,

Последlее выражение есть целевая фнкчия задачи выбора оптимального набор

строк парr матриц (сr. fi, З, +J), и, стало быть, фнщи" H(:Lttr.,.rLL?)
может быть опрелелена следуюшrим образом

a

Н (rr, t . . ., rir) = 
r?r,С0, 

+ УШ) ,

где W = Qnii) Ge Д: , j GY ) - оценочная матрица (сr. fз, a.t)

для пары,".р^" (F,C), F =(tilQ< Д:, scJ'): С = (Ci.j)

(LC Д'о, je Y) . Cpeлrr оценочньtх матриц выделяются тупиковые мат-

рицы, которые и используются прп вычислении нижяей гранrцы. Положпм

tоw) = {Le rl IrE ,J,, =;&(alj - сф} ,

\(w) = {te A'olurj = п,,fr uIrll j rY .
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Оченочная матрица W называется дIщ, есrrи 1оМ) П 1!Ю = Р
при любом J е Y . Алгоритr,ш построения "хороlr.lих" тупиковьж матриц, даtо-

lцлх значение величины У 
(Ю , блиэкое к максимаJIьном)r, рассмотрены в

[.,.].
3. Выбоо выделенного оешения. опрепелим прежде всего фнкчию выбора ва

базисных подмнох(ествах. Для этого свяжем с подмножеством Л (Щ, ,.., Lа.)
следуюlцую задачу:

Z V, (rч ,. .. ,ILrъ) -+ m!\ ;
Lед 

u.--l ' Ъlv. 
@Ч)l

Z r,J=!, jrY;
iсл

rtj>o, Lсд, /€Y;
Ltj =о, L4A,, jry.

Очевилно' каждое решение шi @ф из множеств, ti (h r, . , l ха)
определяется соответствую*, p.r""n.i (r,rj) этоfi задачи.

Поскольку нетрудоемкиП алгоритм отыскания оптимаrьного решения сфорьry_

пированной задачи, по которому естественно было бы определять выделенный эле-

мент множества tC (r,t7,,,, Ха) l удается построить тоJIьков некогорьrх

частных сJryчаях функчий Ч; (tt r, , . ,!), то в обчrем сJтучае в качестве

такого рецJения примем решение, которое получается посредством алгоритма, пред_

ставляюцого собой комбинацию градиентного и биградиентного алгоритмов.

llycTb Т. Д . Матричу (rчl Ge Д, i е Y ) такуюl что

Zr
Lед , juY;

LсД, /cY;
LёП, jry,

a

L

<t
ч

trц>0,

Iij = 0,
Назовем матричей частичнцх наэначений мяох(ества

назначений Ntножества d такую, что

rL LLi=7, icY,
LеД 

-J I \,

будом Hai'tnвaTb r..lатрицей яазначений мrtожествs .[
Пусть аля всякого i е Y фик<:ирована целая положительная

,,
. При эаааяной матрице частичных назначений для всякого L €

Е Матричу частичных

величина

дJ
полоr(им

д
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a

AVij = Yi(Л ht...,rtj-t l frLj +
l
Tj, rijrlt...,Лiп)-

-9i(*u,..,lTLъ)l

дчij = ЧL(rtt 7 
, . , l Lу- t , Iij - fr , 

'r1*, 
| . , ,) rьп,) -

-Чi@u ) ..,) rп).
Преллагаемый алгоритм поrryчения решения рассматриваемой эадачл состоит

пз двух этапов: постро€ния начаrьноfi матрицы наэначений множества Д 1 и ее

уrryчшения.

торьц имеется матрпца

пеFому lцагу имеем r
;скании элементов LoC

Далее попагаем

которых имеется матршIа

ит в отыскаllии элементов

таких, что

ем задачи (8)-(11) на подмхожестве

(rbi) частичных наэначениR множесIва Л, . К

ii ! о, Le Aп j 'Y . Шаг состоит в огьt_

"Дr, jo cUrrl!^"rj < tI такшхr что

Перый этап вкJIючает в себя Е Д
jeY

; шаговr к начаrту кФкдого из ко_

и переходим к слеryющеь{у lлагу.

чцсло lлагов, к началу каждого из

наэrrачениfi мноr(ества

дЧ!,,jп = -|о п,Lп lч|

Второй эт€ш вкJlючает в себя

Ibojo = ILpjo д_|. Дjо
конечное

@t;)
LoC'A , , jocY, Koe{L< I.,

А, . Шаг состо-

lrчоrО}

дg!,i,+ дyi,jо *io -rrо *r** Iдчi + дvii} .

Если д4.i,jr+ Ag'oi, < 0, то полагаем trLojo= Ilojrr +,

q

LKojo = fuKojo - t
Ajo и переходим к следуюtдеNФl lшагу. В противном cJTy-

чае алгоритм эаканttивает работу.

3. Поскоrьку выбор выделенного решения в проверяемом подмножестве пре_

дотвращает его дальнейшее ветвление, то укажем на способ огыскания выделен-

rФц решениfi в Heкoтopbrx подмножествах tE (Пi, , ,,,, rьil , отличных

от базисных. Сфорьrушруем достточное усл(Еие того, что оптимальньм решени-

П (I'ц, ,ILg),
решенпе

,

(r1) (Iti ) такое, что xi=0 , ecJlll L е д
является
l
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ва { b'l . Пусть (

@|t
itjl _ матрица частичньц назначений rý.tнoжecтBa

Пусть

такая, что

Положим

L'e Д' , j) - матрица частичньж назначений множест-

д,

Е
Lед

zх,
l *rj, J€y.ч Lсд

z.
с

lAr\

t

yt

;;-';i;
на:]начений

Ir )J д..-Дt Ч;(iir,,. ,irо) - Vl (п'у, , ,. ., tr'L 'tl,"tj
)

Л е м м а 1. (Критерий оптиNrаJтьности.) Если при любом L'C Д' для

всякоfл }t атр}tцы ( r't i ) частичньж назначений N{ножества t L' I найдется

соответствук|r"" nn..p'"uu (ri1 ) частичнь.х наэlrачений Nl'ox(ec'Ba Д1 ,

при которой
о

)J[@tlV Е
t'lte Д 5

,
s€

то суlцсствует оптимальное решение tril (Йi) 
".л""и 

(8)-(1l ) на пол-

\tножестве 1С (rt, , ...) Лtl) ""*о"j"rо LT = О при Le Д'
Д ок а эа т е л ь с тв о. Рассь.rотрим некотороерешение (l) (rtj)

из rvt.oжec'Bu Л (t,i, l ) Lсо) и предположим, что n*o*..""o !j =

= { i a Д'l rt = 1I непусто. ' по"rооп, новое решен"" ЦirS{ltr) ' ,

эанулив компоненты L; L е А', , исходного решения, и покажем, что

разность эначений целевой функчии ф на построенном и исходtrом решсниях не-

положительна. Отсюда и булет следовать утэерждение леммы.

(r'ij (i'))Д.пя каждого L'c Д',, РаССМОТРИlчt NtаТРИЦУ НаЭНаЧеНИЙ

LiT , порожденную матричей назначений (r,j) , т.е. такую,

(L') = LL'i
(iцtLj)'

,/€Y 1 и соответствуюUIуlо матрицу частичных
тпt , ооладаючýrю указанньIм в условиимножества

.IеrчtNrы своЙством. Положльr

и исходном NtожеNi написать

iL t
Х; LёА', )

Le Д'r;0

, если

, если

irj = "rj 
*t|дl O,,(i') - r'ij 0'l)

l|ля разности значений фу"*цп" ф на построенном рецJении tiS бц)
Ф;) (r;i)

a

ф[tii) GфJ- Ф[tr;l Gt|J =

L
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Z,
Le Д,

Чr(ifu, , ii) - t\,un,Qi(ri,,, " , rLп) ,

Z
5'1дrп д',* р ,ё,',@L, 

*ia,iLtG), ",, LLot0сs
sC

+ z
lед

(r

, -rrоti')) - Z_ Ч; (пi, ,
I LeДl

, , ruъ)

{ д
ig Дt

Чt(ЕtrtL'),, . ., i;oti'S) -<Z
i, е д',

о
sсz

Se t'li'c дs
-ч lr,rtL1,

,, r'r,n{L')) - lдs \ /-" lt I ro

лемма доказана.

Препставим поJIученное достаточное условие оптимальности в форме,

улобной для построения алгоритмов проверки его выполнения. Пусть

более

V,,*, = mаI' (t!.l)

- Ч;, (r

m LrL
(it1) {

Z
ie П,

Ч;(itt, ,, ,, ito) -

I

i,t' ' |tr iъ)}
Понятно, что условпе леммы выполняется тогда и только тогда, когда

Z
, !'l L|с Д,

сi
1

ýс 17лЕтV:,

для всякого L'C Д' . aп.оо.ательно, схему проверки выполнения рассNlатри_

ваемого критерия оптимальности можно представить следуюlцим образом. Для вся-

кого L' С Al по"п"ооательно вычисляем величины Vj и rlроверяеN,

справедливость укаэанного неравенства. Если все неравенства выпоrlняются, то

оптttмальное реrцение с нужным свойством суrцествует, в противном случае, неиэ-

вестно, счществует оно пJlи нет.

К соrкалению, нетрудоемкиЛ аrгорптм вычислен,.я вешчпвы VL*' удается

построить тоJIько в rrекоторых частньrх сJIучаях Фнщиt Чi(tt, '',r!n)
в общем сJQ|trбg предлагается приближенный аlrгорнтм, аналоги.оlый рассмотрен-

Holtfy выше алгоритrчfу отысканпя выделенного реurения.
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дrгоритм состоит из двух gгапов: построения начаrъной матрицы частичных
назначеншй множества {L, } и соотвgгсгвующей матрицы частtfчньц наэшаче_

ttхл мнох(ества Д 1 И УrТУ!ШДеНИЯ МаТРllЦЫ ЧаСТt{ЧНЬU( НаЭНаЧеЕtfi МЦожё_

"."" ti'}
Перый этш вкrrючаег в себя Аj lлагов, к начал)r каждого из

таких, что

ГО ПеРеХОДИМ К СЛеДУЮЩеrчfУ lЦаГУ.

Второй этап включает в сбя конечное число lлагов, к начаrry каждого из нпх

дч!,j,- ovij, *?, *!о {ovii - oчiiI .

TiЦ;i i'"j:,: 
!;,r |,T,. д|,,"7. }'t'ou:{j'e это-

Zj.y
l

них известны текущая !чtатрица @ti) частичньtх наэначениR ,"о*"""r" Д,
и наиJцrчщая к дднноlчfу цlагу матриц ! Gi;) ".сrпоых назначенпfr множест-
ва Д| . к первому rшагlr имеем ii; ! it;= 0, L еl, , j aY_
Шаг состоит в огысканllи элементов jrёtj. У'rе, ioj. 1}, io е Д1

;:"TT";:ff" "j*j{,'."
таких, что

частпчных наэначений множеетва

jorY, L,e{LeД,l Li,
-Д, . Шаг сос-

> oJ L

дgi,jп- ьч]j,= *?" -|п{оqi - дчri}.

Если Д Ч|, j" - 
^ 

Чtj" > 0 r то полагаем i|.;r= iirjo #
и переходим к слеryющему шlагу. В противном сrryчае алгоритм эаканttивает ра-

боту.

4. :9дддццдлэдэдецц8. PaccMoTprrM частичцое решJение .(rь, , ,, , ,ILy)
l| свяжем с нимr кроме множества Т (LЦ |,,, | frLo,) , еще и множе-

сIъоr являющееся объедияением множе*" tГ(rir, ,,| , Itil ,и 
всех

множеств вида Л (rц r,, . l LLy_t, 0 ), "о. "оЙр |,'' 9
такоfi, что aLL, t . Предrолоlкrrм, что пеFое иэ этtlх множеств Фш-
ется множеством проверяемых рещениR, а второе - множеством неотброшrенных

решениfi. Резуrьтатом примененrrя фHKlrrrп вgгвпенпя ко второму юroltecTBy булем

считать подмножесtъо li (Xi,, ,.. , ILo.) , а к пеrвоrч0, - пqд-

множество ti (rit l., . , Ii., 1) , "oJ"o"r"p Lgtt е Дl опре-

деляется следrющrlм образом.

Пусть W - тупиковая матрица для соответствующей паrl матршr. Еспп

Io(W) П Д' + Р, , то в качестве L yt бере,тся таrой номер

L'е 7o(W) П Д| , для когорого чцсJrо эJtементов в мнох(еqIве
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t.ln Y IL'e 1,1М} наиб<;льrцее. Если

проверка выполнеtlия критерия оптимilльности заканчивается отрицательныr"t исхо-

1о(Шпд': Ф

L у t берется такой номер L'С Д|дом, ,го в качестве

рого ве.пичина

, ДЛЯ КОТО-

о

VL'

наибо.пьшая.

Локажелl теперь, что llри так определенной функчии ветвленl{я нб к6)a(дом lл8_

ге апгоритN,tа ветвей и границ N{ножество t несrтброчrенных решений и множе_

ство t проверяемых решений i\rожно зад€lвать некоторым частичным решением.

На лервоьr шаге таким частичным решением является, очевидяо, пустой ча_

стичный вектор (q= о) . Прелположимt что на некотором ,""a ,"о*aa""" f

"t'
исх{.)да

(xL,,.,
его удается

Itпу,11 -
!Е-, Ci

,Эl;ъ/, l7МГ

ЗаДаЮТСЯ ЧаСТИЧНЫ;t{ РеuJеНИеМ

проверки l.t'oжecT'a t' : либо

. , Iiy) . Возмоlюrы два

отбросить, и тогда функчия

ветвления применяется к множеству Ё' f' , .пибо нет, и тогда функчия вет_

вления применяется к множеству t' . Пr.r" иNlеет место первыfi сrtучаfi и пусть

q' 
" ? - наибольчJий Hoьtep такой, rrтo aLN' l . P.."roTpn, ч6_

стичяое рецtение (fri, , ,, ,2 Llor_r r 0) и эа},{етим, что оно задает, во_

первых, множество i i t' n, Ёо-Ъrор",*, ;!rяожество B(LXL') . Если но_

\repa qr' с указаннып{ свойстворt не существует, то, очевидlно, t = t' ч

а.tгоритм заканчивает работу. Пусть реализуется второй сJтучай. Рассмотрим тог-

да частичн()с решение (XLr., .,,l XL, l 1) , гле номер Lg*t опреде_

ляется {lункrrией нетвления, и заметим, что o.1o задает множсlство t и множе-

ство в (L') . Таким <rбрзсlм, в обоих сJryчаях на следующем шаге аJrгоритма

информация tl lчtножестве неотброшенных решений и tчlножество решений задается

некоторым част}tчныN,t решением.

ý 4. Сведение эадачи оптиNrального выбора

динамического ряда иэдеJlий к обобценной задаче

1. Покажем, что дJlя реuJения сфорьryлированной в ý 1 эадачи оптимаJlьного

выбора динамического ряда изделий может быть использован построевный в пре-

,ьlдуцем паlэаграфе аJIгоритм.

имеет место

l Л е Ni Ni а З.3адача (1)-(7) сводится к задаче (S)-(11).
l

Д о к а з а т е л ь с т в о. Раr:смотрям задачу (8)-(11) вида

фlСril (rtlil=,ёсiri*ёr, (xr,, ., ., хLп) * 
@trаh;

(12)
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Е ILj=t, jrI;
ier

(Jз)

(14)

(15)

(16)

X,i)Л,ii>0, [-.I, jrr;

л;е|о,l|, LcI,

Чi(rч,..,,LLw)=
где

то

п аrZt jelft) )
,В
(crj r с

ч
+Д i"tg) P,j ч

э-Ciln r
Jer

и построим по оптимаJlьному реrrtению данной эадачи оптимаJьное Fшенttе эадачи

(1)-(7). Для этого заметим прехпце всего, что есJIи (r;) @i,,)
@) (rii) (tl;x) рецrения соответственно эадач ( 12 )-( 15 )

(1)-(7) такие, что
т

Pti л

ёrurc= 
*t'iЭ,r,Рцlс1 , LeI,

Ф [trp (*,|] = Г[tФ @i.| hrdJ .

пусть ( Li) а,Ъ)
всякого LeI положим

'[Lt=,\,..Pi1 Й1 ,
Je лt)

,lILt: *шr {о,

- оптимаJьное решение задачи (12)-(15). Для

t-t
Z

je IG)
Pi,i ri.,

t=7
z tltt}, Т= 2,,..)Т

Очевидно, реlление задачи (1 )_(7 ), для кото-

рого справедливо равенство (16). Это решение Еляется и оптимаrьньм. Деfiст-
Gil @"ц) Фig)

витеJьно, рассмотрим оптпмаrьное речJение эа_

дачи (1)-(7) и заметим. что для него выпоJIняется равенство (t6), Следова-

тельноr можем написать

tiil tiii) бd

Г [tistiii)ttnr] = ф[Gt) tii|] >. Ф[tril @ijlJ =

= r Гtril (rijl ttirl] .

3аметим далее, что фнкчии Ч1 (!t r.,,, t n) р"ссмотренного

вида удовлетворяtот всем требуеr,шм свойствам (см. ý 3). ДеЛствитеrьно, первы9

дЕа свойства, очевидно, выпоJIняются, а третье имеет место в сиrту неравенства

,

u

u
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mqlФL>ZАrоr,t-t
где lt > 0 - произвоrьные веJIичвны такие, что Z lr' 1 . С уче_t-
том этого неравенства можем наппсать

Чi(!,,..,,.Тп) rl!r0*9 ci rii * С!; + clrE,Pi) У;

лемма доказана.

2. Поlrятrо, что значенпе ниlсrей границы эависllт от выбраяны* .a*"o rl;r,
Le I, t= tr,,.rT . Ясно такжеr что поскольку мы эаинтересовбны вис-

пользованпи "хорошей' ни).сlей границы, эначение которой близко к оптимаJrьному

значению целевоfi фнхrrии, то эти величпны дол)lсtы соогветствJrюшrлм образом вэ_

моllяться в эаввсимосги от проверяемого подмножества. Рассмmрим поэтоN,rу не-

кmорьй нетрудоемкнfi способ вычшсления матрrдrы (^Li G е I'o, t = 1r,.. rТ),
даrоrлеfi вешчхrу Н (rЦ , ,, ,,rriy) , бrпrзкую к максиrrлальrrой. 3десь

*о*."r"о r | опIЕдеrrяется по аналогии с множеством ДL .

В основе этого способа лежит процеryра пересчета при фиксировавном ча_

стllчлом решенrх (It, , ,, . t trLc,) L -О сгроки, io e.I'o
матрпцн (Ait) Qe I'o, t = 7r'.., rТ) . Пусть (F, С) - соответству-

ющая пара матриц. вычисJIеняая при данньrх величилах Д tt . Обозначим через

F' n С' сQотвgгсIвенноматрпцы F n С,r*оiоо"овычеркЕута L.-"
c.po*ar и пусть W'= @ij) - тупиковая матрица для пары (F', С')' .

Обоэначrrм череэ W матриlцa, получевкую в резуJIьтате припись]вАllпя к неfi

L9 -Я "rро*" 
с элементами Dt{да

uloi Iцj, cln Pt,j * c?,j * Сl,еrjl ,

В качестве новых мементов io -Я ".ро*и 
возьмем веJIичнны дt, t= 7r..,rТ,

при когорtх величпяа /U (D не сильно отклоняется от веJтшчины /t(W') .

Для отыскаяия т8ких велшчин рассмотрим эадачу

iFrЧi 
(\ril) -+ -rf*f ,

т
Zr^t= !;

Дt>0, t= |r..,rТ,

где

^yj(^) 
: lttLo {-!" *i ,Ur,j}

a
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Решать эту эадачу предлагается градиентным аJrгоритмом.

Пусть фиксирована цела1 положптельная величина Л . При заданном век-

торе (^t) для всякого j ' J положим

дчj = 91()rgl - *) - \0t0) .

Алгоритлr вклк]чает в себя Д шагов, к начаrry каждого из которых иNrе-

gгся вектор (}1) . К перому lлагу имеем Дt = 0, t = |r,,, )Т .

Шаг состоит в отыскании такого номера Lo , что

Д дY;=
jBIftJ J

mат, zt jc T(t)
луj

Далее полагаем ,l , -- ,l ,. + +.о- Аtо' Т и переходим к следующему шагу,

Описанную процедуw предUtагается испоJIьзовать для построения (пересчета)

матрицы (}it) (i е Ii , L = t,,. .rТ) на всех шагах алгоритмаре-

шения эадачи (1)-(7). На первом rшаге (при проверке всего множества решениil

задачи) матрица (l;+) (ie I rt= 7r,,,rТ) строится в резуJIьтатепо-

следовательного пересчета строк некоторой начаrьной матрицы с одинаковыми эле-

Nlантами, равнымrr 1 lT . На послелуюlцих lлагах !чtатрица пересчитьiвается, есJIи

N{ножество tE (rt., ,, ., XLlr) проверяемых решениf, на даяном шffе есть

резуJьтат ветвления мяожества проверяемых реlлений ва предыдуцем шаге. При

этом пересчхтьвается только С9-я строка.

3. Прlвеленная схема аrгоритма решения задаlш (1)-(7) реализована в ви-

де программы на языке АJГОЛ. Оценки памяти аJIгоритма и трудоемкости одного

цага алгоритма имеют вид p(lJl + lJl) " 0(lrllJl(lIl + lJl))
Накопленный к настоящеI\4у времени опыт пспоJtьзованlrя алгоритма для решения

практических задач и численные эксперименты с ним позвоJrяют дать некотоtую

хдраптеристику тем параметрам алгоритNl6, для которых не удается установить

нетривиаJlьных априоЁых оценок. Имеющаяся информачия свидетеJrьств)rет о том, что

число lцагов аJIгоритма не превыша€ут веJшчины 
'0 

lIl , а апостериоFtая оцен-

ка точности не выходит эа рамки 1О% ( е 1 0r1 ). Пр" этом для задач ср€д-

ней размерносrи (lIl = ЦO+ýOrlТl=50*100lТ=3:5) время счета на эвм
БЭСМ_6 составляет в среднем около 3О мрн. Наблюдаемое число lлагов, необхо_

ДИМОе ДЛЯ ПОJГJ-ЧеНИЯ ПОСЛеДНеГО РеКОРД}lОГО ЗНаЧеНИЯ, В СРеДНеМ СОСТаВЛЯеТ МеНее

2О % от обrлего числа шагов, а работа процедуры проверки выполнения критерия

оптимаJьности более чем в половине сrryчаев эакаllчивается поrlоllштель}tым исхо_

дом.

В целом можно сделать вывод о работоспособности преtшох(енного аrгорит-

Mg, воэмоr|(ности решать с его помоllью эадачи р€аJrьных размеров эа праr(тrче-

ски приемлемое время.

l

t

Поступила в ред.-иэд.отдел

4 марта 1984 г.
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