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к тЕории ltвумЕрных квАзилинЕЙных диФФЕрЕнциАльных
ИГР УБЕГАНИЯ

Н.Ю.Сатимов

1. Рассматривается эадача убегания (см. [r-З.t ) для кваэилшtейноfi диффе-

ренциальноfi игры

! = С! + t|l,t), (1)

гле ! е RL, f, - по.rо""ная матрица, tJ,- управляющий параметр преследова-

нuя" || _ управляюциR параметр убегания, uе Р. PPr_lIe Qa R9, Р "а - непустые компактные множества, .f ,Р' Q*fi2 непрерывная фнкчия,
терминаrьное множество М = {'r7ol, m е R L

В настояrлей рабmе для игры (1) поrryчено достаточное условие убегания,

которое не вытекает иэ известных реэуJьтатов (см,, наприм"р, [r,q-Э]). При_

веден илJrюстрирующий пример. В конце работы полученный реэультат пер€носит-

ся на один класс нелинеfiных лифференц}tаJlьных игр.

2, Введем некоторые обозначения, сфрмулируем предположения и основноfi

результат.

В (1) от переr"rенного f перейдем к переменному t по формуле !=1пm.
Поrryчим лифференчиальнук) игру

i=Cz"J(u,tI)+Ql , (2)

га" фl= Сm. Т.р.пнальным множеством для игры (2) булет начало координат

плоскости R2 ' М = {0l Преллолагается, что множество

R=Л tOl,Q)+Ф,
u,е Р

Пусть 4'! _ произ.ольная точка множе.."ч f, . Через

фнкчиtо t\l,,tI\ - а" Ясно, что

R,=u!rg(u,Фэ0,

Введем в рассмотрение лифференциальну}il игру

i=Cx+!(utID+a,
где Q = al+ оll, r.р-п"альное множество м = tOT

t@,t1

(3)

обоэначим

(4)

3

Р*rумеется, с точки

зрения задачи убегания игры (1) и (а) эквивалептны. Поэтому в дальнеПшем

иэучается лпчlь lTpa (4).
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Легко видеть, что в случае, когда ъ lal о = 0 , в игре ( 4 ) Воэlчtожно

убегание. Чтобы убелиться в этом, достаточно заN,tетить, что ес,.rи to * 0 п

какдое эначение t/(f,) параNlетра |/ выбиратЬ как наименЬЩ€€ В Л€КСИКОГР6-

фическом смысле ре]ленис уравнсния (см. [З] )

!@(il,tГ)=0t 1IeQ, (5)

где эначения U(D| 04t<ф t tlft) С Р t параметра |{ обраэукlт из-
меримук) Фнкцию, то траекториа Z = Lft), 01 t Z а, уравнения

i= Сr, 1(о) = Lо , (c;t

поrтученного из (-1 ) с учетоNl равенств g (ll(il | tI GD=Ota=0, нч при KaKoNt

значении.рr""п f, , 0<t <ОО, не {onuo"" в точку 0 GBo точка Р, оче-

видноl является точхоfi покоя уравнения (С;)).

С учетом скаэанного выше остается рассмотреть лиlль сл}rчай, когда в (i)

о+0. (7)

Пусть а1 , aL- компонентывектора а,Ч _векторскоlýtпонентами

-QrrО, g, g(tЪ,t)) - скаляЁое произведение векторов Ч " !@,1Г),

N = т:у T:tlQ, 9 0L,1I))l

Т eopeI\|a, Ес.пивыполнены условия (3), (7) и число N>0 , то в

игре (4) возl,.,ожно убегание.

Д о к а э а т е.п ь с тв о. Через Х= Qft), -ф<t < О2 обоз-

начиN{ решение уравнения

i=Cl+Ф, (8)

проходяшее при t= 0 через току 0: Ч@) = 0 ; "ер.э L обозначиьt кри-

.r. {grt):, ф.t.-}, а через L1 - *pn.y'o |Чttl:- ф|.t 4 0}.
Для произвольного начаrьного положения Lo + 0 фазовой точки Z , оче-

видно, воэможлы лиlль следуюшие лва с.r,;учвя: 1) Zo ё L| ; 2\ Zoe bt
Пусть !, ё L, В этоьr сrryчае каждое значение lIft) параллетр [f

предлагается выбирать как наиNrеньшее в лексикографическом смыс.пе речJение

уравнения (Гr), Тогда поrтученная функчия 1IФ), 0<t < ф , будет иэlrе-

римой (см. f3]). Вешlение же поrryченного в результате такого выбора уравнения

(8), прохолящее через точку Zo npn d= 0 , ,n при каком значении вреNtени

L, 0<{, < ОО , не попадает в точкуР. В npo"n"Ho}",, сrryчае череэ точку@

проходят две траекторltиt что противоречит теореме единственности траекториfi

автономных лифференчиаrьных уравнениR.

Следоватеrьно, из начального полож"""" io Е L 1 воэь|ожно )rклонение

от встр-lчи.

с

l

t

t
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Пусть теперь 7,о € Ь1 Так как О+ 0 (cbr. (7)), то одна из коr.lпо-

нент О1 , О2".*rора @ отлична от нуля. Пусть лля определенностп Q1 ф 0
(в сrrучае, когла а1= 0 , al f 0, р..у*денlrя проводятся аналоглrчно). llbre-

ем ЧО= Фt * 0 (cr,r. (8)). Поэтоьrу ypaвHeнlte 11 = Ч(t) o."o.n-

тельно n"p.r.""o"o f, допускает решение

t= 9G), -6rzr.E,
где fi - u"*o.opoe полох(ите.,lьное число. (iледовате,ъно,

Z7= Чr(t) = 9r(чtr))= hB), - ff с 7, з t,

,,.. Ъ2,= lъ(Z), - 6< lr10 , _ уравнение кривой | " o*p...ro.ru точкlt

0," Хl,=|ьGt)r-dС\ё0 G случае at>0 )_ypaBHcHrre крllвой

L1 " o*p".."o.ru 0 ( Ir= h!i, ОЭIrt, прп а1< 0 t. нетрупно пок6-

зать, что h\i, - $ З 7, е 0 _ бесконечно аиференчируеьrая функчия. Эле_

ментарные.вычисленllя показываlот, "rr, f (0) = azl а1 , В силу непрерывностll

функчии Ё Brl, - 0'Lt L0, n,ooo ".й.п "u.no' Л, с (о, D'J такое, что

при всех Il С t- Й r07 справед.Tltво

|Йtz,l- tl'#,, #?,ura|\ilu,Фl= 
Nl , (tr)

В дальнейшем фнкчия h\r), - t< Ц a 0 , рассIrатрttвает(,я на oTpl .;(,

L-й,07 пусть

1, = (- |, пF +)), z" = (- й, hЁ г,))

Нетрушrо убепиться, что су]лествует чпсло l > 0 Taкoet что tl€зовая точка i ,

выхоfящая иэ точки 7,1 np^ t = 0 ll двlrжущаяся в cooTBeTcTB]l.l с ypa'He'lt(,\l

i= Сl+g(UqФ), tIoftD t а , гпе UоФ) " tg (t) - произво.lьные функ-

ции, опредеJlенные и измеримые ". [0, И), tto{O С Р, Toft) е Q, llд

отрезке LOrrJ не может совпасть ни с о;tной ". ,о""* !'| 0
Прелполоя<им, что Р (t)= Xol Чftа)= I'rT= Lr-tr. ясно,чтоу\lt,llь-

'n. Г1 , если это необходиь.rо, мо).(но считаr" Tj 0
Исполюуя 

"n"n" fi1 , Т , Т ! lчlожяо управлять пбраN!етром tГ c.r*ny*,-

щим обраэом,. Для каждого t е[ОrТ] .""r""n" 7(Ё) выбирается как не-

именьшее в .lексикографltческом сNrысле решение уравнения (::). Тогда 4€зовая

точка ! булет пвигаться по кривоii L1 , npn t= Т достигнет .о**" !' , ""
попадая п!ч этоlчl в точку 0 H""n""" с Nion,|eнTa t=T , каждое эначение

tГtЪl для LaFrT+tj до нскоторого NtoNleHTa Т, e[TrTrtJ, *оrо_

рый булет укаэан ниже, выбирается как наttменьшее в .ilексикографическом cr$lc-

ле рецJение уравllения

l,lЧ,g(uф),1Л)l= N(uСtD, lIcQ, (ro)

t
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где |(tt) -- П"{ltV, Х{U,U)| . *"* отмечено в fa], бу"*ч"" N\l,)
UС Р, ".преlывнЪя. 

Поэтому поJтученная функчия 1IФ), 0 <t < ОО

булет иэмеримоfi (см. [З]). Л.пее. очевидно, что

N (tl,ft)) >. ryLp ца*lФl !@,tD)l= N . (11)
uсР 1IG 8- "

пусть х = I,ft), Т а t с Т + r, _ рещение уравнения

i=Сz+r(чф),iФ+а, 1,(T)=xl . (12)

Как указано выше, крива, |rftl: T Э t Ь Т + Т} не переходит через точ-

*, Z" , @. Уrвержлается, что наfiдется момент времени Т, СПi T+EJ."*oo,
что |ffl) а bt.B противном сrтучае Z(t) С Lt "" [Т, Т+Т7 , т.€.

|,Lrc) = h. (Ъ/il) для всех t € [Т, Т+ tf . Следовательно,

irttl = Ё G.,Ф), i',ttl (1з)

д.lя почти .".* t иэ отрезка [Т, Т + tJ Для каlкдого из 9тих эначений

L на основании (12), (13) имеем

Си Lп(il + Cza,Xrft) + 3L0 t atr =

= lilz,ttl),fc,rz,t1*cцL2(ilr?,9)+atf t (14)

где через С11 оОо",..""ены элементы матричы С, ""*. gtЪ)r |LG) - компо-

ненть! векто *" |l 0l ft) , Т ft)) кривая Lr= h,{Zli: й <-Х, ' 0 , яв-

.:rяется частьк) кривой Ь1 . по.rо-у существует число ý = S(t) Taкoel что

Х 171 = С| G) Следовательно (см. ( 14 ) ) ,

C2t Ч!6) + CM,Yz9+ 

'2ФП 

a,L=

= lk,B|[ctt 9t$) + спgtО t цlt) t аil . (15 )

так как, очевидно, чz(s) = h,Фr(s)), * Фr{S) =Ё('rr(ý),фr(s)) , т.ё.

с2, v{(ý) + grr<!r(si+ а, = Ё(цвl) , Гс,7 чrВ) + Сцчl,О + q7. значит,

!z<L> = Ё(чrо) . 9rФ (см. (t5)). С учетом этого равенства вмеем

цr(il =* g,rrrфtп,(s))- #,Jr,,t,, (16)

поэтому (см. (ro) l -&z|rG)+at!lt) =(Ч, 

'(ll,Ф|tttУ 

=

=fl vrО-frJчц,il. Так как -D.," 9,(s) ё0,,о (см. (9), (1о),
(16))

t{htttl) =l@,r(lt,Ф,tttl))l= |l4,(s)) - ill |",r|0| <

]'

t

,

t
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, N la, g, Ф)l
Zlail Nt

л,

2

D

что противоречит неравенству (tt ).

Таким обраэом, наfiдется момент времевп Т' С [Т, Т + 17 , дrи которого

Х(\) ё Ь, . Начиная с момента времени t = Tl, параметром t/ управ-
ляем так же, как и в сJryчае 1. Тогда фэовая точка l , выходящая при

t = Tt иэ точки 7 ff) ё L t , ни при KaKoNt эначении времени t
Тr'tZф, не попадет в точку 0 . то, что точка ! , вычrешtrа" np" {=0
из точки 7,о е Ll, не попадет " rо"*у 0 при всех t e IOrTJ, пока_

эано выше. Следоватеlъно, и в сJтучае 2) фазовая точка Е при всех значеняяr(

времени t , 0 < t Z ОО, не попадает. ,о*у 0
Теорема докаэана поJlностью.

3. П р и м е р, Пусть в И) С - произвольная матрича, t(UrФ=-U+t,
Р=f Sr 0'6ýr6>Pr6)0, ý - "оп"п""ый 

круг с центром.,о"*. 0 ,

а+ 0. Покажем, что для этого приNiера вьlполнены все условия теоремы п. 2.

Действительно, имеем 
ЛоG-ф=(6-Р)ý Э0 , а+ 0 ("r. (7)). Да-

лее,.пусть t{, _ произвольная точка Р. Во.rо*"ы два случая. 1) (V, - L)а0;
Z)(Y- U,) > 0. В n"pro',o случае выбереьt tI:6ЧllЧ|.То"л"|(Рr-Utt\=
=(Чr-Ц1+6lЧl> бlЧl> 0 , ибо l9l = l0l )0. Во втором сrtучаеположим

у=-6Чf l9|. то"да l@,-ur u)l= l(Ч,- ll)l+ бlЧl > бlЧl . следова_

тельrtо, для любого UеР имеёr't

rnap lrv,- ut|I)l>6lvi. (17)tге0 / ,

С лругой стороны, еслп U ортогонален вектору 9 ,,о в (17) имеет место
paвellcTBo. 3начит,

N = mLtъ mаr ltt.у, - u+ 1I)l= 6.1Чl > 0 .чеР rе0
Такиr,r образоNr, для рассматршваеNtого примера выпоJIненьl все условия теореNtы

п.2. С другой стороны, отNtетим, что при 6= Р для этого приN|ера нё выпол_

lIl)H() H}l олно из !l:tlJtlстных у(,.,|овиli \,бегilllItя.

4. Обобчrенrrе теоремы п.2. Рtrсслtотрим ли{ференциальную игру

i=FG)+lQL,lD+al (18)

где l€ RL , F&) - вектор+ункция, определеняая, непрерьвная и непрерьв-

но дифференцируеrltая при всех 1,< RL, функчия Х@rФ, Ue Р,0Г€ q ,

t
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такая же, как и в п.Z, О*0 . М={0}. Допо*итеrъно предполагается,что

F@) = 0, lr(tol< к (1+lrl) .

длявсех E€,Ql ,"о" К>О _констбнтбо

Почти дословным повторением рsссуждений, примененЕых при доказательст-
ве теоремь1 п.2, моlt<яо покаэать, что в игре (18) воэмоlкно убегавие.

Поступила в ред._иэд.отдел

17 февраля 1984 г.
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