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ý 1. Постановка з(lдiiчrl, }lсксlтсrlrые. оценкtt

пусть в прялrоугольни*ч Р =S'T, ý=[ýо, SJrТ-[ЦrЁJ , rпп""п".,*,,
процесс ýrоделируется с по}"tоlльkJ систеNJы уравнений в чбстных производных

х|'- {'|л('! z| u6, u| s,t), Jr= /О (лu! zQ| ш6,il, s, t) ( r )

С НаЧаЛЬНЫN{И УСЛОВИЯt\,'И

лц)(So,t) = ,(l)fu(')(b, L), п(2){s,to|= gФ(tl,Q{s), s1. (2)

зл""" (z(5, t)rчOСёrlРФ, Це Еъ, uu)g Е7r, 1,1(ge Еъr_ - набор уп_

равляющих "*д"R""ч"й, 
n"o"*""""," r0 (S rt), l0 iS, t\, ZФ е Йr, Эае Еоо

характеризуют состоянttе прцссса в рассматриваеrrtой tблас,l,и (SrtJeP . Пр"а_

полоким, что правце """r" J(", JC)"n"r"r,o (1) пепрерывны по совокупности

1аФ, О('! Ursrt) сво_и_х арлументов вместе L] частными проиэвод}lым" no aQ),
g(ri 

".*ron+r"*in" 
qO(UO!il, gШ(U'rS) l о:I)еделяюlлие начаJrьные усло-

вия (2), непрерьвнr Хо |L(l, !Ca"n *у.,оr"о_нелрерывн", no Ё, J соmвепственно.

введем обцчные требования На Упгдвляк|цяе переменные

u(S,t)еU, t1,0\tle lJr l шttlrslё IL, 5еý., teT, (з)

считая множества U, Ur, U, 
".l*r"""нныrчrи. 

,[lопусти:rlым управленшем булем

называть набор ?У = (u (S, t2 r t1"'tt), ц@(S)) *у"о*"фtепр€рывнь,х "а Р вектоp-

rflпкчиfi, удовлетворяЮдих условиЯ:rr (:}). ГlреллолоtкяМ, что каждое доцrсткмое

управление [дf порожлает едялственное реч'ение tru'(Srё1 ,ZЩtsrЁ) систе,"оt (r)

(2), олределенное нб ПРЯNtОУГО.lЬНи*" Р. '_rrr.тиNt, 
что согласно начальныМ ус-

ловиям (2) и уравнснияl: (1) вехторфуп*чu" g,(')ýt) (86rtD Iцл каж-

дого SeS (t€T) *у.,о*rо-fiепрерьЁнв по teT(seýJ
На рrножестВ" W до,rу"aимых управJrенltЯ опредеЛим совокупнОсть фrнхчио-

налов t, 5,

ф{оr) = 
{,'ч!trФls,,L),t) 

dt - 
!,ч!"{л@в,t,l,s1 

Ь ,
i=Or...,N

}
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в условиях лиференшlлруе}чrости подынтегральньв функший no аO)r€Ф"оо"".r."-
венно. Поставl{l,t задачl оптиьlального управпевия:

Фоtrrl+tLLп) uГеWl (q)

при фнкчионаrьных ограничениях типа неравенстъа на ковечное состоя}lие процес-

са

Фi(Ul)<0, L=!l",rN. (5)

Наша цеrь состоит в выводе необходимых условий оптимаrьности. Как иэ-

вестно, наиболее сильные реэуrrьтаты поrryчаются эдесь с помощью вариаций уп-

равления линейчатого тлrпа, которые отлllчны от нуля в лрямоугольноП окрестно_

сти одноR из характеристик системы (1). Такие вариации испольэов"пп"""fr, Z]

для ttзучения задачи (а) 0ез ограяичениfi (5). Реэулътаты для сrtучая ограниче_

ниfi типа равенства @i(Ф = 0) получе"", u [З] как следствие общего прин-

ципд ltlaкcиtý{yMa в банаховом пространстве. В'[а] задача (4), (5) исследована

традlrционным путем с помощью конусов варпаций игоrьчатого типа, В настояlлеfi

работе аналогичная техника развивается на уровне вариачld упра8rrенпя линеfiча_

того типа. Прелваритеrьно иэучается реакция системы и фвкционалов на паrет

линеfiчатых варпациR. Ivlетодика вывода не и(:поJъэует специаrtьных фрr,ryп прира_

;:" :,i::" : :::::" L; "fi 
"# ffi :ж:J ffiжт ;}:;

ловия максимуrlа нехоторого фнкrrпонлtа в <быкновенноfi задаче оптпмбльного }п-

равления.

Пусть |rl| - допустимое упрsвление, дltI - некоторая его вариация. Соот_

ветств)rющее приращение (ДП'', Да{L)1 состояния опр€деляется соотношениями:

д{:) = аf)lлс,1 п@', n,s,t) , доt) = д{"@П| ла), l", s, t) ,
даO(ýо,t) = д?(0(ч"! il, дпр)($,t) = дgсt,l?/о, s) ,,

где прирацения векторлфункций в правых частях беryтся по всем арryментам,эа
исключениеNl Srt . Пп" этоý! имоют место следующпе оченк" f5],

ilArц)1s,b)ll < с (tt axctl ft1ll+ lr;o'nrll й * j','ilдf t Jl! ds +

- 
!,'ilопt"Ъ,ql! ds + 

!,' !,'оо-., 
[s, t1 II ott d.s), 'u'

J

a

}

l

ll l rФ6, t) l! < с (lta хQ вl tt * I м rа'дя:ilаs, !loY'o, l! at +

+ (7)
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i щение по управлению |rla, кьааратные скобки д.пя аргументов означап)т полный

подсчет векторфункчии в соответ(:твуюцей точке.

ý 2. 11рtлращеtrие функчпонала на пакете варлlаций

Пусть ц| = (tl6,t), tlu(t), uQ6)), S е S, t е Т - допустиNtое управле-

ние. ОпрелелиN! пакет линейчатых вариаций д.lя пары (U(SrUrU(DGD. Пусть

(tt r,. . rtп) - набор точек отрезк" Т " ус.повиеNl tr<tra...1Tl<t1;
(dt, ... rоtm) - набоР положитеJtьнЫх чисел; €> 0 - NtалыЯ параlrетр. Каж_

дой точке Gд поставиlrl в соответствие крайние индексы совпадаюцих с Hefi то-

чек набора

L (ю = ttt Ltl {i, е {t...,к) : ti = t*}, j rкl = mаrU e(K,.'rm):Tj=t !.

IJведеьt числа

:lдесь ll .tl - cyмrtia l,{одулей Kolv!пoHeHT, (Srilё Р ( ё _ вк.lr)чение поч-

ти всюду), С= СОПSt, !=(!('), !Ф) , сиNtвол Дц есть частное прира_

| к = dLс*)* фL(rl*r .,. * otK l Yy = оlц+ oLK*.t+ ... + oljcK)

и обраэуем промежутки варьирован}lя

Тк(€) =kK- frE,aK-(f*- а"1 €J, к= |,.,. lf|L .

Отметим, что ||||! T*{Cl =Оtкё. Бупеьr рассNtатривать такие 
"ночения f,2@,

для которых выпо1,1няются J(:ловия Тк(е) С Т , Тхrc) П Т*rr(€) = Р
Выберем векторы tf,)" е V, , к}соrlllо_н€прсрывные вt,ктор-(lункчrtш (/*(ý)eU,

S € S , t,l опредс.ltl\t составляюцllс варllациll пакета по форлrу.палr

(bK uts, t), дК tl(1) tt, = {(n* ",, 
n,? tl, tr/')- uoctl), t е Tr tc1

' L (о,о), teT\7K(€)

llaKeT варлtачий обрзуеьl как cy\tt\ly состав.,lяк)цtlх

mm
(dtl,{s,t), ачOtt1=(Х дКtл,6,il, Z а*u0\0),J€S, tс 7. tBl

К=1 Кз7 'f

Отметиlt. что вариация (tt) порождает допУ('т:ll\lое управjlсние,

Выделиrt инлсксное Niножество К={К €0l.,.rfu):jtKl= KJ и пусть

К = [Kl , ,,., к Р} . Обоэначирr 0с= Tre, с|е=f кс rС= lr..',P ,вьедеNl

проNtехqrткlt То =[tо, 0r- Qt EJ, T2=(02,9ert- Nerte), е = tl...i-7)
Tp=(9p,tlJ ипусть fo -ихобъt,динение: [=1iUТrlJ...UТр .

для пояснения отметим, "rо Bg , C=tl,.,rP, - это не совпадакJцlие точк.rн6_
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mmР
тд=тr U T*{c,i, !nr*G|=Y={rr-?ae ,1eJ,

l(=1

1,1зучиr.r воздеfiствttе пакета (8) на состояние управляемого l1роцесса (1),
(2). Нача.пьные воз},оlщения имеют вид

дi%оi)=t j;.ir,Iir.о,, 
K = |l...,^' 

o*^r''L) = 0' s е S'

/1алее, на ocнoвaнttи оценок (6), (7) сделаеьr заключение о порядке приращениfi

алO\srt) , ьаа 1gr 11 относитеJIьно параметра ý ,

l|дr')(s,оШ-{i, i:;ir", ilдr@(s,t)х* €, t ет .

Подчеркнеьt, что величиriа ilДХФ ýrilil и1.1еет нулевой порялок малости

t\ДroВrt)ll+ О np" t*0 ) "а участках Тк(S) ненулевого варьн_

роваltлtя управ.lения.

Прrэвело:*r описаяие главных iленов приращений OaO6rt), аtР{ý,t) ,

S€ ý , tС Т. Пу."" f, € Тд В этоfi области приращения ДаQ!ДrФп*..-
F,т llорядок t . гlоarолпу, полагая

Аt.G\s,Ё)=0с(D(s,*)€+0(€), L=!,2,, (9)

и испоIьзуя уравненltя аля 1!ПG)lSrt1 | поrryrвем линейн!rю систему в вари_

ou"'* fr' u]u"n,- 
l|чгr,tJ tr('), !h, ts,tJ tпа' ,

t Щ = ф, Ls, tJ tr? * !(!,а [s, tJ t лаl ( 1О )

С llаЧа"'ЬНЫN! УС'lОВИеNt 
0 r0 (s о, t) = о ( r r )

отьlетим, что п.qя teTo Дr?lSrt) = Д"'ОВril = О ,

пусть t е Тк(€) . зд""" ilДdt)6rt)il= ОU) , поэтому допустимо

представленио дft(il(S,21 = ýa{t)l5rt)+ 0G). при этом ваFилlии ttФв,t)
в соответствии с урав}lенисII д.lя ДaOGrf,) опр"л"п""тся условиям" [r, ZJ,

tr(!l= 1Фцr(')* trT, t u*, s,t) - I"аY 
"Ч 

u,s;t), Lx1r(so,t) - дl1ltJ.

введем вектс:;rфункч rо y(|(Srt) = b(l)(Srg1 + frq,{1)Grt) . по определению,

ОНа ПОдчllнЯеТСя ураВНеНИкJ

!О! = f\yol rЧ {K,s,t), yшtso,11 = gOФ,!', t) . (12)

Г'ассьtотриьл прирачrение Д LФ) 6, Л . Поскольку

В.А.Срочко
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l

дg,uls,ф =tr%,fl+ 0Hi апU6,t)-ёrАuв,t) = tK6)-uýlуt

t е Тк (€), то имеет место слеýrющее представленхе для пнтеграла

J дlа'уs,tJd.t = -f ду''',,r* !QB,tJ dt t о(Е) .
тк (ЕJ rк(€)

Зпесь Д yo|n* !'О - частное приращение векторф[rнщшп !Ф) ,

ayol,{r !Q) = !('\у('), frQ, {к, s,Ф-{Ц@! d| urs,t1.

далее, используя иэвестЕую фрr-rулr, раэrrожения интеграла по малому парамет-
ply, характеризующем)r меFцr проме)цrтка интегрироваяияl в Totlkat непрерывцости
(SrCK) векторфункчuп Д!Фr& tD rirt[ (т.е. почти ."оду 

"" Р ),
поrryчаеNr представление

r

*,о !fl),{* lob,adt =оLхд!оl,ц!ЦЕs,сцJ€* о(Ф,

Пусть для каждсго L?Т множество Sttlcý .nr*' полн)по Mem/ "" ý :

mеt SG)= псS ý . Тогда вкпоченпе (Srаё Р MorKeT быть залlfсаяо

соогношениям,. Sеýrt) ,tёТ. В реэуrп,тате приходим к окончательному

выражению для интегрша

5 о !аý, tJ d,t = olKarctl, tr!Ш[s,t.1e + 0(0, s е $Ссц),?. ё 7. trзlrк(€) с '

Подсчlrтаем приращение дпQ6rD в точках t= Ос, С= |r'.'rР,

Ап&)(s,о2) = ArBls,Oc- 9crriЦnr,lrurolrrr,t1 dt =

кс

= А пQ)(s, 0е- цсil *rF*rjц д ytt), n* !"'[r,с KJ € t 0 G) . .

Отсюда поп}цаем промен(утоrrные условия дrtя вариации t ПQ) ,

ЕпФв,Oс) = laФls,or- 9rr)*ý.rnr о!,,|,r*!еЪ,т*1 ,

D

*

t (14)

se ýG*), Tr ёт, с= lt.,.lp
Таким образом, вариации состояlия на пакgге (8) подчшrпотся лrнеiltшм урав-
ненияN{ (rO) с начальным условием (1I) и промежуточными соотноlttенцями (14).

Перейпем на уровень приращения фнкчионала ф СаП (индекс i no*. ony_

стим). Исполюуя представление (9) и выражение типа (13) я8я интеграла по

области Тк (е) l выделшм главный член прираrце""я Дф (UJ) ,

.l
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р

Z
e=t

Аф (ul) =(Ё n, Д 
rltt 

ЧOfu ,,tr J чч"|r,,tJ'tоФбt,il d.t +

51

* J vgъ'[r, t,l' t"!'ls,t) d.s) € + 0(е). (15)
Jo

3лесь 2! ,Crl 'P'ilLSrrtr7 _ приращение фнкчии 9(f)."o.

д 
у 

0t ч 
0 

fs,, Е к7 = q(Ъ(ОЦ,Ек), с ) - q"lrшВt,t i, тр ) .

преобразуем интегральные слагаеь{ые в (rs), чтобы выразить реэуrьтат в яв-

ном виде через параметрt пакета (8). Введем в рассмотрение сопряженную сис-

тему для вектор_функчпо g ("(S, t) , VВ) $ rt) :

vl" = - rYшES,tllyctl - ф,[s,tJ' чО) ,

Vt' = - l'!,r.,[s, tJ' у0- tff гr,tjt .yul ( 16)

с граничными условиями

v0 ls,, il = - V чulа"' (s,, t), t), vФ{s,ti = - чф(#6, t ), s). t rl l
Воэььлелl за основу тождество

(ry"'B,t)' tпr,с.,а2), + (vШв,il' tпu(s, t)) t = 0,
котороевыполняется почти всюдув области Se S , tе 7дrТо ГIосле

двойного интегрирования по этой области получаеNt
Р p-l s1

Д lrv'nls,,tl't*OLsl,il d.t -Д 
!,Y%,oe*t- Nbre)' tlЧ{s, oe*t-

J1 р ý1

-Qc*te)ds -/,*%* 1't"oh,tl ds Д I,ч'в,еri a/P(s,orl ds =0.

Отскlда, учитьrвая условия (14), имеем

р

F. !_q"ts,,tl't"Ols,,t) at * i'ч'%,t)' tyа(s,t,) d,s =(,=t Те aо

PK2S,
= Д Дпr|- !,ч"'t"ое),Ауоl,п* l,D["tк, d,s +

]t
тс

?

ч

,
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t

PS,
+ [ J tч% ое) - ч(%,0с- l,cqJ't*u'o,l.-Qgq d.s .

|=L So

поскольку V&ЪrОс- |сф = tУtЦ6 
r 0; + 0(€) , ,о пФледJ{яя cJrMMa есть

веJIпчина поряrца ý . Кроме того| по смысJIу индекса itK) лля (= LCKel ,

LtKr2 + tr.,,, Ке tк = 0с. Поэтомlr 
S1

ё r rоч 0 )(s,, t)' t п0 ) 
(s t, t) d t r !|,' v &h, t, )' t r&Ь, t s ds =

mS'
= Дrп* JroV"'(r,c*)|Ay0),,rr t'lr,QJ ots+ 0G) ,

Учитывая граничные условия (t7), на основании форr,тулы (15) эаключаем, что

вариация функшионала ф(Ф на пакете (8) преаставляется в виде
mQ

0 ф fuD = Ern rb у 
il Ч 

Ф 
[s,, t *1 - l 

оy@6,й)iА 
у l,цtЪ зrJ ф l, " 

l

Напомним, что векторфу"*u"п У(t)(Srtк) n lГц(S) свяэа}ш уравнением
(12).

ý 3. Вывод принципа максимума

ограничениям (5). ОOраэуем индексное множество

(16), отвечаrощие граничным условиям

Присryпим к непосредствеhяому исследованию задачи (4), (5). Пусть

ц1 = (Ш6rt), l1,0Ф, rУВl r Sе S rteT- допустимое управление, и соот-

ветств}rющее решение \i'tSrt), trP\rt)) "n"..,*, 
(1), (2) уловлетворяет

|={о, LeQ,,,.,N): ф{чг) = 0}.

nr"r" (r|O'UtS,L), ф'06ril), L€ r _ рецения сопрях(енноR системы

V0' 
0(r,, 

D = - v ч!"trшts t, 0, t), v Q, 0{s, t,l = - v vf(r(%, t1 ),s). < ю l

Провелем варьирование управления fi/ с помоrью простейчlего варианта пакета

(8), полагая tn = ! (одна точка варьирования ), d,r= ! , Ct =t , 1rl$) = tl(S),

{{l) = Y{tl Соответствующие вариации 4yr*u"o"uno" фitUl , ieI , *"*

следует иэ общей формулы (18), имеют вид

6 ФiG ;tBl, rг 
('' 
) = д ! ч{ ts,,t1 - ii,' n u 

О, t)' l rttl,,r JPrs,tJ d s,
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Rведеьr ,rо*"""rо У(?) кусочно-непрерьrвных "" ý ."*rор_.ryункчиЛ il(ý,)

с условием t/(ý) е U S е ýСО Обраэуем множество вариачий

А =t0 фtft,tts),tУ'l),Lеr) : t ё т, [ е VG), ttФ е V,}
и вспомогатеrьный конус В =tGt, Le I):6;<0l.М*^жем основной ре_

зуrlьтат.

Т е о р е м а. Если управление [У оптимально в задаче (4), (5),

сопедпВ= Ф.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное. Это эначит, что наf,дут_

ся такие ToB,n |уе| , вектор<функuпп {r7VGK), векторы t|ilеl\ "
к7 К=tl,,,r7fl,что

Zrп, tфt(tr,lrкв)) T!t)) < о, ie I .

Упорялочим ,о"*" Q4 по воэрастанию: Т, < ЪЗ...аТ п и,лостроим пакет

вариаший (8) на основе набора параметров (t к, фк r{*(9, {i'), К = lr,,,lfll.
Соотъетствующие приращения фнкционалов фi, i е I , имеют вид

п
Аф,0n) = U drtФi(r*,{K(s),,rtr")е+ оG).

" к=!

Следовательно,. при достаточно .алых ý 2 @ управле"п. (U.tsrt)+Дl/,6rt)
Ul')(а * btl,Фft) , UФ бD уменьшает эначение цепевого Ф"*rrпо".rr" фо
и порождает рецение системы (1), (2), удовлетворяющее ограниченилм (5). Это

противоречит оптимаrьности исходttого управления ХlГ . Теорема доказана.

Испоrъзуя Teoper{y об отделимости выrryкльD( Ko}fycoв,. сфорьqlrпrgryем реэуrъ-
тат в форме правила множителеfi.

С л е д с т в и е 1. Еспl управление ftf оптимаrьно в задаче (4), (5),

то найдется такой вектор

,l---(^;,LeI),l|rro, ё^;=r, 
(2о)

для когорого

Z ,ti бф,k,{о,dФ))0,tёт, tteVG), t/(') е Vt .icI ь ъ"
УЧИТьваЯ вырах<ение дrrя ьаiJilециil t ф; , представим это условие в окончатеJlь_

ной форме принцип{l }-,taкcllrtyl\ra.

с л е д с т в и е 2. l1ycTb сптимаrъному управлению (tl{Srt1, UO\t),
tl,(ЦtО| соответствуют решения 1a0)6rt), lZ){srC), (9(,06,t)!'Ч,("')6,t)),

iеI,задач (1), (2) и (16), (19). Тогда существует вектор |l'" y.no"n"_
ми (zo), что для почти всех tе Т n^p"(il,(Srt)rU|t)ft)) доставляет максп_
муь; функчиояаrту

)

то

положительньrе числа О4
m

t



Необходимые усJrовия оптиммьности 9з

F(tro,d,tl=flli(i',nu'Ъ,tr'/Ъ"lg,lo|,t),tи,s,t)ds-v{ф%M)

(
при условиях

у? = !('){уПl rtz)6,t),цs,t), !o'tr,l = g0)0/'! D,
tts)eV, seSG),tIOe V,.

3 а м е ч а н и е 1.Вполне аналогичномо)l<носформулироватьсиммет-

ричное условие оптимаJIьносги относительно пары (tl(Srt) , tlrФ(S)) . О"о

поrrгlается в резуrrьтате использования пакgга по переменной ý
3 ам еча н ие 2. Еслиприменитьпринцип максимумаЛ.С.Понтргина

к обыкновенной задаче оптимаrtьного управления

F (trcs), y(l)1 + rпаа, tI е VG),
то получим условие оптимаrьности, докаэанное в [+] с помоuDю вариачld lгоrъ_
чатого типа.

Поступила в ред.-изд.отдел

15 марта 1983 г.
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