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о минимиздlии квмрдтичных поrlиномов
ОТ БУЛЕВЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

А.А.Агеев

В работе продолх<ается исследовалие задач минимиэации полиномов от бу-
левых переменных (см. [r-З]). В [3] построено конструктивное сведение зада-
чи минимиэации квадратичного поJIпнома обцего вида к NР-трудllол (см. [о])
эадаче минимизации квадратичного полияома с неотрицатеJтьными коффичltентамtt

при нелинейньц членах.

Основные резуrrьтаты настоflлей работы относятся к последней задаче.

Установлены некогорые полеэные свойства эквивалентноfi ей эадачи о покрытltrl.

Показало, что непрерывная релаксация данной эадачи сводится к задаче о bloKcl|_

MaJtbHoM погоке в двудоrъной сети. Показано также, что для всякого оптllьrаrъно-

го рец!ения непрерьвной релаксации существует оптимаJIьное решение исходноЁl за_

дачи, совпадающее с ним в булевьх компонентах.

С испмьзованием этих своRстъ дrlя задачи минимизации квадратl|чного по-

лннома предлагается точяьil аrrгоритм типа ветвей и границ tt, кроме того, для

эадачи минимиэацип квадратичного полинома с неотрицатеJlьньltt{и коффичttентаьtи

при нелшrейньц членах _ эффектtвньф приближенныfi алгоритм с оценкой точllостll!

равной 2.

ý 1. ПрелэаритеJrьные эамечашия

Напомним обшше понятия, испоrьзуемые в работе, и сделаем необходиьlые

поясненllя сугносительво схемн доказательств некоторых утверждений.

1. Всякую экстремаJъную задачl мо)a<но рассматривать как клдсс индllв}l-

дуаrънья эадач с koнkpgтHo задаяньмli исходными данными. Подэадачеfi экстре-

мальноfi эадачв бупем назьвать задачу! соответствующую некоторому подклассу

этого класса. Под сводrrмостьр задач поlимается полпномиаJьная своди.\tость по

Тьюрингу, определенная a [d. Две задачl булем назьвать эквивалентными, есл}|

ollll взаиliдlо свод!lмц.

Алгорrrтм наэываgгся эффоrтlвпым, есш время его работы ограяпчено по-

линомом от длпaы эапllсп исхоq$нr( mпflь!х. зааачу, для котороfi с}щ€ств}ет та-

хой аrгорilтм pвltetиt, ttазьвЕr эффaiтtвно реlдаемоfi.

t

+
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Докаэательства сводиlttости одной задачи к дwгой булут проволитъся по

единой схеме, состоящеfi в построении некоторьв эффектlвньIх преобраэованиfi до-

rтустимых решений одной эадачи в логfустпl"ъlе реlцения другоR. Ниже в виде пF[l-

энака сводимости представлено нформалиэованное обоснование той схемы в об-

щем случае.

Рассмотрим две экстремальные эадаtlи:

t @) * тпLп (Р)
хс х

и

qч) - TnLru. (q)u ч у€y
Приэнак сводимости. Пусть шмеются эффектrвныR алгорштм, преобразующrfr

llндlвllдуаJlьнуюэадачу РеР виндивидуаrънуюзадачу бtРlС 0, и ото6_

раженlrя V: Y*X и V;Х*Y, порqждае!ы€ ффективными аJIгор{тмами

ll об.падаюlлие съойствами]

Vycy t@tуD.9чl,
VreX tNtrD<t@).

Тогда задач" Р ".оо"rся 
к задаче Q . Кроr" того, если У* - оптимальное

решение задачи б (Р) , ,о V (У') - оптимальное решение эадачи Р l иr на-

оборот, если Ii - оптимаrrьное рещение задачrl р , rо ч@r) - оптtlмоJъно€

решение эадач}| 6 (Р) .

Пусть r е Х , У'Y . Справеалпвость утверждения вытекаег иэ це-
почек неравенств:

t шl > ,Ф@) , , (у,) > t@ ty-l)

D

a

ll

tq) > tptyl) > t@-l > t(ч<r*D .

2. Иэвестно, что всякую вещественноэначную фнкчшю f от бупевых пь
peмeнHblx Lt, ,,,, frfu мо)|(но представить в вшде полйнома

!@)= Z спП r;
ac|tr.,.fltl} ccd

Вырах<ение Cn ,| .rt назьвают членом полlоlома, величину mаr,tfil|
Lеф

d, С tl|,, , , mI t Сф + OI - стёп€нью. Член попоrома называется лпнеПньмr

есm loL| S l, и нелияеПньlм _ в противном сл},чае.

3алачУ минимиэациИ полинома булем эапиСьвать следrющим обраэом:

о

a
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fL1

Z
о

ci U- t!nl*) 
* 

,4,-, се .П
ьефе

LL* mLtъ ,@)

С, >-О, d-lc{t,..,,mlt j = Ф, flt 1L.

tLLc{o,t|, L= ф,,
Ci2 О, olj , {о, tI, L = tfu, j = ij,,

J t

где

В такоМ виде она воэникаеТ при исследоВл{ии ряда моделей оптимальноf, унrфи-
кации и размещения проиэволства f4].

3. 3адачей о минимальном покрьlтии называют следующую эадачу:

п
Е Cl lL;+ mlrt ,

(ut)L= t

J=
lfL

Z ati
L=t J

пtI/,i2 1,

где

3адача о вершинном покрытип минимального весб является подзадачеп дан_

ноfi эадачи! соответствующеП случаю

l|Lz aLj J = I,fu',
L=t

l|опустимое решение (UЬ) задачи о минимальном покрlтии называют

тупиковым, если уменьшение любоf, его компоненты приводllт к недопустпмоtvrу ре_

шению.

ý 2. Некоторые сводимости

Рассмотрим задачу минимизации поJtинома от булевых переменньrх с неот-

рицательными коэффкциентбми при нелинеRньш членах

mL
: а;U- щ) + Z

2

a

i, =1 j=t
где ai, бi > 0, oL.1 с {!,,,,,п},

IL+ ЩLfo ,, (r;)

lЧl > L, L= ifr, j=fr
6; П, cCdj

(1)

Поставим в соответствхе эадаче {1) эадачу о }aплпlrаrъalом псрrтшп вlда]
,п,

z ,L

Е ,L=t
aiЦi+

j= t
6; t; + tпLfut J Шil,Ч)

(2l
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s
,L.uL*tj>1, J= t,fut
LCdi

UL, tIj > 0, L= t,fu, J= l,fu l

lIL,|Ije |o,t}, L={trv, j=ф.

!L*tij>t, Ledi, j= П,
tii+tц.l>t, L,Kedl, j= i-,O,

5L, Lrj е {o,t|, i= |а,, ке di, j = П.

a

В [3, лемма 2] no*"."r,ot что задача (1) эrrввалентна задаче (2) - (5)

3алачу (2)-(5) преобразуем в следуюшryю эадачу о BeplJrElHoM поt(рlтни

ьtltнlrNtального веса (с аддитtвной KoHcTaHTofi в цепево* r},ункчпп):
йU |L

(6)Z оrзt* ZBi(Z tr,-la;| * t) * пLп |L=! J=t - кеdi J ! 
Ft) ftKj) '

(3)

(4)

(5)

ft')

(в)

(9)

(1о)

(11)

Л е м bl а 1.3адача (2)_(5) сводrrтся к задаче (6)-(9).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотр|м следпоцrэе отбраженпе из бла_

cTlr (7)_(9) в область (3)_(5):

|LL= 5L , L= i-rП;

nj =*TnjtKi-la.1l* !, j= t,o

Покажем допустllмость рещения (tL) , Wi) , поrrучеlцого пэ доrц,стrr_:

.tого реtllени" $) ftxi) :ro Форьолам (1О), (11). Фrев;по, что lli ,

tlie|O,t|, L= !fr;j= lrП . Кроме того, пэ (7) поrучасrr
J

>ldj|-1arl+t=t,
3alleTltM также, что значения целевых Фнклиfi (2) и (6) на соответствуDцпх по

форltулаr.r ( 1О )_( 11 ) лоrryстимых решениях совпадаtот.

Наоборот, поставим в соогвегствие допустпмоi;у реtлешIю эадаqп (3)-(5)
допустDtмое решение эадачи (7)_(9) по форr,rулам:

!L= lLL, L=F,
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!

t

0

t

ot5it.
t

, есJIп

, есJц

, есJIи

tj= t,
tj=0,
Uj=0

KJ

Keoli,

K=L(jl,
к* L0),

i cil
|il
,(t

Jc
где

(Ji)
на сооlъетствlц)щщ( допустимь]х реlrJениях совпадают.

таким обраэом, выпошены условия прпэrrака сводимостll, иl следоватеrlы{о,

эадача (2){5) сводlrтся к задаче (6){9).
Из докаэавяоП лемr"щ п сделаяного выше эамечания вытекает, что эадача

(1) сводится к эаддче (6){9). Поскольку задача (2)-(5) совпаддет с общеl

эадачеп о rdдясlлJъном по!(рытпи, то лемма 2 укаэюает TarcrKe ковqтЕ,уrтчЕшое

сведение обцеfi эаддчи о покрытllп к эадаче о вершхнном поарытпп мrrшимаrъного

весо. Истоtь,зуя сведение эqддчи минимиэациtl поrttоtомб обlюго вttдд х задбче о

мпнttмальном покрь]тtiп (см. [3, теорема 1] ), нетрушrо получптъ KoHcTmlKTEHoe

св€дэlЕlэ э{irддчr &g||liмцЕццll]r поruнома к эадаче о вершинном покрытип мпнllмаль

ного веса-

Ценвостъ всех этЕк кошстппщцД э8кrоочоется в тсьrt что эадача о верtлиrl_

цоra Dоllрытпх мшнимаJIьного веса обладоет хороrлпмх своfiс"тваlш, поэволякtщtlмll,

несмотря на ее тЕryдrорешаемосtъ. строштъ oTHoctlT€IbHo эффектtвные проrrедуrl

Trma вебвеfi и грапt{ц (см. [B-r1.1 ). огрпrатеrъным lioMeHToM Еляется значlr-

тоJщlо€ увеJIпчение размерности рещаемоR эадЁrrrr (в эадаче (6) - (9) 
'} 

+
ro

+ Z la;l n"o""r""r"o).j,t
Вознrrкает естесъеrцьfr вопрос: не обладдет ли а}rшогиtоtцмп хороlлимш

сэоaсG.rл сама задача о минимаrъrtом покрытпи (2){5)? Еспr это так. то

рост размеростш ух(е не флет сдер)iоlьаюrrцr, фактором ш поФптсr роаJщrая воз-

моrЕость построенпя бolree эфектшвньЕ метqдов рецrеншя эqдачr (1).

Положлтеrпrному рещенrrю данного вопроса в сФrчае квадратчtщьа, пoltllrlo_

мов посвяцена основная ,racTb работш.

следlючrая лемма, имеющая общпfi харqдтер, пoтребуется прп докаэатепь

сrъе теореr,ш 1.

3адаче (2){5) поставllм в соотвеtчтвше слеФlюltryrо эала\r:

|rL al

z Е
t

- произвоJrьно выбраяный номер иэ мнох(ества |KeailUx = !} ,

tj = О} . П".ру-о пEll*Tb, что при таком соответствии решение

r| дейсrъитеlъно допустшмо и значения целевых функциfi (2) ш (6)

u

(Z t
к€djL=t з! tj lc.;|- r rj -t ) -> tnLfu

(tal, ftrj) '
(12)

a
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z
i е а; \{к}

5i* tKi 2 t, KcoLj, j=lra) (13 )

(14)

(15)

(16)

a

:t )7, J=Kj rLt, ,
к е d..1

Sr, Lцi > 0, L= l,j,, KcoLi, j = tV ;

!L,tKje{0,1I , L=tj,, Kcd,i, j=|V
л е N, Nt а 2. а) 3адача (2)-(5) сводптся к задаче (12)-(16). б) 3а-

дача (2)-(-|) сводится к задаче (12)-(15).

Д о к а э а т е л ь с т в о. Рассмотрим следующее отобраrкение из об-

.racTtt ( 13)_(r5) в область (3)-(а):

llL=5L, L= t,lTL1 (17)

отсюда

1Z, +:-

,r.- ,.|:i (: tKi D, j=ф.. (1s)"l- laj|-l ,KTai-^J

ПУсть (5), ftKi) - допустимое решение задачи (13)-(15). Прове_

pl|ll допустиьtость решения (lL) , (IIJ) , полученного по формулам (17)-(18).

Из (14) rr (rS), очевидtrо, вытекает, что I,{;2 0, Uj r 0, L- lra,, j= Ф,
Суlrлtшруя неравенства ( 13), поrтучаем

(t arl - t) Z5 i+ё.r'Ki>lail, j= цп
L ed,j

L
(zt -1 )=

tе d., lail - ! KeoLi
К1

=Е. шt+llj>1, j:l,r".
oeoLi

Легко вltдетьt что значенltя целевых функчий (2) и (r2) на соответству-

ющItх по форr*rу.паьл ( r 7 )_( 18 ) лопустиNrь]х решениях совпадают.

Построим по доIryсти[rоNry решению (Il) , 1ri) задачи (Z)-(+) до-

пустиNtое peuJeнtre эадачи (r2 )-(15). Положплt

3L= UL, L= lrfl , (19)

I

)
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, {"i, если,F,.t|rj r 1, К е Фi,
J LCd.j

{Kj , еспи ,\ t'bi < 1, Кефj\{rrr,_ cedj

|ч*tl ,если 
,f,rt'r1 't,K=Lj),

r'*j : mепtо, t 
,drn, 

шt! l

7*l=

J=lrп

(2о )

(21)

где

Действитеrьно, в сrryчае

L ( j ) - произвольный номер из мlожеств " dJ ,

0;: 1- Z t'Li , 1= t,-rъ.J c-*i .J' .J

Несложlrо проверяется доrryстимость решсния (3) , 
'1^) 

, получен-

ного по формулам (r9), (2О) иэ допустимого рсшс5ни" (ll) i {tri) .

Покажем, что значение целевой функчии (2) на допустимом решении (l,L),
0\) не меньше черt эначение целевой функчии (t2) на соответствующем допу-

;;:'. 
решении (S;) (tлr) . С этой целью проверим справедливость нера-

,z
кефj

1rj 0 l- t)trj n 1,ai

tjr0 имеем

F.n'r, = }*t'ri = Д,?flaL 1o, t - tFniu,; 
+ чLц} =

=ldjl(l- t!n,,шt) 
n,}",rИL 1(lo.Jl-Dtlr+ 1 .

В сrryчае tj = 0 обозначим

Ц = {кс .t1 l 1 1.!,rc шi > о} ,

Предположиtl , что f,.1 { Q . Имеем;

*Fnl*, = Д_,mаr,{о,(t-,а llb) * t,o*l =

= Е [(l -,1, ш) * u*J = l yjl (l -,F, ч;) +
ке {j LСфj tСфj

=(|Ijl- l) (t- Zпш.' _.4r, ,jn" 
+ ! < ! .

Zu*=
кс {j
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Слсдоватеьно,

-Tnt"j = ! ,

Dr неравенство (21) лля ланного j выпоrшено. Если Ti

Z tч = t ,Keoli

Ф , то также

так как

Zt
Kcd,i

Утвержление п.
.'б, таким образом, вытекаgг из приэнака сводtlмости.

Убедrrмся в справедливости утверждения п.'"'. В *""a"тве oтображения llз

области (13)-(16) в область (3)-(5) воэьмем суперпозицпю лвух mображениfi.

Первое преобразует допустимое реuJение (3) (Lrj) в некоторое тупиковое

доrrустимое р.r"""" (jT;) , (I к) такое, что

Tr' 5t l|*j ' O*j, L= ф, кефj, j- цr"
Взорое по форr,rулам (17)-(1S) переводит туппковое доrryстt{мое решение 6) ,

(tKi) задачи (12)_(16) в допустимое решение (llil , 0Ij) задачи е)-(5).
Очевидяо, что резуJIьтирtующее отображение может быть прелставлено ффектrвншм

аrгоритмом и эначенпе целевоfi фнкчии (12) на допустимом решенин (!;) ,

не превосходит значения целевоfi фнкчии ( 2 ) на допустимом решении

0Гi) .

В качестве отображения из области (э)-(5) в область (1з)_(16) возьмем

отображениеr представленное формумми (19)-(2О). Нетрулrrо проверить, что дф
Iryстимые решения эадачи (2)-(5) при таком отображении переводятся в допусти_

мые решения задачи (12)-(16).
таким обраэом, выполнены условия приэltака сводимости, и, следоватеrьно,

задача (2)_(5) сводится к задаче (12)-(16).
лемма доказаяа.

ý 3. Некоторые съойства задачи минимизации

квадратичного полшriома

В этом параграфе мы переходим к исследованию эадачи мшrпмиэФrии квад_

ратичного поJrияома с неотрицательными коффичиентами прп неrоlнеПных членах
tTL

Z ar G- ri) *.Z бir r; trK + ттlLtъ ,L=! J.K' J (ril'
ai,81K>O, L= tjn, j= IП., К=2,rtъ.

К1 - 0.

(t, Ki)
(ш),

где

l22l
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3аметшм, что по лемме r иэ [3]t эадача минпмrэацип квадратхчного полинома с

коффщхgfll6ми проt{эвоrщlого эllаIа свqдится к здддче (22).

Дапее нам потребуются некоюF.е рез:rrътаты раОот [В] " [SJ, относ9щл_

еся к эадаче о верlлlшноfi упакоэке. Перефорrулируем их в виде леммы 3 для эа_

даrrи о верlлrпrном покрытпи.

3аrrпшrспr эаддчу о верщпнном покрытии в следующем виде:

уа СiЧ;. + mLl+ , (2з)
Lev 'ow Q),

lbrlj>l, (i,jlel) l24l

li>Ol LeV, (25)

Trctт,t}, LeV, (26)

"д., V - множество."рr*, Е - множ€сгво ребер некоторого неориентировая-

ного граф G = (V, Е) .

Л е м м а 3. а) Сушrествует оптимальное p.r""n" (7r) эадачи (23)_
(25), облалающее съоfiством It ' tO, t/z , lJ , L ' ir!б) Пусть tTi l _ on.ir-.*"* *r"rr" эадачл (23)_(25) такое, что

Ti.{o,!|.z, tTi LcV . обоэначим Ig=[Llii= Ct, С= 0t7
Тогда существует оптимаJъное р'енrc (Цt) задачи (23)-(26) такое, что

Yt 
: е для всех Le I g, С= Lr!.q.

рассмотрйм эадачу о мшнимаrьном покрытии, эквивалентную эалаче (22):
ftъ

.Z а, u; + /:..tiK uIjк -+ mLfu . е1,L=t jZ"u" J^ (ui.,1nii'

tt/j+uK+цIiK>lt j= tlt, к=ф; (2s)

ll;, IlIiK > 0 l L=|ru, j = Цк- t, К = ф ; (29)

|lLl йjкG{0,!|, L=T@, j = iТZ, к= ф. (эо)

Т е о ре ма 1. а) Сушествуй оптимаrьное решение <iil,Фi_l
эадачи (27 )_(29 ), облqдаtощее cBoflcTBoM

Йi,irire{0,1/z,1}, L=Tfi, j= t,K-T, к= m. (з1)

б) Пусть (Йil , (frj*^) - оптимальное реrление эадачи (27)-(29), о6_

ладдDщее сэоfiствоrg tЭrl. Oub".""r 12 =tilili= L}, С=Or7. тогда
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| "r:."r.:"т 
оптимаJъное решение ttlil , 1nfi задачя (2?)-(ЗО) такое, что

l tli= (,, есм Le Ig, 0= 0,!.
Д о к а э а т е п ь с т в о. Из леммы 2 вытекает, что эадачи (27)_(29)

и (27)_(3о) сводятся соогветственно к эадачам (з2)_(34) и (32)_(35) СЛо_

дующего вида:
m.

,|roror-,ПBir 
(tj-* 4*, ,) *,#,i#_, 

, (з2 )

(33 )

(з4)

(35 )

зi+tjк>t
з^+ tjr > t
t'ir* t1* > t

j=Tf-T, к=ф,

Зi,tt*> 0, L=Tfu, j = ITT, к=ф, t,= 1,1,,

5i, tj,*e{o,tI, L= ТП, j = Т, rТ, к=ф, С= !,2,

причем если

(35)), то

tзll , ft:;) _ оптимоJIьное решение эадачи (З2)-(34) ((32)-

4 = gi , йj* = tjX- tj;

L=Ф, j = iFТ , К= m,,- (з6)

оптимаJIьное решение задачи (27)-(29l. ((21 )-(3о)).
Утверя<ление n. Ъ' 

""по.р.дственно 
вытекает иэ вида форr"тул (36) и ут-

верхФения п.'а| леммы 3.
Пусть выпопrены условия, сформулированные в п."б'. Нa основанип приз-

нака сводl|мостt: допустимое реrление tТ| l , tiii l , полученное по фрмулам
(19)-(2О) из оптимаJтьного реluени" (Й,-i) , (Йi i _.1о"ч (27)-(29),_ яв-

ляется оптимальным для задачи (32)_(34l. n."-.X"?, i: = Гri, ii, lji е
eto,|z, 1}, L=ф, j =F, К=ffi,, l=Ф , '9-n" 

п.'Ъ1 ,,.r,*,
3 поrryчаем, что существует оптимаJтьно" р"rе"". (jf) , G'j'K) задачн (32)_
(35 ) такое, что

3i=e ,если ieIg,C=0l!-
С лругой стороны, по лемме 2 можно построить оптимаrъное peltJeниe (U,:) ,

ШI;к) залаr" (27)-(ЗО) такое, что Ш'l = !Т , n, очевидно, оно бупет

обпадать требуемьми съойствами. Теорема докаэана.

-7,
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ý 4. О посгроенвr ншоrеfi оценки минп},rума

квадратиlдlого поrlпнома

В [rrZ] рассматрtвалась эадача минимизщIии квадратиrшого поJIинома с раэдеJrя_

ющимяся перемеflньIмх:

,tr+i а- r) - 
Ё,rj(!- yl *

r 
а ё,ОчLLуj

_+ ПL LtЪ ,tril, (ti)

где tr,%,htj >0, L=ф, j=T7.
Покаэано, что мнная эадача сводится к эадаче о мшнимальном раэрезе и, следо-

вательно, Еляgгся эфектlвно решаемоfi.

В этом параграфе мы построим сведение эадачи (27)-(29) к задаче (37).

Оптимальное эначение целевой фlrнкчии эадачи (27)-(29) обеспечlвает хорошrую

ниr(яюю оценку мияи]чfума квадратшчного поrrшrома (22).

Т еорема 2.3адача (27)_(29) сводитсякэадаче (З7).

Д о к а э а т е л ь с т в о. 3аддче (27)-(29) посгавllм в соогветствие

задачу о покрытии вша:
пL

' /,, Г|rаi( р! - р|) - Prti* Qjr * ?1*)J ,*

_J> tLLtъ , (38)

Ф9 (ъti'
!,

Р; |,j- lrfl- t , К= 1+ trfTL 
1

*P:r

(37 )

(з9)

ri -rirrЙ*>t, j=7,Б7, K=j-IJ,L, (4о)

р!, Й-c|o,t|, L=TП, j= Tfl, к=|@, l= !,2,lцt|

На оснсванип n.".' теоремы 1 к ограяичениям задачп 1271-129) мохоrодобавштъ

tLttйjKe{o,t/L,t}, t=ф,, j=й, к= j@" и2l

Рассмmрим отображенше иэ области (39)_(41) в область (28), (29), (42):

ltL= n/l, (ei - pt), L= цtтL i (4з)

) t, J=

шj* = 'll,Qj** ?|), j = trИ-t, K=J+ lrrL l44l
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Проверим дотrустимость. Ясно, что U; , UjK е {0t tlz r 1} . Крометого,

имеем

uj+ uк+ цIjк = ,lz(rj r р| * qj)r'l/pi r Pi, t Й) , t
значения целевых фнкчий {27 l п (38) на соответствуюtлих по формупам (43),

(44) лоrryстимых реrшениях совпадают.

ПУстьтепер"(1t),(аjlJ-допУстимоеРешениесистемы(2s),(29)'
(42). Положим

|IL= t;
Цr= t/2

1lL= t lz
фL= 0

1,".ли tii*=1;
rnar.Ll,!-i,i - pll
mаr,{0,I- р;- рil
Р,если йiK--0.

,е
Lр

Q|*=

f , если

l , если

0 , если

0 , o"n"

, t= 1i
,L=2;

, если

, еслll

Uj*=!/2,t=t;
lrlj*= tf 2, t.=2;

(45 )

(46)

этапов.

ОграничениЯ (э9)_(4о) несложнО проверитЬ перебороМ всех случаев. Пусть,

,,o,,on,"o, tli: 1ll,, 7Ly= 0, Uj*-1/2 То"о, Р:- t, Pi= О, .Р!=0,
Qj*=0, i.fr=t, С= !r2, и 

"пра"едrtt{вость "ер."Ь"."в 
(з9). (4о)вслу-

""" 
.u*n* j и t( очевипrrа. НетруляО покаэать, что значение целевой функчии на

ДОrТУСТИrч{Ом решении задачи (27)-(29)не мечыце значения целевоfi фнкчии (З8)

на соспъетствующем, согласно формулам (45)-(46), погryстимом решении эадачи

(3s)_{41).
Таким образом, выполнены условия при.rнака сводиNlости, и, следоватеrьно,

задача (27)_(29) сводится к задаче (38)-(4r). Для заверцtения доказат€льст_

ва остается заметить, что по леN,tме Z из [З]l задача (3S)-(41) сводится к

задаче (37 ).
Из докаэанной Teopelьr и теоремы l работы f2] вытекает, что эадача

(27)-(29) сводится к эадаче о максимаrlьном потоке в вулольной сети, имею-

u.П |1n внутренних вершин. Таким обраэом, если при понске максимального

потока lrспоJIьзовать алгоритN,t Карзанова [r r] , "о трудоемкость построения ниж_

ней оценки поrlинома (22) будет 0 (m3) l трудоемкость построения ниllо{еfi оцен-

ки r.вадратичного полинома обцrего вида соответственно 0(m'* Р3), .rc ПL
число переменных, Р 

_ число нелинейных членов с отрицатеJIьными хоффичиен_

тами.

ý 5. Алгорптмы рещения эадачи (22)

Рассмотрим следующпй приближенный алгоритм, состояцrий иэ дDуr

На пером этапе отыскивается оптимаJьное решение <iil , ttri1
чп l21 )-{29), обладающее свойством (31)

) эада-
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На втором этапе полагаем

tIL
1 l если

0 , есJIи

20 t

=0l
ilт
а*;v

r если

, ecJE|

fr|*, о ,
ili1*= о .

Оlевидно, "rо (Йi) , (fili- допустимое р€шение задачп (27Ь(3О). В:а-
честве приближеrшого решения задачи (22) берем буriев вектор Li= t- U; ,

L= trm, "

оценtrм Totlнocтb аJIгоритма. обоэначим эначевия целевоfi фнлчши (27) на

решениях ttril ,
ватственно 9', Ф

(Йrii . (i,r) , tЙiк), и оптимальшом речJениш.соот-

n Ф'. 3начения no.,,n"ol. (2.2) на прибrчrженном рещении

!,il

{t
йj.=tо

tii) и оп?имаrtьном реlлении

Тогда, поскольку Ф', {= р
т_ . ý-. б
р*,-'Ё, ф ",

В [rO] приводен пример, показывающиil, что эта оценка неулучшаема дбже в

частном сrtучае задачи о вершпнном покрытllи минимальной моU.Еlости.

Т рудоемкость построенного алгоритма определяется трдоемкосlъю пеFо-
го этапа и, следоватепьно, равна 0 (fПЭ) .

Установленные выше спечифические свойства (теореr,ъl 1 и 2 ) задочll мп-

вимиэаIlии квадратичного полинома (22) эффективно могут быть шспоrъэованыпри

построении уrryчшенного варианта метода ветвей и границ дrя решения данноfi за-
дачи. 3десь мы представим лиць краткое схематическое опlсание этоfi молпфика_

ции. Ниlюtяя граница lla каждом lлаге аJIгоритма находится пat рецJенttя задаilи о

максимаJlьном потоке в дDудольной сети. К rrей сводится эадача (ЗZ) (см. [З]).
При этом мы попучаем оптимаJьное решенпс задачи (За)-(41), а иэ ного, по

формулам (43)-(44), оптимальное решение (il*il, (Йii эадачи (27)_(29).

Если это решение булево, то вектор Х|= t-Ъt , t= ф, ,являетсяоп_
тимальньм решеяt|ем b"oo*n (22) на рассматриваемом подмножестве. EcrM же

нет, то, на основании п.'Ь'raоро",ы 1, прлl пероходе к следующем)r шлгу (BcrTy-

чае сдносторонllего ветвления) мы можем эафиксировать все булевы компоненты

вектора U- ilit , суцественно сокращая тем сам'м количество просматри-

ваемых подмножеств допустимых решенt{й. Укаэанные фкторы, а также плотная

нижllяя граница обеспсчиваtот знач}tтеrьное уr\rсньlлснис числа lшагов алгоритма

пс сравнению с и:rв()стными ранее реалиэациямп [l , .Т].

Пrrс,гуltlt:tа в род.-изд.отдол
,| :rlapTn ]..98.1 г.

обсlэначпм сосутветственно

F-'Ф,имеем
р р*

н
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