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i
В [2] на основе t, _раэбиеншя введен в рассмотревие клсtсс вполне регу-

мЁьй, отсечешшfi Т'ti) r даны необходимые и достатоtolые условия пришадrtеж-

ности лil}tеfiного неравенства этому классу. покаэашо. что он обладает конечным

числом пороrкдающих, поrц/чень1 ниrtоlяя и вершrяя оценкв чшсла итерацt{п дrtя про_

цессов. основаяньц на вполне реryлярlьц отсеченшях. Даrпая работа посвflдена

вопросам сравненшя отсеченttfi этого класса и осhваняых на нпх аmоритмов.Крат_

кое софчrение об rrзлагаемых реэуJътатах имеется в [r]. В работе покаэывается,

что в fJ1!), в отллчие ог его подкJ!асса I til r пзучавшегося в [З], нет

'самого сшльного' огсеченпя, одяако некоторое расtлир€нше Т'ti) (замыканпе

соответствующего конуса отсечениfi) содер)сlт колlеч}tу-}о совокупность, облада-

ющую укаэан}lым своRством. Устанавлlfвается, что rшобоfi иэ рассматриваемых ал_

горитмов по числу итераtrшfi не быстрее чем процесс на выделенноП совокупности.

Аналогшчныf, реэультат дrtя кrвсса Т (7) был parree получен в [4].

ý 1. Впоше регулярные отсечевшя

,3

t

В [t-a] для исследовашшя двоfiствешных процессф огсеченllя пспоrIьзуется

понятие ! _отрезка как элемента t _разбиения пространства R&, т.е. разби_

ения на классы эIвиЕалентности слеryющего типа:

"f **" целочислеrtная точка Ъ обраэует отдеrъньй класс (|) i

6) нецелочисленные точки t, и } а<вшалентны, если Ч (L) = Ч (У) ,

[rrtrl] = L!чвlJ,LL= lt, L,[,. ,Ч(rl-t. гле Ч(r)= ttLLfu[L:xL+

*fur!l L= !l,.,,fu|.
Пусть ZПrt - мноr(ество ьсех tl-l,tерlых векторов, у которых пеFвые

j коорлияат целые ( J фшксrrроано), J2 - выпуклое замкнутое множество

иэ хуба

, 1"=f":01trLltrL-!,.,rll.
PaccMmprrM задачу отысканпл лексикографrrческш макспмаrъного элемента

мно).(есrва ЛПZП",
| 7.r = (rrпar(tl п Zl,t). (1)

Прелпоrrоlхrrх, что i, = lrrtcalý " i Е. ZOrt. В прочессе решенпя эqдачш
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(1) двойственньlм алгоритмом огсечения из JL непременно долllg|ы быть ltc-

ключены точки дробного накрытия, т.е. мно)a(ества

fI*={r: rеЛ, r>L Vzc{Lnzor}.
Люtейное неравенство

п

ZYi rj,yo (2)
J=7

с вещественньlми кофшrиентами 'ti , j = 0r!r,,,rrL, наэовем впопlе регу-
пярнь]м отсечением (точки I ), если:

l ) оно исключает """, ! -oтрезок [; куба -fr', "оо"рощлП 
точху ! ;

2| (,t, z) 4 tO для rпобогО 7,е Л''п z:,t такого, что rt 77.
Мпожество всех вполне регулярньц.отсеченшй (точки r ) обозпачш,r через

T*ttrl . Введем в рассмотрение множества:

tro(b = tj, ij = 0, j = t,,..,Ч<Е) - tl,

tr+cil= tj, ij = r, j = t,,., lч(rt)- tl,

trl @ = { к: кr lrсi-l, к,, jl, j , ro@) .

Теорема r [Z].Кп""сотсечениЛ T\7l совпадае,т с мцожеством

всех неотрицательньIх линеfiньц комбинациf, слеryюlцих неравенств:

j. T*Gl.;
j е J,ocil;
:-JCJo(r)iIK,l!@l

x;+t,
-Ij,0,

rк+ xj <l[!O|,

r'K+ Iч(ft) rlJ;tПll ,

(з)

(4)

(5)

(6)

3

Z
кс lr(i)

причем последлее входит_в эти комбинациш с поrrоllоlтельным коэффrшшентом.

Обоэначим через T*<:rl множество всех HeoтptдtaтeJrbнbц lтoleПHbx хом-

бltнацrtй неравенств (З)_(6).(Множеств" Тr(ft) огrIпчбется от Т*Сil тем|

что rlepaвeнcTBo (6) может входитъ в этrr комбпнацltп с нулевым коэффпчшентом.)

Нетрушrо вшдеть, "rо Г*(r' являgпся замыiлlпем мяожества Т'(Е) в €в-

клидовоfi метрике. Элементы Гr<Пl . как и эJrементы T*(i) , Фдем шаэы_

вать отсечониями.

Опишей дDоf,ственный процесс огсеченшя Т*-" решенця эала,п (1), ос-
яованный на отсечениях класса T*ti,.l .

Прочесс Т*.
О) Полагаем 9(')= l} , К= ! .
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1) Находим а(К)= аrпаrj2(К) . Если аGla7П,t nn" !|(К)= ф ,

то процесс эакаячивается. В пе5вом сrrучае поrryчено оптимaчьное решенпе эада-
чи (l ), во втором сrryчае решения нет.

2 ) 3аменяем Л(к) ". fr(K) путем ,,скJIючения иэ текущей системы ог-
раничениR некоторьц отсечениfi. При этом должно выпопlяiъся условие rЦ' =

= (rL mаL п<ц.
3) Строим конечную совокуlшостъ отсечений Г(") Е TI@(O) ,

;п{К)л т*@(Кr)+ Ф .

4) Присоешняем все лияейные неравенства совокуtlности Д(К) * огранхче-

нl]яьl эадачи. полагаем

Л(КОt)= 9(К) п{х: (Y, L) t lo для всех отсеченшй из Г(*)} ,

(; = (+l, и переходим к чlагу 1.

дналогичлыfi процесс с t{сполюованшем одного впоJIне регулярного отсеченпя

на кождоR штерлlиl| рассматривался в [2], ш для него был поrryчен следуюшшй ре-
эуrrьтат. Обоэначим укаэанныf, процесс Tt* , lЛ*|rl - число t, -оrр""-
ков лробвого накрытия множества Л, 1т| (Л) - число итераций некото-

рой реалиэации процесса Тr' np" o.r""""'J"o""" (t) на множестве Я< З|',
Т еорема 2 L2J.Длязадачи (1) илюбоRреалпэщrиипроцесса Т;

иNlеют b,tecтo соотвоIления

'1, ,Q* l tl , 77,(Q) з lft* lLl , (7)

ý 2. CpaBHeHlre аrrгоритмов

Поставrrlr в сооIветствие неравенству (2) точку Т - (trr,..rf 12Y)
пространства R 

n" . Так как установленное соответствие взаимнфднозначно,

то мы будем отождествлять ,о"*у l и огвечающее ей неравенство (2).

Булеьr говорпть! что совокупность отсечениfi Г' "" 
сильнее совокупяостt{

Г , ""n" 0 g 0' , где 0={u G Q*: Q,r,) atolV7e Г},0'=[tс
€лr: tt'rrl* l:rvl'e г'I . Если Г , г' содеркат по одному огсечснию,

то получаем сравнение отсечениfi, рассматрпваемое в fЗ].
Далее нам потребуются следуюшие обоэначения. Череэ (1 , j =lr,..rЧ{L)-t,

обозначим точкй простра""r"" R 
n+' 

, 
"ооr"етствуюtцше ""*J"""o", 

(3). и (а);"

Y; , je lo(fr) ,-точкll,соотвегсIъующtlенеравенствам(5); J-""p"r.".rby (6).

В [3I был опислl класс огсеченпП f1-1) l содержащtrfi, в частности, от-

сечения $ -алгоритлrа [S] и являющийся подклассом T*til, порожденным

неравевствами {З), (4). (6). Там же было доказаноr что rпобое отсеченпе этого

шасса не сшльнее отсечен}rя ý , *o.оро. рассматрtвалось в [OJ. Лля всего мно-

жества Т'<il это утверждение, вообlше говоря, неверно. Чтобы убешrтъся в

9том, россмотрим следукJrцшR

s
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€

П р lr br е р. Пусть дано Nlнorr(ecr"o Л С Rl

2r,r*2I"+2а, = з;

Zrt +2хч = 3;

Т.r+ Lq = t1

0з&LL!l L= lr2,,3rч

очевидно, Гt п Zh = Ф -1,= Иrtпаr9=(!,0,'lъ, '/") . Тогда

Ч(rt) = 3, lr (i) = |tI, trой, ={LY . Так как множество lol,fr) cocтotlт

иэ едtrнственного элементаt то в обозначенип Y; }iндекс j опустим. Для по-

лученноR ,очкп i, ".р*.""r". ý n Y ltьtеюt вид:

$: х,1+ x,g з !, }; xt* Lz1 t,
Дробное накрытие множества .]О cocтortт из следующи* ! -mреэ*ов,

V ={Х| ; Vr={re l}: 0< at, tI =

= {rе Rф: r=(Е, 2-2Е, Е- |/l,,3/z- Е), t/z. с . ll .

Отсечеlllrе ý иск.llючоет !, -отреэок V' u .у часть [, , дrlя котороП 3/ч .
< t < l . Неравенство t сохраняет [, и полностью отсекает t, -oтрезок [".
Следсвttтельно, отсечени" ý n { "еср."нlr"lы 

в с]чtысле данного выше определеншя.

Pacc1,loTplll"t вполне регулярое отсечение

i = zy+3S : 5L1+2аl,t3цз 5.
Легкll пl>оверr,"", ""о ! отсекает ! ;отрезок V, и часть [2 , дJlя KoтopoFr

5lB a Е < t . ()ледовптельно, ý "u "un""o. i .

ПocTaBllbr в соответствше дробной точке ff е B|L множеств() отсеченшrl Btl-

да (5) rl (6):

Гсi)={S; V;, je locil|.
Т r-. cl 1l о b.l а 3. Любая конеlшая совокупность отсечен]rrl KJla(:ca Г'tПl

tl() с]l.:lыlее с()вокупности Г til .

Д о к;rэатель с тв о.ДокаrкеNl, чтолюбоеотсеченltе Т классо

T't7,1 не сильнее совокупrlости ГlПl . По теореме 1, l можно представllть

в вtlде
Y(t)-t

т = 
1Т, 

dj Rj *j,Zr,rъFi Yi * 0S .

flycTr, r,ct.lK:l а' .о*ро"я.тся всецlr отaеченllяltlи n. Г(i)
()ll.t \_]i.ii..t,\1u()l)rll)T lt H.-pa'erlcTBaN, 0S, FiYi, j е fu<il

Ja

р

Тогда, orleвltдlo,

. Тдк кок 9с Ь',

ý
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то ш неравенства oLj Rjrj=!r,..r.l<il-l, точкоfi !'"" нарушаются. Следова_

теrьно, а,/ сохраляется mсеченшеr.l 

' 
. 3начит, f ш любая конечная совокуп-

ность отсеченпfi иэ Т' <7l ве сильнее совокупности Г(i) . Теорема докаэаша.

Перейлем теперь к исследованtдо двоfiственного процёсса огсеченпя, осно-

ванного на неравенствах иэ Г(i) Обоэначлм через fo* шоfiственньй прф

цесс огсечения без отбрасьванt|я, которьfr испоJIьэует на каждой итерацtlи все

неравенства совокупности Г(1) , соответствуюrцеП оптпмуму текущеfi непрерьв-

ной задачи.

Л е м м а 1. Пусть точкш I', r,n е Вfu rre эквивалентны.п 
't 

> r0.
Если a,f отреэается некоторым огсечением шэ Г (а'), то совокупность отсече-

ния l' (I') не сlrльнее совокупности Г (r") .

Докаэательство.Пусть

f,* {r\ ={K,,...lKp,Il tro(tr,) = Ijr,..,,jg,l .

Так как точка 1' отрезается некоторым отсечением из Г В') , то Y (х,')е

е J:+ (rl). Из условия rl | 1g " слеryет, что

ч @|) = |(r',r') = rпLп{t : r,t_ пt, L = lr ",,tLI.
3начит,

Е

е.

f,otro)=Ijn,.,rjyl ,

r+@')={Kr,.,,lKp'Il
Обо.эначим элеN!енты множеств ['(х,'; ч Г(r') соогвегственно череэ у; ,

j.Io(rl),ý " Y; , jef,6(r'\1S' ,В силусоотнощенияме).oу мяо_

i."r""r" tro@'l "'7о{r")получаем, 
*- YrI совпадает " Yj,, j е Jo@I,

Неравенстъо ýfl иrеет впл

р'

Er"Ki+trKrl*r'P
Для t , ? ".гоч""r"о Yj, получается сложением неравенства ý'" ,р"-

виаr|ьньмtl ограничениями вид6:

frK<tl
x,jt1 t.

*ril'\tKn,...,Kp",t!1

А o'сечение ý' ""r" 
cyl\l'a ý' " 

,"р"""".,"

X,kL1! , L = P't 2,r",rР'1

Хq65Зt.
отсюда вltдно' что любаЯ точка !, "" S ", уоопar"оряюtцаЯ ВСеМ НеРаВеНСТ-

Bar\l иэ Г ft") , будет сохраяяться rшобым огсечеппем "" Г (tr\, Следоатеь-

g'. g'i

Р'. Р'.

la
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tto, совокупность отсеченпй Гtф не сиrьнее совокупвост" Г (r\ . Лемма

докаэана.

Л е м м а 2. Пустъ Х=t"ё'!!_, _ последоватеrrьность, порождае_

маяпроцоссоп, Тr*, У aД: _нецелочпсленнаяточка " чЬ"'r'_|*
некогорого Р, It, .. .r0-1}. То"л" rпбая ccBoKyrrнocтb яеравенств ". Т'(Т)
отсекает не боrrее одноfi точки |'u' l,t ' Р .

Д о к а з а т е л ь с,т в о. Прелположt{м, чт9 некоторая 
"*o*ynro.." @

неравенств "" Т'(У) огсекает точкП хР') а аФЧ , РaР', ро .Се
"о*у*о"r. ý "" "-"n""." Г Чl . Следовательно, точки r<Р'! и 1(P'J *_
резаются совокуtцtостью Г Bi . Но тогда, по лемме 1, 

'(Р" 
,|скJшчается

некоторьм отсечением ,"o*J"r" Г (rФ") п не можег быть членом последо_

ватеJrьности.)( , что протнворечит прешIолох(ению. Лемма докбзаtlа.

Т е о р е м а 4. Дttя реlления эадачп (1) прочессом Т; потребуется

итераций не больце чем для реrденшя той же эадачх проrr..со, f *.

Действrrтеrъно, совокупность огсечений, построенная по rпобоf, то.пrе У .

порох<ДенноП процессом Т1 *""*."т, соглбсно лемме 2, не бorree одноfi точкu

f,, послелватеJIьности Х , У ts L . Спедоватеrъно, процессу fsпmреС,ует-
ся птераций не меньцJе чем процессr Т; .

Чтобы проtlллюстрпровать полученньй резуrtьтат, верrrемся к рассмотренно-

му выше првмеру. !ля решlенпя задачи (t ) на пршведенном в примере м$ох(ест-

ве Л процессом f i, пспольэуюЕlrlм Torlbкo отсеченпя ."о" ý , беэ отбрасш-

ваяия отсеченшfi потреб)rются дЕе rlтерации, так как процесс регулярен, lЛr/
ll = z и на пеFой итерации t -отреэок ytr искrточается не полносгью.

На речlение той же эадачl| процессом То* *уrоr" Jltlцtь одна птерщJlшя: сФокуп _

ность Г (i) состопт из двух ".ро""..", ý " Y, " каждое вэ них пскJtоча-

ет полностью по одному из дDух t, -mреэков, образующих лробное накрытше

множества Л ,соответственно У, n Yъ.
3аметим, что совокупность Г G) является мпнимаrьным множеетвом в

том смыслеt что для Heкoтopbtx задач (см. прпмер) нпкакое собственяое подмно-

жество ГСI) не булет 'самым сиlьным'.

Отметим еце! что гrryбиrrа любоfi совокуrшости отсеченпй "" {l|i1 , т,е.

количесгво раэJtиtlяьц S -mреэков лробного накрытия, исключаемых этоЛ сФо-
купностью, не больIле числа j целочисленньБ переменных задачи (1). Это

вытекает шэ вида ![ -отреэковr когорые могут быть огсечены [е]. Слеловбтеrь-

но, дrtя процесса остается справедrЕвоfi вп)|оtяя оценка вша (7).

Посцrпшла,в рэд.-изд.отдел
23 октябр 1984 г.
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