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вЕрхняя оцЕнкА чt{слА рЕгулярных отсЕчЕниЙ
ДЛЯ ОДНОГО СЕМЕЙСТВА ЗАJИЧ НА КОНУСЕ

АДJ(олоколв, Е.В.Цепква

Прil исслелованиrr лробных аJrгорптмов огсечения целочпспешвого программtl_

рования (ЦП) в [r, Z] испольэуется спецlrаrьное разбиение (f.-раэОиЬнше) до_

пустимоfi области соответствуюIчеfi непрерывной эаддчи. На его основе получены

верхяяя otreнKa числа регулярlых отсечецпй, требуемых для решешия эадаtlll lШ
(в общем сrryчае), и них<няя оценка - дrtя одlого класса аrrгорптмов булева про_

граммировalния.

В данной работе укаэаrrныfi подход применен к аяалllэу одвопараметрпчоского

семейства задач llП на конусе с параметром в правоП частп спсгемы Jтоlеfiпьв

ограяиченrfi. Построена верхrrяя оцешка чисJIа регуляttlых Фс€ч€нt{П, обпая дrtя все_

го рассматриваемого семейства.

ý 1. Реryлярlьй процесс огсеченчя

-пПусть Z - множество всеr( й -мерых целочпслешных BeKTopoBr ý} - .",-
пукпое эамшrутое множество 

"" R', шмеюtдее лексикогрфпческп *iаасшмоrъЕМ

элемент f, , пр"".л. i е Z" . PaccMoTpr* слеryюш{rю эадачу [П: ваf,тп лек-

сикографически макспN,rаJrьньй элемент }дlожесlъа J) Л ZD , ,.a.

z* = htrпаr (9 п z't) . (1)

При исследовании дробных алгоритмов отсечевхя особыt интерес пр€дсгавлпог те

точки иэý,',**ор"rе доrtжны бьtть mсечесrы в процессе рецrешпя заддчш (1), а

именЁо:

.гд*={z, re Я, trtL Vzе 9 ПZ"| .

3лесь } - энак лексикогрфичесtrопо сравненшя. В даrъпеlщем -rо*"ar"О ýД*

назьва€|,гся лробньь,r накрытпбм. Всrпr lL ПZ!= Ф , то, оч€вдддо, flr=fl.
Нетрулно также показать, что для rцобого Р € Zn " ýL'= J2 * Р rм€!от

место соотношеншя:

rlQ'*=fД*+Р ;

2) ecrвr х'= hl,пал,(SrП 7L) r,* 1'* р = hппоrбL'пZfu).
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для изучения регулярого лробного процесса отсечевия нам пmребуются но-

которые сведения об / -раэби"""". f -раэбиение множ€ч,ъб Я ( R'l опреде-

ляется следующим обраэом:

а) каждая точка r е Zn образует отдеrьный класс раэбиения1

б) нецело.оrсленные точшr .f, п у эквиваJrентны, T,n-! , еслuч(х) =

= Ч(ltl, Ti= li, L= !,...,VG)-1,[ftq1lJ : [Уq@rl .гrc Ч(L) =

= mLп |L : ri+ Еrь] t L = ll...rnl. Соответствуюцое фактор_мяоже-

"r"о 
o6*"i*". Я1!. Вго .n.r."rы наэываются S -оrр""*ами. Если rl*!

(r>Y),ro i " У неотделимыrт.е.несуществует ZеZП .u*o"no,

что х>z>t
Для побого о"р"rr"че""о"о ý} множесгво ý/ У является конечяьм. От-

метпм также, что если Р € Zfu , то (ý*Р) l У = ý|t,+ Р .

Лияеfiное неравенство
|L

ZY,Iiafo
J= t

с вещественньми коффшrиентами tj , j = Ч!, . ,, ,lL , наэьвается ре-
гулярным огсечением (точки !, ), если вьtлолнены следующхе условия:

1)(Ylr)>'lo длявсех LеV7 l
2l U, il 1 t0 дJlя всех 7 с 9пZП ,

где V; - )! _отрезок множества -О . содерlкачrшй точку fr, .

Процесс Ю
о) Полагаем _ГД(')- ll , t = 1

1) Находим rft) = eer mаХ. lilФ) . Если либо аft), VП, nnBo ý{t|- Ф ,

то процесс эавершается. В первом сrryчае лоJт_учеl.п оптllмаJlьное реtление эадачи
( 1 ), Ёо втором _ решения нет.

2 ) 3аменяем оФ) "u 
_0(t) nr.", искJtючения из текущей системы ограiи-

ченшй некoторых отсечений. При этом доJDlо|о выполняться rt = lеr пLаЛП(Ч
3) Строим регулярное отсечение (Т"', Х)< Toft'
4) Присоепшяем полученное огсечение к ограниченпям эадачи, полагая

,a(t+O = R(t) п {r: (уё), il . ,/оФ} 
.

Переходим к слеryюIчей итераtии на lлаг 1, L: = L+ t .

пУ.rь J9 (fД) - макспммьное число отсечений, хспоJIьзуемых процес-

"ou fo при решJении эадачи (1). В [1] в терминах !, -раэбиенияпоrryченаверх-
няя, оценка для 19 (.а) .

Т е о р е м а 1. Для регулярrrого процесса отсечения 9 и задачи (1 ) с
ограниченвым дробным накрытп€м ýд * ипrеет место неравенство

r" {Лl . l л, lt,| . (2)

t

а

a
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Эта TeopeMat очевцдlо, остается спрвелrrtвоfi, ecJm условие ограяшчевrtостш

эаменить бопее слабыlr требсэавием вонечностt{ 9, l ! .

9 2. Исследоваrrие сем€fiства эаМч на KorrJtce

t

Пусть Д -целочисленная (Пх2)-матрlща, dеtД+0 ,6 " d,-o*
лочисленные ?tr _векторы. Дпi параметра z\ е R опредешм *оIrу" ( )^ : {Л:
Дr < 6 " \OtI . Препполошrм, что саществ}rеrг 7,)) = hrtоаl.Ке.

Легко 1,вплеть, что тогда цаfiдутся i(D = {еrmаr(lлrr" ""е* ДС R.
Рассмотlпlм спедrюшryю эадачу lIП: паfiтв лексвкогрфическп r..дкспr,iаrъньfr

элемент I,x'(^) Nлох(ества К^ П ZD , ..е.

ч'(l): htrTlar(K^n Z"). (з)

[ля фикспрсваrного } 9та эадача Еляется частньш случаем эадаttи (1), по*
тому для нее справедIt{ва оценка тппа (2) прп услФпш огранцченвосr" К } :

r.л (K^1.|K} l У| . Веrпrчrша l[l lЦ эавпсит m ) . нпrrсебулетпь

9троена верхrlяя оценка числа рег}rлярных отсеченшfl. обlпая д]tя всего семеf,съа

эадач (З) 
"" **у.* (i, ,l е R , которая не эависит ог зrюго параметра.

Отметим, что прц сделаяных выrле предпоrrоженшях Z' ( Л) суцесrв}rют.

Переfiпем к построенtдо укаэанноfi оценкц- ПorrolcrM Ф (l) : lК\ l 
'l 

ш

наfiдем Q jrпtп!9,q>l,QеZ,9феZ, j= 1,, ,fu| ,

где d; - j -я компонента вектора il, - Д-' ol,, j=|r,..rl!, . Ясно, что

Q 1 |deL Д|- . Огr.rп, ряд_ свойс.lъ эадачп (3):

а) Е(д): rtol+^i i nб),l=i0, LeZ ,To.1 iieZO; . 
^rj) для rпбьв А,у е R, шмеег.место К 

t*/ 
= N^t |d, .

Лемма 1.Дляпропэвоrrьных L€Z " ieR справедtиЕысо_

отнощешttя:

Klt'*:Kl -LQa, и,

L'0* i0) - х*а) * LaТ, (5)

Ф(,l*i0)= Фr,ll . (6)

Д о к а э а т е л ь с т в о. Равеlrсrъа (4), (5) следрют из своfiств'а'-Ъ'

эадачх (3), челочлсленности вектора La а п своfiстQ сЕFа ва gгог Berтop.

иэ (а) " Laa е Zru "",r"""", K!-LalX- K:lt,* Lal, , огц,да

поrtучаем (6). Леr,п.rа докаэаша.

Таким обрзом, iвllду перrrодFilrстш Ф(^) , достаточво шсследоваlъ ее длl

,\ С tОr 0 ) . Нам необходимо искJtrочить схтулlпш, когда Ф(l)= tоо.Это
достшгается выдэrrением тех коц}rсов, для которыr( К] *о.rr""arо прп rпобом ,\С R .

a
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Д""^!€R'L введем в рассмотрение конус КtУ)={r: Дr<!} .П"-
ложим i.tyl =.Соrmа*Кtуl, i,rty) = Цпаr(Кtр п ZП) . Буаем

"оор"1"] ].о К(У) заостR.н по !,, . если Й(У) 2 It - 
дrrя всех rеК{у),

а f rtР . Например, если Io= (СrХ) имеет единственную точку макси_

мума на i,o,,y"" Д'r, Д 6' (в верlrине конуса), то легко видеть, ".о. ftn"
КОНУС ВИДа 

Хо - (crt) < 0 t
д'r < 6'

,

r}

является заостренньrм no Хо
конусы K(y'l , !'. Rn

Так как

Но это протtворечхт ограяиченности К, (

Таким обрэом, для ограниченностll

Отметим, 
"rо 

."rшп К(/) заострен по Lt, то все

, также обладают этим свойством.

Л е м м а 2. Дробное накрытие КrЧ) огранпчено для rшобого !, R,"
тогда и тоJIько тогда, когда конус ((@) заострен no Ll .

Д ок аэа т ел ь с тв о. Пусть ((@) заострен по Lt. Построиммно-

жество

Rql = {r, rс Ktp t It ) ii tyl| .

Ясно, что К r$) <_ К tYl . Покажем, что i, tYl ограяичено. Преаполоlким

противное. Так как К(1!) выпукло и эамкнуто, то в нем наfiдетсs луч вида

Л -- {u: lL = itylt ),t , Д >о}

с направляюrцим векторо"' t# 0 r которыfi ле*ит. К(0) . Поскоrьку irЧ)'
'. TrtY)+ trtt '. i', tY) дпя всех А > о , то tt=o. но это проти-

воречит эаостренностп по L1 *онуса К (0)

Пусть теперь К, Ч) огрдIичено,при любом У, Rro . Выбере- 
У = |,

для когорого i.,tYl ороо"о" (это, очевидtо, всегда можяо сделать). прейо-
ложим, что К (0) не удовлетворяет условию эаостренностп по |,, . Тогда в нем

наf,детсявектор L+0 ,укоторого tr>r0 .Ясно,что |1 неможетбыть

положитеJIьньм. 1ледоватеJIьно, tt= 0 . Но тогда " Ktll содержится ,ryч

вида л-
i={u: IL= itll + )L, i > 0}.

U,= itфl , ii фl
лл

дrrя любого U е 1" , то Jl С Kr( )у
a

,
к

)
д
I

. Лемма доказана.

достаточно потребовать выполяения

условия заостренности по L, лля ( (0) . В этом сJryчае Ф (Л) a + - дrlя

всех ,l € [0, q ) . Так как область значений 9 rrl лежит в Z+...o она

прпнимает лиlль конечное число раэлtlчных значениfi на этом отреэке. Следоватеrъ_

Bor сущесIвует лпот Фrl), Л € [0, q) . Отсюда и из теоремы 1 вытекает

Т е о р е м а 2. Если конус К(0) является заостренньм no It. тодля

реryляFого процесса огсеченпя 9 и rшобого i е R имеет место оценка
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?

rоЩ^) < m_аL Фtуl. (7)

уе[O,Ф

Есrш параметр } прЕlпмает rшrць целые значения, то максиtltум в (7) де
статоttrlо вэять по JИ = |rt r.. . , а- t . В некоторых сrтучаях вместо усло_

вия заостренностп по t; можяо испоrъэовать более слабые. В частности, еслш

6 = 0 п )t е Z, то Ф(rl) a + - обеспечвается ограяшченностью лроб_

ного накрытпя К! . О.r""им также, что имеются семейства коЕусов мя Ie Z ,

)r когорых своПство конечносги Ki l У не переносится Еа все множесIъа Kl lY.
В эакrпочение рбссмотрпм числеrоlьй пример. Пустъ ко"ус (^ эадаgгся не-

равешствами

Tt- 27,L < t0 ,

Lt+ 3х2< 5+ I
-:) ,в=(tl,ilТ,3десь А =(1\t

4 =1o,t)T, |dеtДl=5,Q=5
опять поrryчаем точку иэ Z'

имеgг вид Ф (о) = Ф6) = О,
i0)= x'Ф)=G,t)T .в сrrучае .f :5
Т,6) = {6) = (l1,DT . Фу"*rrп" ФW)
ФUi= !, а рм остаJъньD( 

"fl 
е [О, qJ

Фq,l =

,Fe(o,zt)u 0,il;
/ч= 2t,Э;
1l е (2 L,rl u (з|ц) .

Так как mаtr Фtуl = 4 , .о лп" решения rшобоfi задачи пэ прIведевяого се-

1 е[O,ý)

меfiстъа требуется не более 4 регулярrых отсечениfi. Всм Д е Z , то оценка

рвна 3.

,2
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