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приБJижЕнныЕ Алгоритмы минимизАlии полиномов
ОТ БУЛЕВЫХ ПЕРЕМЕННЫХ
А.А.Агеев

в рше моделеf, оптшмаrпrшоf, унификации [t] вознихает эадача мltlltмхзацllп
полинома от булевых перемешньй, вида;

aln
Z,riQ-.П,t,;)+.2 ci П aL* пLtL , (1)
!=t - bedj j=пrrt ' ieai @) '

ric|o,tl,i,-t, , l2l

где Cj >0, ai<{t,...,п}t j= |V, 1 { ful< f, .

Воэмохоrы два подхода к построению алгоритмов р€tлеfiчя даппоП эадбчш

точяьй и приближенныl. Точяые алгорштмы рэшеншя задачл (1), (2) Morolo ваfi_

тн, например, . [2J. Все онп пмекуг экспонешlнальнур оlенrу трудо€мхосгr, ч?о

и неудrqительноt поскоJьку этб эадача lrlP_Tpyдra [ЗJ. ПуОlшшrяхl в которьD(

бы содэрlкалg65 ффектшвные прнближенные апгорптмы решеппl з.дачI (1), (2)
с алриорными оценхамlt точноств, нам не иФестнц.

В настоящеП рgботе предлагаrотся п пссл€ryDтся ва аффоlтвrьп прп,бtп-

женньц алгоритма рещення эадАчtl (1), (2). Устаяолэlrц слсryшшо вач€ствсц-

ные характерпстшки этlrх алгоритме. ПервыП градхеllтныt аJtгорпr. rr.coт тру-

доемкостъ 0(t ъ(п t Соgrm))

паrlф;l
J

J - t,f,t

и неулучшаеьfую оцо|lку точtlостl
d,z цl

где

K.t

d,= пza,ol{i , irdj, j , п|+ 4|
L = lrrtL

Второfi алгорrrтм имеет неулучшаемуlо оценку то!постt .tПаО le1l . Фa.a-j.rтlfi
ка трудоемкости второго алгоритма в общем случае совпадает (по поDсдrv) с

оценкоfi трудоемtrости метода эrlJвlпсоrцФ. прIмбн€ншого r rreloтopoa спФrаJD-

Hofi эадаче лиrrёRного прогрммхровлlпя. Отмечцотся Еа Batrlbв часtвь8 ctlt-

чал задаilll (r){2), в которьа, второП аrrгорптм удаепсr реашэоa.rъ с с?цlaсF-

в€t|но меньшеl трудоемкостью. В основе вс€а посtроешпП леrtllт п€р€ход r рaс-
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с мотрениЮ эквивалентнОй задачlt целочисленll Ого линеiiногО ПРОГ РаltlNtИРОВаНИЯ,

обобщающеЙ иэвест}rуЮ задачУ о МиниlчtалЬНОt!'t ПОКРЫТИlt.

ОпределениЯ обчlих понятИй и эамечанИя оlносителЬно используемой терми-

llологии можяо найти 
" 

[З, q].

l. Сиrьная сводимость

Пусть Р " 0 - экстрсмдльные эtrдачtt (r.лассы индивилу]-1ьных эадач (]

чи(:ловылtи исходными дандьiми) вида:

t@) * tпLtL
хех

(Р)

'(у)-* т:i, 
(q)

глс цслевые фуtlкl_tии t " 9 неотрицатель;lы. Обозначим череэ .I } оп,гимаьltос

реluение эадачll Р о Р . Допустимое решение .х' залачи р € Р lrазовем Д -

оптl!мальныIi, Д € R, если

J@') _. о.
J @,)

Пусть Л - алгоритм решения задачи Р , т.е. алгоритм, стаВячiий в соо,г-

пL\т(:твие исходl|tпм данным всякой эадачи Р е Р lleкoтopoe допустиDrое реше-

нис rл е х . оценкой точности алгсrриrrа f булсм назьвать фуlrкчию 2t (р),

Ре Р , такую, чтодлявсех Р€ Р речlение .Х4 является Д(Р) -оптиrа,rь-
ttt,tbt. Оченку точности Д Q) алгоритлrэ l 

"""o""n, 
неулу-чшасI,tоii| еслп для лк)-

бt,tх е>0 n d,c{atPl'PePI найдетсязадача РсР такая,
tlT() Д(р)=d lt

t@") >d-с
J (r9

О п р е д о л е н и е l. Будем говорить, что эадача Р сиrьно свод}tтся

к :}адачо Q , o.n", во-первых, су!лествует ффективllый алгсритtt,t, ставяший в со-
(,твстствие исходнtпм дбнным всякой задачи Р € Р исходные данtllпе некоторойl

зодачи б Q) е q , и, Bo-Bтopbrx, суlлсствует {фектlвный аrч:оритм, строя-

lllий по исходныN, данным залачи б{Р) и любоьту ее 2! -оптимаrьному решея}lю

некоторое h 1Д1 -on nMaJlbнoe решение задачи Р , гле ft,, - строго Moнoтoltнo

во:.}растаюшая функция такая, что h (il = t .

с]ильная экв}fвалентность эадач определяется стандартным обраэом.

Легко видетьl что из сильноЙ сводимости вытекает обычная сводиi\,tость. В

докаэsтельствах сильной сводимости и выводе оценок точности булст испо.пьэо-

ваться более общая формуlпlровкэ признака сволиьrости f4].
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П Dизнак сводимости- Пусть имеются эффектrtвный аlгоритм, прэобраэуюшrиfi

исходнысддllныезадачи РaР висходныеданныезадачи бq) е Ц и

отображения Ч : Y n Х, 9' Х * Y, порождаемые эффективными ал-

l,оритмами и обладаюlцие свойствами

Vy е Y !(чtуD 19ч),

Удсх !Вр@))с!tr).
Тогда задачs Р c"nbHo сводtlтся к эадаче Q. Кро*е того, если У'- А -оптп-
tvtarrьнoe речJение залачи fi(p) l то ЧЧ|) - У _оптимальное реrшени€ задачп

р , и, наоборот, ес,rи al- Д -оптимаrьно€ решение эадачи Р , то 9@),l-
оптимаJlьное решение задачи б (Р .

2. Обобщеrlная эадача о покрытии

Определение 2.Задачу
0

Z C*tK* ,nLLrL

к-! Qri, (uк)

где

(6)

называть ФдэщД эадачей о покрытии.

Легко видеть, что эадача (3)-(6) действитеlъно обобщает обьlчкую эаlrачу

о минимальном покрытии.

Т со рем а 1.3адачаминимиэации полинома(I){2) иобобщеннаяэа-

дача о покрыгии (:])-(6) cиJlbнo эквивалентны.

Д о к а з а т е,л ь с т в о. Покажемl что эадача (r)-(2) сяльно саоднт-

ся к задаче (3)-(6).
Задаче (1 ){2) поставим в соответствие следуюuýrю обобщеннук) эадач}' о

покрытии:

ttL

Z aLi u;2t, j=iV,
L=! J

с[у 2 Ьl*U;, L = t,m,, К= l,C,

Lс,tцс{0)1I , L='|d, к=ТС,

atj, бt, e{o,tl, Ск 2 О, L- l-,лп, j =m, к = 77

-+ mLп/
(чJ, Oг|,Ч)

Zur+йJ )t, j=Ф,
Le d,j

(3)

(4)

(5)

буаем

(7),cj n,
fr,I

J=

(8)
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tj>ut,Leai,j=lVr, (9)

tj>uj, j=Ф, (1о)

UL,|Ij,aj€lт,t}, L= |-,tn, j= tV. (11)

Легко эаметитьt что эадача (7)-(1r) сиrъно эквивалентна эадаче с ограничени-

ями (8), (9), (11) и цепевоft фнщией
цz ъ

cj ц +.Z
J-lLt+t

(?')
j=t

что эквlвалентно

С; tI; + tпLпJ J (u)rQ|,@.i)

Рассмотрим слеryющее отобраrr<ение области (8), (9), (rr) в область дь
rryстимых решениП эаддчи (1), (2):

IL= t-llLl L- jfr. (12)

Пусть (tr1) ч (1,1,) , (\fj) , (W) - доrтустпмые рецtенпя эадач (1){2) ч l1'),
(8), (9), (11), съяэанные соотноцtеяием (12). Убедпмся в справедJrивости не_

равенства
tL1 fu

F,', 
("j -i!;r, D ,rFo,,r,jФ - tlniri) > 0 ,

фшгурирующего в условияi пршзнака сводtlмости. Деfiствштельно| в сиrry (8),(11),
( 12) имеем

aIi > ttLaъ {o,1- ,,ёпr"rl = ,!пrQ, 
tlt) - tln;t ,

j-ф.
Кроме того, из (S) вытекает t-tj a t- ui, ieai, j= 7r1 ,, огкуда

t- uj . 
,Г!*!r- 

ui)l j - ivt,

uj*tlnirl-t>0, j-ф,.
Пусть теперь (!;) - булев вектор. Рассмотрим преобраэованпе, задаЕ}ае-

моэ формулами:

lll- t- &i t L= lft, (1з)

. tIi=ryq?O,r;),j=|vr, (r4)
Leфj



цIi = п@I{o,Enn;-tclil* t}, j= flt+|V. (r5)

Проерим доrryстимость реtления (1l), (\),W|. Огранпчешпя (9), (tl),
очевпшо, выпоJrяяются. Кроме того, в сиJIу (13), (15) имеем

,Т_ .nr, lдIj = ,F Q- r;) + тпоr,{!, F "t- loil + /} >Le*i Leaj . -iec; ' d'

> lail- Z ц+.Z r;- ld;l+ ! - !.- LCd.j ьеф

Прбшжешше аJгорlтr'Бt минимtlзацшrt поrttоlФ{ф oт булоьп переменных 7

Остается покаэать неотрицательность величияы
П1 п

ДеfiствrrтеrъноD в спrry (14) имеем

Fr', 
(', 

,!n, t- uj) *iFo,,r,i{!.iri - wi)

1-п
Ledi

Кроме того, пэ легко проверяемого тох(дестЕа

LL u- 1Тау (|- ri: tj, j = l,nl
Ledi

п
ic о|

rL = mао{0, Е
Ledi

ri- ld,;l + !,} (16)

вытекаег

1,!j = t!*rLt, j= ф,
Таклм обреэом, по прпэнах}, сводllмостп заtlача (1){2) спJъllо свQдхтся х за_

даче (3)_(6).
Покажем, что эаддча (3){6) сшьно сводптся л задбчо (r)-(2).
3адаче (з){6) посгашм в соотDепgIъпе (iэдуlоtдуD задаw мЕlri.rirацих

поrllоlома:
Lо
Z.r*(I-,П .I)*ФZП .хL*цLtl , lLll
к- t ilбiK- t '' j- ! L|оц.1 - (эi)

r,ie !0,!!, i= ф, (1а)

с
где ф>Z Ск.

Kat

Форлqlлами
ъ

F, Л"о=!tr" 
0, L= ТТ ,

",= t'
- ri , есш

t - в прогшвноll случае.

(19)
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Ur = mg-L U; (2о)
Сlбц= !

эададим отобржение областей допустимьlх рещений эадачи (rZ1,118) в область

::у"."r", 
решений ..о"; (3)-(6). Доrтустимость рещения (ll) , (Ид) в сгу-

Z п I;)0j=t Llац=t

очевидна. В сrryчае

'|,I п I;=0
j=t i|aii,t '

сJrедует убешться в справедливости неравенств (4). Деfiствительно, в сиrrу (16),
(19) имеем

? tlL

TnaI,Lo, t- Z аi;шi}-
L=7 J

= mат, {0, z -z aij + t} = 
чf;r,, ?r = О

|TL

L=t

|rс

L.t

е

Zxrt

orj 
'rj

Срвним значения целевых фунщий (3) и (17) на соответствующих согласно

(r9), (2О) допустимьlх решенияr( (Х,ц) " 0l) , (1fк) . В сrтучае

tl,

Z п ц>0j=! Lloij= t

значение фнкции (17) строго боrъше эначения функции (3) в сиry выбора ко-

эффиrrиента ф. В случае
,U

Z П IL=0
J=t Claii= !

дrlя раэности этltх значений имеем оценку

L

Е r'rU -,Пr*= rr,- lIц) = , r[' - 
rП,r. r"L-.TiI!,a 

- r )] > о .

Преобраэование области (4)_(6) в область (1В) зададим форr,4улами (12).

необходимо только показать неотрицатеrьность вешчины

Lъ
Z сr(1I*-.П rt+ .l,)- ф Z, П. х1 

,к=! Llбi*=1 - j.ttlair=t

равноfi раэности значениП целевых фушкциf, (3) и (17). ДеПствительноr в cl|Jly
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(12) и (4) имеем

tlL

Из (5) и (12) такr(е поrтучаем

ur-,t|u= 
fr* 

n, rffiLfu tli -цrr_=tr, 1,1;) + ! =

= 2Гt- П (1- L16;^= 1-

U; )Jr0

Таким образом, сильная сводямость задачи (З)-{6) к задаче (1)-(2) так_

х(е установлена.

Teoper"ra доказана.

Теорема l позволяет перейти на бопее удобный "язык обобrценной эадачи о

локрытии". Для обратного перевода резуrьтатов следующих rryнктов "на яэык по_

линомов" необходимо воспоJIьэоватъся преобразованиями доIryстимых решений, фи_

гурируюlцими в доказатеJ!ьстве теоремы 1, и последним утверкденцем приэнака

сводимости.

3. Гралиентньй алгоритм решения задачи (3)-(6)

Введем обозначения:'I={t, ..,п} , J-{|r,,.lful , К=0,,,,rС},
oL,r= tj, ФLj tl, "Pb=tK, бi*= tl, L= lП. Jlля векторов типа (1|)
буДем также испоJtьэовать упрощенн},ю запись |/ беэ скобок и индексов ко\.по-

нент.

Перформулируем задачу (3)-(6) в терминах покрытий множествами.

Даны конечныемножествлI,r, |( и наборы подмножесо dtr,,,1Фц<r,
Frr..,lРпС К , занумерованных индексами t{з множества J . эrrеr."rп,
множества ( приписаны веотрицательные веса Ск, К е К . Для всякого

К'< К через f,(|') оВозначимсумLrу Z сд .Полмножество I'<I
кс Kl

наэовем покрытием, если lJ а; = /; весом покрытия f/ "...."r., величику
ier'

'(,,Yr,f 
,) . Об.бr"""ая задача о покрытии есть эадача отысt(ания покрытия

r'< I минимаJьного веса.

ПреллагаемыR градиентный алгоритм обобrлает известный градяентньй ал-

горитм [OJ -, обьtчной эадачи о покрытии. Алгоритм состоит иэ lлагФ.

Щ,. Полагаем Io= Ф, ф't=аi,fni.="Pi,LeL и переходим к

выпошению lлага 1.

Шаг N(Z >.!). Если аi= 9 для всех i е 1 , то алгоритм збкбнчи_
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вает рабоцl и выдает peq}rJlb'a' - покрытие 7t = Ll-t . В противпом qry_

чае огыскиваем вомер L'e I r на котором достtlгается

Z _ с*
пLtъ ксý: 

,

Ltdt+Ф l"tl f

ш. попагая

IN _ Iа,,| lJ {L'I, ф|*'= ф\ni' , "р|*' = ЁХ ri, , L = IП ,

переходtlм к выпоrrнеяlrю lлага ъ+ l
Прdлшtешное р€lшение U,t , t| задачи (3)-{6), соответствующее покры-

тш f 9 r определяется по форr,,rулам

(21)

d тпаtr
L€I

{22l

оцепrпr Torшocтb построенного аJrгорштма. опрелеrшь,l функпию НФ) , PeZ*,
равенсlъом

ult =
, еслll

, если

L ф t?,
Le It,t

0
t

H{pl = *, +

6r*u!

t|.z
t-

K=t

обозпа.шr,r через F @rt) значенпе целФоfi фунщпи эадачи (з)-(6) ва до-

пустхмом рещеrrши It , v ; черэз ?r|, |/ l- оптпмбльное решенпе этоП эадачlt

ll полоr|о}l

d, = mаL
L = trrll ,o'j

Т е о р е м а 2. Имеет место оценка

F hl,t. tttl

-=

F (uI, tг)
Н(о поr,

х- ttC

]ъ

z бш.
Lnt

(23 )

Д о к а з а т о л ь с т в о. P.rccMoTprM обобшrенлую эадачу о покрытши с

цеJtФоП фпrrцвеП

CloL
F @,Ф = Е,r* [|rBr* r(Fralilu* * ,t,|Tnr, ,o4)

Ерх прэlош ограяпч€!lпях (4)-(6).
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Нарялу с ограничением (6) введем в рассмотрение более слабое ограниче-

ние

(6')ШLrT" >.0, L = frrrL, К= lrL,

3адача, двойственная к непрерьвной задаче (24), (4), (5), (6'),
вилt:

дrrя всех t, е I
3аметим, что

том этого положим

ч ъе{!,
@Ь,

р:
q,r

.,t,
z= Гt

п

имеет

(25)

'j1

Lz бt*ttK, L- I|rъ,
x-t

Из описания алгоритма вытекаетl что

fl 
"r- 

. cr[i-ne i* н(Ёrа i.i], к = 7-, L l

(26 )

l27 l

(29)

таких, что oL: + Ф .

, - разбпение множества .I, " с у"a-

(3о)

(31)

п

Z ari
J=l J

5j, Lir>0, j = i-,rt, L: !Пl К= П. (2s)

Пусть t =lIt| . Без ограниченпя обlдяости Mo,.."o считать, что 79={t,...

;;"r"' 
n IL=t!, .rЪ} , T=7j .Сцеrъюупроценпязапllсипо-

p:=Z.c*,LeI,
х.р;

9:=ld:l , LeI

оъ'ъ 1
q:

,,=#, jra"", z=ф,

tL*= С*6ц Н(| aij),LeIlKeK.
Je r

покажем, "rо J = бj), Е = (Е i) _ доrтустимое рещение эадачи (25ь

(28). Ограничения (27), (28), очевидно, выпол8яются. Убедимся в справедлвво-

сти неравенств (26). Деf,ствитеrьно, несложно }.вшеть, что с(lЛ О!= di \ d;".
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и поэтому

LLu D лч

I at;ri=E: .Ti : Zй ixi_ g,i_, )
jcT J J z=1 1ed;пd.i' t=t lz

Пусть t/ - "о"бо*rиli 
номср такойl, что ! Д t' * t " ?:' > 0 .Из(29)

и определениО Р| , g? nvron, неспожньlх lllыкладок окончtrтеJIьно поIryчае!чl

t' бL L' D,L

Fro,j 
|, = E,ft (?i - q:") , Е,i (l,i - gi" ) ,

-lt
. 
ё16цrr E,(gi- gi-'l/ g.i .

aii:

= *,й# =Zj,=jcJ J

t
, 
I*t,* cr ZrИtNil - н(9!")1=

= Z бi* ск Н(ZкеК ' jeT

Далее, с учетом (3О) имееьл

ёzz j,
l=t jed|, J

t

zксК
8шii^

_Y-ь р: =: с*r!
z=t кеК

Следовательно, для допустиl9tого решения Т , Т задачD| (25)-(28) имеет мо-

сто равенство

DB,D: Pfut, У\ , (з2)

С другой стороны, из теоремы двойственности }l выражения (24) дr," F ,",r"-
кает, что для всякого допустимого рецJения U , [ эадачи (3)-(6) справедли-

вы неравенства

D6,1) < i {u,лr) < Н@) tnq.ic(Z..BL*) F (u,t) .

кеК
Подставляя в эти соотноцrения оптимаrьное решение 1,1,*, lr* и учитьвая (32),

поrryчаем требуеr"rую оценку (23 ).

Теорема докаэана.

Покажем, что оценка (2З) неулуччJаема. Фиксируем целые полоr(итеJIьные

"""пл|у , d, и вещественное €>0 . Рассмотрим эадачу (3)-(6) с ПL

= h{а+ tl, п = lъd,, {= Ьо[ + l и,матрицами ограничений:
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alj --

8l* =

1, если

1, ес:ли

t
1,если 7ьLСlъоL, i-1;
l, если L>|tdttl L= lbdt I+(j-t)пtоdlъ.
О-востальныхслryчаях;

{
L

t<LllLd, L=K;
L>.hd+!, K=h.d,+!;

О - В OСТДrЬНt,lХ СrryЧаЯХ.

гlоrtожим

Ск=

t
d-- dтГ

u.r= t
1,ес;tи LС!ъd,;
О, если i _, h(l ,

,если /bK<hd, l1

lL(d'- t) з к ,, kd';
l+t,если К=hd,t!

Легко вllлеть, ч,гсJ rlри достаточно малоNl t > 0

1IK t
t

u

1, если

О, eclltt

1 , есллt

О, если

к < hd,
К = hcl + 1 ,

L>h,dtl,
Lзhd.;

,tli: 
t

r
к t

[, cc;tlr

О, ec.Tlt

K=J:r.l*t:
Kf hci,l

Гаким образсrм,

Р Qbr, lrr) = lL На),

F(ш*,чj= !+Е
и, слеловате.'lьноl

Остtlется только замстить, llтo

tъ

ll l)ll

LK

€-*с

d = tTLaL Z
1= j|fi j=t

= ?rla2
*=ф

aLj, lL в
l4

Е
i=.

Слелствие.Сушеt:твуе,гпри6.1l}l}\(jltнt,lйппгориr,мреше}Iиязадачи(I)-

(2) о неулучшаемой оценкой точно.тlt
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4. Аrгоритм; llспоJъз}rоlllлR р€чJешве эадачи лlоlеfiного программпрования

3аппшем задаý, (7){11) в виде:

с

Е CKЙK +

,l

Еj,t djuj * mLп. (33 )

Klt (Lй(ti,(fuIj)

,ll
trъ,lql !,i,

гд€_ d, = toat,l{j,Lrdj, j'nr*tll , ш трудо€мкп*rо 0(tп(п *

- Colrtn)) .

rL lt,; + ltl; )t, i- Ift,
ied"j9 J I J

llx)ui,, irIr,к-Г,С,

UL ,IIK , цгi )0, i = 7,d, j = lV, к=77,

(34)

(35 )

(з6)

(38)

(39)

tLLtлIц,аiе{O,Ц, i- m, j = П, к= П, (37)

где

сх, dj >0, dj, !jc{t,,,.rfu}, j = П, к=ГТ .

Через F (UrUrа) обооначшм эначепrrе цел€воП фшшшrш (33) ш. решевхш

tL=Qъi), t= QI!,, ИГо (Ч). Мнохэства I,r, J( опрелешмr Kаt( в

п.3. Пorroxrr. f - mа' ldil .jer l
Аmорптм состохт rэ трэt gгалов.

на 1_м 9гапе огцс*Еаетс, оптшмаЕное рецjеЕпе Cil,il , ftil , (Ц')
шепрервшоf, заtвчш (38)_(36).

}la 2_м етапэ это решэнше прэобра,зуетсi в р€tленше Сil,Р, Ctr) . (Й| ,

удовлетвораtоtле€ оградиченвяrи (35), (3о) п соотнош€пвяIti

F(а,i, йr) 4 F(йr, tr*, й),

tt|ап{t""? il.i,iril>/ч-t, j, J .

Le oLj

Нпше слеФlет форtиаlъноэ ошсФ|ие ?гапа. а эатом его обоснованпе.

этаrr состошт иэ коrечяоfi поспедовательностtl однотипяых lцагов. В начале

Iдхдого tлага rм€ом рэlцепше U| , Vl t 7,[l , лItл которого справедлЕы соогноlл€-
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ния (35), (36), (3а) и

z u! r uj >t , je Ifu',{l,,ul'), (4о)

(42l

(43)

ie d.i

где r(U, tr, Ur) _ множ€ство .""* j е 7 Ta*ltx, что

UL, /'t, ieoL1 ,

urj , у'' ,

на пером lllаге lt'= il*l Т'= tГ*, ur'= Й*.
Шаг начrшается с прФерки непустоты мноrкества Т(U,', tr', Ut') . Если

rQl', Ur', tr') = 9 , то реlление lll , l/| , 1Yl бплолет требуемымп свопст_

вами (35), (g6), (38), (39). В этом случае, полагая Й = u,| , Гг ='lГ| ,

Й - ЩГl , переходим к третьему этаrry. В противном случае пробраэуем решrе-

"пе ?Ll ,1rl ,'Иrl в решенше ф"_,7r', И'такое, ".о

l T@'i tlo, ut")l < lr(ч', tl, u')l / (41)

и для которого справедIивы соогношения (35), (36), (38), (4О). Опишем это

преобразоваяие. Обоэначим:

\={Le I: ui >lo'n};

I,={jс r: фjпц+ Pvur; ,|-'1,;

Iz= r r Jr t

I7=,U_d; ;
JC Jz

ro= J\(I,UI/;

К'={кеК,.РкПLL+ Ф}.

Очевидно, r7.= r(U', t', {' ) . Onp"o"JrиM рецJение ?/,(Е), 1I G) , UI(E),
зависящее ог вещественного параметр" ё , следуюдим обрзом:

l
Ш; , еслtl Le I, ;1L{€)=

Wi(il=
t

О, если LeIo;
u|re,если LeI";
Uj ,еслп jeT.t;
wj-ldjl ё ,если jсIъi

IrкG)= .rп4т, UiG), К е К .

L e,FK
(44)
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Положим

Et = пL_ry (r-1- u'i), €.z = *!r Ju-n(,[l'' - *,i l' .Iz 9 / Jerz,

;rr":_;" 
mlrut|lr€}. И" спреаелений 7" n r".n"rye', что еl >0. Поль

S= Z laildi -Z ск.
j!I" J J ксК'

Еслп ý ).0 , то p"u,""n" Z/ ,1r', Lttl эаменяется реrлением ll,'l- lL(E') ,

1r|':1r(ёr), urО:а(€*). В сrryчае S < 0 решение ?ll ,1r','|,0l "u..""-
ется решение- U," = U( €'') , 1r"= te е*) , 1U,n= uIr е^) ,

Для обоснования этапа достаточно показать, что построенное на произвоrtь-

ном luаге рецiение lln , 1r", ?r(r"удо.п.rrоряет соотношениям (35), (36), (38),
(4О), (41). Тогда из (4l) слелует, что обчlее число шагов этапа не превосхо-

л".|/|.
Сформулирrуем и докажем несколько вспомогатеJьньtх утвержденrrй.

Лемь.rа 1.Если jef","" lail=1U.
Докаэательство.Пусть jaI"u ldjl</U. Тогда иэ

la1l * t 1 /U и определени" ,"о*."*. Jtr поrтучаем

,F, nlir -r' . /-'tlar|+ t) а //ч-1 = ! l
ccd.i

что противоречиттсловию (4О).

Л е м м а 2. Для люВых j С r7 п [, имеет место

Z uiЪ)+ai G)2t.
tещ

Д о к а 11 а т е л ь с т в о. Из (4о), (42), (43) ирlеерr

Z
Ledj

tti G) + ln, (ы - i|niu', 
+ utj > ! ,

что и требуется доказать.

Лемма 3.Пусть
ния:

s€Ёё,,Е,J . Тогда справедливы соотноше-

01 uLG) ( /1-1, Le Io 
1

01urjG).|,ll jeJl,;

\IKG)= 1/,|,, к. К\К';

0aIIKG)<tr|*+e, KcKl .

(45 )

(46 )

(47 )

(48)
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Д ок а э а т е л ь с т в о. Из опрелелениЯ ý*, €

дJtя всякого L е I2 справедJIивы соотноцtения:
t п ёl, вытекает, что

u;(е), ч|* е < lli+ е*4 шi,* е, ,./n-' ,

uIiG)= Irr;- Е| с uj +e*,r, n u,i+ Ez.F r/'t ,

Пусть теперь существуют ееt-ё*, ё*7rjе Iz, ile oli такие, что

|LyG) < 0 . Тогда из докаэаlrного и леммы 1 следlrет, что

,Z uilq+аrlG) ,.Т. ...?l,Lo t uIr(Ф 4 Ju,р,' - t lLTdj cec;r{i} U

но это противоречит утвержденпю леммы 2. К тому х(е протшворечrrю пршвqдит

предлоложевие aiG) < 0 для некогорьо j е 17 х Eet-E; €*J .

Таким образом! неравенства (45), (46) докаэаяы. Соотношенrя (47),(48)три-
виаьно вытекают uэ (42). (44) и (45), (46).

Лемма докаэана.

Иэ опрелеленпп (42)-(44) и соотношенlrа |4?l, (48) попучаемr что дш
любого € е [- €П, €J имеgг месго

F (u', ut, ur|) > F(uro, 1r(o), а@) - F(uсе);1ц€), uIG))+ € J.
Отсюда и по построению аJIгоритма имеем

F (u', 1r', uI') } F (чП, тО, ti') .

Это оэначает, что неравенство (38) для lll , lfl ,7'"ыno*eHo. Спрведли_
вость соотношениf, (36) и (аО) мя 11,t , l/o, иl| вытекает из лемм2 и3. Не_

равенство (41) верно в силу определения €t. Обоспсванrrе второго этапа, та_

ким обраэом. эаверцено.

На третьем этапе полага€м:

1, еслл |ri, > /n'' ;
о - в про,тlввом сrtучае;

1, еслl Йj 
'l-' i

О-впротtвномсrrучаеi

iL

;Ij

t (49)

(5о)

(51 )

t
vK

fu
= mап lL

L'Pr i2 К-ТТ

Нетрулно видеть, что в сшrцl cвoficтBa (99) речrенп. il, , t , f7 оп""rся до-

пустимьrм решенпем исходноП эадачи (Э3)_{37).

оценим Torrвocтb аJlгоритма. Пусть ||t , lГ*, ИГ*- оптимаJrьное рецrенпе

задачи (З3)-(37).
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Т е о р е м а 3. Имеgт месго оценка

F (il, t, ur) <F
F (u*,лr\ ur*)

F(il, t, ft) <il F(а,t,й) .rt.' F (il', Гr*, ir) ,/F(ul, tr'!u')

покажем неуrrучrлаемость этой оценкш. 3афиксп5уем наlyраrrьные чпсла Р , {
И РаСсмОтрПм пндrвпllуаrъкую эадачу о похрытиr с исходrtьмl| данньrми: К =

-I= r ,lrl- Pt+ t i fr- {L|, Ci= 1 , di=ф,
ci ={(i - il tп о d. fu ' ! t i tпоd, tot t,,.. r(i + р - 0 tп oi п t l}, i = Ifп , ф >lIr,

Легко проверить, что в этом примере f - Р ,

F(чi v1 u/,) = {+ l, F(Йj tr, iI\ = + , F(il,Й йl = pt,+ l
и, след(ьательно.

F (ч', lrlia)
F (il, {, u)

= Р-#- Р при t-оо ,

что rr необходпмо показать.

3 а м е ч а н п е. Трryлоемкость построенного мгорtlтма опредрrrяется

трудо€мlrосIъю выбраяноП процедуры решенrtя задачх (33)-tЗ6). В общем слу-

чае в качесгве таfiоfi проrrеryры Morlсlo пспоJIьзовать метод эллппсоидов илti спм_

мекс_метод. В частнцх случалх не исключена воэмоr(дость существования более

эфектrвньп, алгоритмов реrленtrя эадаt|и (93){36). В полтверrкленпе этпх слов

прGедем Фа прIмера. Во_перых, из теор€мы 3 вытекает, что в случае/и-l
построенньй алгорхтм даgг Tololoe рelленпе эбдачЕ (З3)-(37), кmорое ошоврф

менно GJtл€rrся оптпмаrъным решеншем эадачи (93){36). Этот сrrучаfi, кбt( н€-

тпrдшо вшеь, соотЕетств ет эадаче мшlимllзаllпи полпнома с шеполо)|(llтеrьными

rовOфшrrrептаrgл прш нелхпеПttых члешах, которая. как показаfiо, [SJ, сводхтся к

эадаче о максIмаrъном потоrе. Во-вторьп,, очевпдно, что построеннып в [4] прп-

бшхэшшшl алгорrtтм реlленпl задачll мltнимиэациl| квадратпчного поJIпнома с тtу-

доэмt(осшо |ful) фахтпческл Еляется конкретизацхеП опшслlного эдесь ме-

тода. 3адэча (93)-{36) в Еутом сrt}rчае таfiже сЕодптся к эадаче о максималь-

цом поrове.

С л е д с т в ll е. Сущэствует эффэктtвrшfi приближеняыf, аrгорптм реше_

tlul задачrt (1){2) с пеулуЕдаёмоП оценаоП-тоtlностп

lllcLi ld.;l
J

J з llf 1,tl

Поступпла в ред._шздоотдел

7 марта 1985 г.
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