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ПОСТЮЕНИЕ ФИНИТНОГО УТIРАВЛЕНИЯ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

B.Jv1 А лексаrrдре, В.И Б олдь]рёв, М.Е ý ессчетнов

для неrпrнейноfi системы с выделенной линейной частью даgгся способ по-

строения фнитпого управления, переводяшего снстему в }ryль зё кон€чно€ вр€-

мя. Искомое управление определяется формулоfi ЦЁ) = Л/(Ёr^ , "д. i/ 
(Ё)

кусоiоlо-цепрерывная матрица, а ) _ ограниченньй вектор 
"a R2. Построение

проводится в два этапа: по ливейной части системы сначала строптся матрица

N (Ё) , затем, исходя иэ tJ (t) " нел}rfiейноfi системы, реrлением нелияеf,вой

спстемы алгебраических уравнениfi находится ,\ . Пр" таком построении точки

перекJlrоченrtя управления 1l. (Ё) , если они с},цествуют, окаэьваются не зави-

сящпмп от вектора начаJьных да}rных нелхяеfiной системы, что упрощает т€хfiи_

ческую р€аrrпэФrпю управленпя. Для лине*вых систем этот подходп.ч""r""[t-3j|.
В вастоящеfi работе предIринимается попь]тка распространить его на нелllней-

lщe спстемьь

0 1. Постлrока задачп

Пусъ эалапа система пфференчиаrпrньlх уравнениfi вида

i- д(L)l,+ B(t)tl,+tft,r), teT=fLo,ttJ, (1)

Хфi= trol

где Х, - фзеыfi fiL-BeKTop, 2- Z -вектор управления, Дft), В(t)-(hrп)-.
(П 

^ 
t) -r..Tpшlы, t (t, D - 7z _вектор возмущеЕиR.

Ч"р., С(Я) , Сt(Я) обоэначлм классы непрерьвньlх, непрерьвно-лиф_

ферэнчrремых в 5l Фнщшfi. Прелпоrrагается, что Д ft) , Btil С Cff) и

образуrот попlостью управляе.uf},ю пару {ДrВ} , вектор l(t,r) С С(Т'Rfu),
а прш фксирсл,ных t е Т этот вектор Фляется элементом Ct R'L) ,

причем

l t"tt,r)l g 1д ъ) 1 oL(t). (2 )

3део п 
"rr,,. 

l,t _ евклltлова порма, , ф(t) € с(т)
Допустп,ььlп управлениЕttи булем считать Фнщин вшда

ч,Ф= лr(t)^, (з)
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гле } _постоянньlfi 2_вектор,, NG)- (tхП) _кусочно_непрерьввая

огрншченная на f матрщlа.

Пусть I(t,U) - реrценпе спстемц (1) при фиксирФанвом управленшш

11 . В силу предположенпй относштеrшl" ! (trr) зто реrленве определе,-

но и единственцо па пнтераrr. Т .

3 а д а ч а 1. Требуется наfiти управленше впда (3), пероqдялrее спс-
тему (1) эа время tr - to пэ начаJъного состоялпя tr4 в Hylпr.

Успоно э/ry задачl можяо разбить на две: выбор матрrпrы N (t) ш ша-

хоr(денпе вектора ) .

Пусаь ej - j -а орт (J = tt..,lfu |, " УФ - реш€впе сцстемы

! = Дttlу* Bt)ai, yft) = ej . (4)

3rcсь llIi (f,J - *усо""ф{епрерьвное управление, пер€вqдящее Jrrilеlлуrо

crrcтe}ry (4) ; 
"р"r.." t1 - f,9 u ej в н}rrъ. Так как {ДrВl -поrпосIъD

управляемая пара, то такие управленпя суtцествую, [r, e.l. В качестъе j *о
с,голбца матрицы N Ф возьм€м NiH = NGl ei = tj(il.

Пусть Ф (t) - фундаментаrrьная матрlцlа cltcтelvБl, np,"., Ф(tо1 = Р -
единичная Maтpиlra. Тогда в сиrту выбора N Н шмеет место L!опощевtэ

ц
ФtЬ,)(еi r l Ф''ttl BtL) Nitilol.t) = g (j = l, ..,п) .

'Lо
отсюда

t1

,i, ! ф'ttLlВнN(Oеi dt = 0 (j - t, ..,,t|)
"to

илиr в матрllчноf, форме,
L1

Е* t ф-'(t) вФ NФ dt- о . (з)
to

Отмвтим, что матрlпlа N Ф опр€деляется ухаэанншм crrocбoм цGод!ф

эначно. Эту неопнооrачпостr, Mor<яo устраяпть допо|ttlительвым трэбФartэra

1tN|+ пLtъ пли JitN| +йLп, гае t, li (j = !t. ,rfo) -
некогорые фнщионалы.

В качестве J л.о*r,о вэять, напрDlмер, qдпн из следуюrцllх фlппвошаrrсэ:

Ц.
JNl - t Z lNцttll dt , lNtlft)lL Lj G= !t. .,N; j.t,...,fulu to L,!

гда L - iошстQfiтшit t
)= t1N1

lo
'ntittl ilitil ott (' - тралспшпрсшrс)i



22 ВЛДлексапдрв, В.И ýоrrлыре-в, М.Еýессчетнов

1Nj) = lNJ ft)| bplto,t,! (t. р < ф) ;

JN) = lNjft)llLoftg,t| .

3 а м е ч а н и е l. После тЬго как матрща N Ф выбрана, доrry_

стимые управления (3) превраrлаются в лЕrеftЕую комбинацию иэвеaтпьц Фнк-
чиf,. При )rказанном способе построения матрЕlы N Ф они являются линей-

ными комбинаttиями управлениfi, переводящих за время tr'to орты в Еуль

вдоrъ лЕtеЛнол системы (4). Такие управления улобны в практических приложе-

яиях] точки переклrочения, если они существ}.ют, не зависят от начаrьного Век-

тора tro и могут быть вычислены до начала процесса управления. Это своfi-

ство приобретает первостепенную важяость при реаJIизации быстролействующях

npoue.co, f3].
Пусть X,(t, Л) _ р€шение системы

i= дФlr+ tsft)NФЛ+ f(t,r,),

L(to,A)= Io. (6)

Поскоrъку матрица N О выбрана, задачу 1 можяо формулирвать как двух_

точечную краевую эадачr с параметром.

3 а д а ч а 1'. Требуется наfiти ограниченныf, " Ва""*rор }, при ко-

тором решенпе сисгемы (6) удовлетворяет краевому условию

r(t ))=0. (7)t7

3апяшем реrлешие системы (6) в форме Кочtи при t = tt и приравняем

его к нулю:

t,
л,(Ц1,1) = ф tQ |r,+ t ф-t(il B(L) N(il d,L.) +

to
ё1

+ J ф'l н !ft, rtt, D) d.t} = g .

to

Отсюдд и из (5) получrм

р
хо.-А+ ! ф-t(O!ft,r,(t,А))d,t=0 (s)

to

Таким образом, дJlя того чтобы найти параметр zl , при котором вь]поrrнено кра-

евое условше (?), необхолимо реlлить o."o."ren."o .| систеrirу нелинейных ал-

гебраических урвпениfi (8).
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3 а м е ч а н l.| е 2. Если систеI\{а (1) линейна по

т.) решение задачи 1' сушtествует и единственно.

r(!(t, л) = V(il),

I(tt,Л) В форме Коцlи и воспоJlьэовавlлисьсо_

L1

^)= 
фG)(rо+l Ф- 'ttl Btil NФdt.л+

t0

J|ействительно, записав

отночJением (5), поlryчим

r(Ltt

Отсюда

L

J
L,

+ ф-t(t) qс) dt) - Ф ft.)@,o- А+ |'+-'ttl yft) dt) = g .

to

7 = Lo r j' ф''ttl q ft) tlt

0

to

ý 2. Теоремы существования и единствевности

Прлвепем условия, при выпоJrнении которьц эадача l'"л."a, по краlшеR мё-

ре одно решенио. Дпя доказательства сушествования решения нам понадобится

следуюlлая

Л с-,л" rr а r [а, c.2O_t. llyt:,Tb векторное поле р "..",роl*лено 
на гра-

""ц" Г огранич{)н[lой области J} и принамежи, С (ý) , причем вращение

tr (F, S}) uu грчu",,,, l' H(t рлно нулю. Тогла пол. f шмеgт в области

а п() крайней :r{()ро одну rlс,сlбую т<lчку.

из леммы t сл(rдчетl что любоii прrtзнак неравенства }fулк) вра!лення

tr G , а) вектор!lого попя f lla границс |' оОла"ти Я вляется также

признакоrt{ существованпя по краЙнеt1 \l€,po ()дкого решення уравненхя F()) = 0
в областlr 9

Теорема l. Пустьвекторфункчия tftrr\ удовлетворяет усл(F

виrо (2), а также условию ntft,L)| Э Р для всех t еТ , &е R'L.
Тогла решение .ln..o"r" 1'сушестъует й прЕlадлежхт llJapy 52р={Д:lДl.f}
радхуса

tI

!>tlroil-PJ ilФ-'ttlilat (9r
to

Д о к а э а т с л ь с т в о. Покажем. что выпоrтlены условIt леммы 1.

Воэьмем . *"*..".. ý2 ,up Qp радlfуса (9) с гранrдrей Гр ={^ ' ltt=,P}.
Так как правая часть систомы (6) непрерьвва по ,l , .о при любом Р вектор-

нос п(),;Iе r ftt, 
^) 

принадлехит С (Qр) . Нетрулно убедlrтюя. что

Р (t t, tr) невырождено "" гр . Дейстъительно, rryсть
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, 
,(t,,^)--Q-l{t;L(tl,A)t

tl
ю(D = Ior J Ф-l(il!(t,rtt,^)dt .

t0

Проилтегриryем (6) в пределах о, Lg оо L, . Поско.,tьку {Д ,В} t}llолне

управ,rяема и имеет место соотношение ( 5 ), получиьr Z, G| ) )) = ,{ - 9$) .Тл*
как согласно (9),

l ) ll > l9 tll| np" ".., Л е Гр, (ro)

то tЕ(И,l)Ш > 0 при А е Гр Итак, "" ,.р""",," ф веNт()рно(. поле

r (t|, Л) невырождено. Покажем, что при всех Д е Г р врашение

tr@ft|,,l)/ Яу)+ О

Пусть lo - про"."ольная вt{утренняя точка "" 9.р . Рассмотрим лформа-

цию Н(r,Л) = )- Q-Р9(il,ýЛо, ý е [0,t],,\e92 .пниf-0
онасовпадаетсневырожденнымна ф non"ь,' Л-fl(}),апри ý= ! _ с
невырожденным на ry полем i -io . Убеаимся, что при ) е Гр, ý e(O,t)
вектоЁое поле H(g, ,l) тахх(е невырождено. Действитеrьно, в силу ( rO),
1(Л) - внутренняя ,о"*" 9р. 

"о .Ао a Qp, поэтому при ý е (0,1)
точка (f - ý)Ф (i) + r,,lo С Qp и, следоватеп""о, ||Н (r,D[ > 0 при

всех Д е Гр . Таким обраэом, лформачия Н(Тr r\) задает невыг!,лJс,нttую

при любом l е [O,tJ гомотопик| non" ,l -9()) " по..1е i - io
Следовательн", Т(Д-9а),92р): f,(Д- )1,Qp)=! Поэтому [ (Л(tt, )) l

ар)+0
Условня леммы l выполнеяы. Следовате.ъно, в шаре 9 р су]лествует хо-

тя бы одно речrение ,\* , lli*l < ОО , системы аrч.ебраических уравнений
(8). Теорема 1 доказана.

Нижеследуюlttие условия на вектор-функцию t ftrr1 гарантирltют, что ре-
шенпе задачи 1' не TorbKo существует, но и единствеllно.

Т е о р е м а 2. Пусть векторфункчия l tt,r) удовлетворяет усло-
вшо (2), а велпчины'

,
LI

Il
to

tI

It
to

ф,l tD'l ilФ (t)lldФ dt

р ф.'ft) вft) NФl dt

удФлетворf, toт требованию

(r1)

t=Gt-t)yrt (12)
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l Тогла решение эадачи 1/ сучrествует ш единственно.

доказательство теоремы основано на леммах 2_4 и проводится по схеме

раОоты [5].
Л е br м а Z [S]. Пусть Z (L) - решение матричного уравнения

Zft) = Qн ZФ + Rft) l Z(to) = 0,

.о" Q rc) , R (f) - ""пр"рьвные 
на Ltо, ti квадратные матрицы.

тогда имеет место оценка
L t

ilzttl- l кrоdrll с [r*р 1 ! |qrclil dr, tJ'K rзtt аз
to 5

Л е м м а 3 (о возмущении мдтрицы [О,.. аЗ]). Пусть Z,W -квад-

фатные матрицы, причем матрпца lr1/ обр."пп. " |Ц-tX < С . Ес:lи

llW - Zll ' d " Сd < !. , rо,".рич" f, также обратима п

ilZ-||+cfO-cd).
Л е м м а 4 (признак топологичности отобржения [Z]). Пусть отобра-

х(ение F, R.о * Rп непрерьвно лифференчируемо на Rп" il(Fд,(l))-ll<
< j < О при всех ,l е R 

2. То"д" Р вляется топологическим отобра-

жением.

Известно [Z], ,,то 
""n" F(r\) - топологическое отображенпе (f, 

"^ RО.
то при любом фиксированном У a R" уравнение F 0) = У им€€т €дllнст-

венное решение.

Перйлем непосредственно к докаэате.lьству теоремы 2. Покажем, что

r(Цr^) - топологвческое отображе"п. ( Z 
"" Ru. Р"..rоrр", r"lатрицу

:;:;::-..* 
z(t, Л) = - ф'! ft) r(L, 

^) 
, которая является решением

2 = fФ- 
! 
tt) ! r (L, L (t, 

^)) 
Ф ttl] z - ф'ltl вG) N ё),

Z(Lo, D = 0 ,

Из леммы 2 следует, что мдтрица z 
^(L, 

л) удовлетворяет неравенству

|r 
^{t, 

D * J. ф-l (ct вtсl N@ dt| <

tо

t
Lеrр Uпqr-t(o !"(t, L(т,^))ф(rл!аd_ t]|о-ttл вtзl Ntзlлdз .

3

Положrо L= Lt , эаменив показатель экспоненты на интеграл от {о ло {, п

исполюуя cooтHollJeниe (5), поrrучим оценку

|z^{L,,^)- Е lc rct- l)Jз, (1з)

t
I
to

t
I
з
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где величины Цr определяются по формулам (11).

Так как в сиrту (12) (е8- tsp . t , то иэ леммы 3 следует, что

матрицб Z, 

^(Ц, 
Л) обратима и

l [zл ft,,^л'Пlt * ,

где Т=РD-DF
Поскоlъку I lt(tt,Д) = - Фft) 7,^(Lt,,\) , то матрица I/tt,Д)

при всех I е Rn яевырождена и обратная к ней огрничена:

|ГF l(t,,,lц 
- nl : ilql!_t:lil

Следовательно, согласно лемме 4 отображение IФ|) Л) Фляется топологи-

ческим. Поэтому уравнение (8) имеет единственное решение.

Теорема 2 доказаяа.

ý 3. Приближенное решение эадачи 1'

3алачУ перевода системы ( t ) эа .р"r" ё, - to uэ {,о ь нуль под дейст_

вием управления (3), как укаэывапось ранее, условно моlюrо раэбить на две: на-

хождение матрицы N ft) . а затем _ вектора } . В этом параграфе мsтриц},

N Ф будем считать иэвестной.

Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для поиска решения системы

(8) моr<яо испоrъзовать метод Ньютонаr так как матршtа Якоби ItrФt, Д)

невырождеrtа для всех } е RЁ ,

д(о) = Io ,

i(t, lrt*') = д(il r.(t, 
^(ю) 

+ B(u Nft) 
^(к) 

t lft,L(L, 
^к))) 

,

x,(to| ЛВ)) = Lo t

^(*")= 
д{к)- fr^(Ltr^чJ-tr(t,,)^'*'), к= 0,!| .,.

Этот алгоритм при практ}ýlеской реалиэаllии не всегда улобен. так как на

каждой итераrrии требуется находить и обращать матрlщу а {tlrД) . Нуъ
фунщин IФt, Д) MorteT быть найден методом [В. с. ZZЭ_|. В оснеу поис_

ка Д(К+l) norro*"ro решение эадачи перевода иэ точки в точку лхнеfiноR сис-
темы впда

i(t, lKt !1 = Дft) х(t, {К+ t)1+ вФ Nrc) 

^В'!)+ 
flt, L(t,;1tю)),
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I(Lо, )r(Ю) - tro

Одlако при нахо)шении очередrtого (К + l) -го приближения требуется эа-

помияать всю траекторию r(L, Л(()) , что сопряжено со значитеJьными за-
тратами оператlвной мдrrинноfi памяти.

Преплагаеьый Hrrжe аrrгоритм, как и метод Ньютона, использует информа_

цию лиlь о конечном состоянии и не требует вычислений мбтрицы ft{ttr)r) :

)о)= Io,
i(t, t @) = д(а, п(t, tr{K) + в(о N(il 

^В) 

+ !ft, L(t| 
^BD),

r(tо l )(*)) = Lo , (14 )

L?+il -}(К)+ бф''ft) r(й,)(")),к=0,!|.,,, (15)

"д" 6 - шаг итерирован!tя.

Итерачуонньй процесс (14)-(l5) представляет собой конечномерныft в6-

риант алгориrr" [Э, О З].
Т е о р е м а 3. Пусть выпоJDlены условия теоремы 2. Тогда итерацион-

ный процесс (14){15) равяомерно сходится к решенrrю эадачи 1' прп 0 < б <

< Тmf ML, tтъ= ,|+!Э- еtР> 0, У1 = е8,F , где величиньt !з ,

f опрелеляются форr,rупами (11).

В оснве доказательства этой теоремы лежит следующая

Л е м м а S [Sj. Пусть в гильберговом ttpoc"patt,rTвe !J эалан опера_

'ор F (r\) , уоо"r,"тiоряючrий условиям

ll Г c,ll - гril ll с м 1,1 - ill, (16)

(гrll- Fril, л-Т) > п ll^- iilz, ш>0 t

пля rпобьос .i, i С Н . Тогда итерационный процесс

д(к+t)= д(кl- е [г{lЧ-fl, к= 0,!,,..,
при 0<6 < Znf ML сходllтсякединстъенномурешrению 

^ЁF (D = /U' , начиная с проt{эвольно"о J0 € Н

(J 7)

у}]авневия

В [Э] по*азаво, что при выполнении

}- о[F(^) -,pJ, 0 < d . 2пL f
с константой сжатия ? = (ML бL - 2

усповий (17) - (18) оператор

М1' , является оператором сжатия

m,б + t)l/l,
д ок а эа т е л ь с тв О теоремы 3. Покажем Сначбла;чтоусловпя

леммы 5 выполнены для оператора F/l) = - ф-ltt; r(t,,)) , ./И= О

Пусть t, ft , 
^) 

= _ ф 
,l (il rft, 

^) 
. Нетрулrrо видеть, что
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t
|z {t,D - I,ft,Ы , 

!!Ф,!rclвft) 
Nоtdt |л- i I,

t
t lФ-'Сl [ч k, L @, 

^)) 
-,|(с, rе,Т)ilil at с

to
tI ё,

t |Е''trлl, lqall аФ) х
to

с t lq'' o всо N пl dr, ll,- I t *

, ltrk, А) - lВ,Тil dr

Примешяя лемr,rу Гроttуопrчl, эаменяя в экспоненте верхяиR предел интегрирова_

нпя на 01 и испоrъзуя (11), получаем. что

lztt,^)- r,(t,Xllb etpt^-Ii. (1s)

Полагая L= tt в (18), вцдuм. что условшя (t6) леммы 5 выпоrпены.

Прсвершм вылоЕl€нttе }rсrlовшя (17). Иэ TeopervФl о средlем поrtучllм, что

t

(Е(L],D - L(tt,Il r-Il =(.l- Х|lzл(tп,l,Й-D)(д- XlaT, (19)
0

Фtевtцшо, что

{l- il'rл{t,,i)rr -I) = п^ - Т l'-(r - ilfв - rд(t,,iro - I) .

Отсюля, примоняя неравенство Коши-lUварrа, имеем

tl-i)' z лttп,iХ,r-ii> lл-il'-l[д(ёl,i)- El ir-Ile. (2о)

Иэ (19) в сrrлу (2о) п (13) слеryет, что

(l,Ф,,^)- r(tt,X), l, -i) > (t+ р - е8.р) lr - i0' .

Нершепство (17) докаэаllо. Таrпм обраэом, усповпя лемr"щ 5 выпопrены.

Итаr. последоэатоJъ"о.r" { }("} стремптся * i' . а посп€довательность

{tr|r|{tr, trBrl* 0 np,r 
-к + оо .

t[oKaxeM теперьr что последоэатеБшосъ ФнпrшI ПВ'(t) paвHoмeplro схф
дптся прв К * * к рещенпо эадачи 1' . дafiaa""теrъЕо. в спrrу неравенства

(18) пмееп.r

|rft,,rci1- цt, 
^(j\l 

1lф ol- еt1.1Уu - 
^(j'l'-4

t efto,tt7

t

to
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Но, ввиду леммы u, l1,1'i] - 
^0)I 

+ 0 при i,j * Ф , u, следовательно,

lr(t,,lti)) - L(t, лrj)il,O.поэтому no"n"o*ir"*"o.r. {.z (t, 
^@)Ipa.HoMep.lo сходится на [tо) tJ . Пусть lLft, ЛП) - предеJIьная точка

on, {X(t, Л(К))У t а L(t,Л\ _ соотв€тствующее |# реr."и" cшcтelьt
(6) при I(tо,Дr)=Iо, Учитьвая (18), имеем

llr(t, 
^+) 

- ьG, 
^1il 

А flrft, А*) - r{t, Atrllt + ilr(t, 
^G)- 

bЪ,,l ) l 4

<!
te

чр
ftо,

lq а t rt.p1,1'*l- 
^*l 

+ lr(t, 
^к)) 

- r{t, A*l|
tл

Отсюда следует, что

казана.

ние

L(t,л(kr* r(t,^*) при К -.' оо . 'Георема 3 до_

3 а м е ч а н и е 3. Из форr,rул (3), (15) слелует, что /( -е приблиr<е_

ц{Ю67
,к решению задачи l выражается фор,ьryлой

K-t

tlK)G) = NG)frоrбФ-!ft) Z r(ц,^(О)J .

L-t

Отсюда эакJlючаем, что ( -е прпближение к реrrtению задачи 1' 
'"rо*a, 

бытъ фор-
мировано исходя иэ упр€вленпя Ш@ G) : N ft) Lо ( переодяrдего линейrrую

систему "" Lo в нуль) перенастройкой амплитуды без иэменения расположенпя

точек переключения.

Поступила в ред.-иэд.отдел

31 октября 1984 г.
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