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УСЛОВИЯ ОПТИММЬНОСТИ ОСОБЫХ УПРАВЛЕНИЙ

В ЗАДАЧЕ ГУРСА_ДАРБУ

А.Н.Бурryксвский

3ада.пr оптимаJIьного управлФlия системами Гурса_ДаЁr' посгояllнО Прtвле-

кают внпмание цсследователеfi. После доказатеrъсrъа поточечяого пршнцппа Mat(-

спмума [rлЗ] л.*rейшее изучение такпх эадач было свяэаяо с выЕодом условий

оптимаJIьности особьIх управлениfi Lq-lJ. Все эти реэуrьтаты были поrrучены на

осчове варьироваяия управления в окрествости набора точек пlбо вблrrэи нокогф

роl крвой, не совпаддющей с хдрактерисгиками сиqгемы. Спецпаrшrая варпацхя

управления, сосредоточенная в окрестности одноfi пЕ! хбрактерпсгпк CпCT€tvst' поз-

волша поrrучить более сильное условие оптимальности - интеграrrьныl' прппцпп

макспм)rма [В]. Ншже проводптся исследовлlио особыx cJtlпraeв, свяэ{rЕвьц, с вы_

рождением иятеграJrьного принцlдпа Mat(ctlм)rмa. Метqдшса вывода octtoвaвa на Dы-

делении гл{tвньж членов в прпрадrениях состоЕlllя Е ц€л€вого фнщисала. Реэуш_

ТаТ ПРеДСТаВЛеН В ВПДе ПаРЫ СИММеТРИlЕlЬlХ ИНТеГРаrЬНЫХ НеРаВеНСIВr КОТОРЫе ВЫ_

полнены на характерпсгиках сиегемы.

1. Пусrъ связь мех(дý/ yправлением ll$rёсЕ1 uсостопшем rЛrt)еЕп
некогорого процесса эадана в прямоугоJIыlо" Р- 5rf -[59rSr]r [torlj гш_

пефолическоfi системой второго поряд(а:

trst : t@s, Хt , Х, U, S,t) ,
(1)

I(Sort) = a(L), I(S,to)= 66), alt)= 66о).

flоrцrстимьши управпенпями булем шазыватъ кусочнфнепрерьвшые векторфувкчпп

U (S rt), удовлgIъорпоцпе ограtlшчению

u(s,t)e U, (srile Р. (2)

Обоэшачпм *ереэ l4r мцожесIво допусгпli/Gtх управлешпfi. PaccMoTplrM эадаýr,мх_

шпмtlэацпll фнщиоrма

Фtul = 9(L(St,ti) (з)

на реrценпях управляемоП спстоr,ш (1).

Проалrоlrоlвrм, что фушшrшя ( ФФlцы дrферешrпmrема, векторфпкцlя

J(rr, ftLt LrU, Srt) нэпреръDша по свопм аЕумевтам и дDФкды дхфс-

рФrцrруема по I'5 , Х1, L , ЕачаJtъшые фувlспrr a(tl, В Ф кусо,оlедrффе-

р€шцIр}r€rеr ,. Т, S сооlъетсrвецво. mrolKecTBo |J огравrпrеяо.
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Будем считать, что каждоrury доIryстимому управлению uBrt) отвечает
еди}tственное абсолютно непрерьвн()е решечие r(sril эадачи (1). Наэовемпа-
W {Uв,0, r(S,DI доrтустимырt процессомl а решение эадачи (r) _ (з)
оптимаJlьньlм процессом.

2. пусть {u6,t), I6,0I, {u6,t)+дЦs,t),r(s,t)tдL(s,OJ - *"
допустимыХ процесса в эадаче (1)-(.з). Тогда лрираrцения состояния и управле-
ния связаны межлу собой систеN!ой

дLst = дtГ.S,t], д r(so,0 = дtr6,t)= 0,

и почти."олу "" Р справедливы следующие оценки [r, Z],

tr Sr

ll д r(s,t)ш < с J I п ouf [s, tJ || d.s dt,
to So

t| er Jl

ll дсs(s,t)l|, с(liд"Jýt]lldt -I Jtto,"J[s,tJ llas at), (4)
to tо So

S, \9,
|l дrt6,t)ll, с(!iд,. Jt, tj ll ds r ! lttoz.Jts,tJll d,s d,t),

So to Jo

Зд.с" С= COTLSIa зались l[Srt] означает поrшый подсчет сло)сlой вектор-

4ункчии f в точке (Srt)j ДJ, Дuf _ no*o. и частное (по упр,авлению) при_

ращения f ; noo нормой понимается сумма модулей компонент.

Введем специальную вариацию управления. определяерfую параметрами f 2Р,

| С (Зо, 5rJ и вектор_функчией f(f), t с Т, 1re Iy'. Область варьироваяия

Р€ расположим в окрестности характеристики j= ý системы (1): Рa=(r-€ ,

fJ Х Т. Опрелелим вариацию управления

AlL(5,t) =

и обоэначшм через В = Fо, ý- С]*Т, Q=(ý,5JхT части прямоугольни*" Р ,

примыкающие к полоске Рс . В области Рр приращение состояшяя равно нуJIю.

Исслелуем поведение bL (rrt' Iulя (J, t) е Рс U Р,
Пусть вначале(Lrt) € Ре .Согласно оценкам (4),прrраценrrа AI.(lrt) .

Д11610 имеют здесь порядок € , веrтrчшtа ЛLr(trt) яDляется конечной

oTHocпTeJlbHo ý . Сrrэловательно, справедлнво представление I56rt)+ ДI{5r0=
= Y(5,t)+ бУ6,D(5,r+ t) + 0 (€) , на основании когорого векторrфункчия

У ar0 удовлетворяет уравнению

у* = tQ, L1$,t), r(.з|t)| t}tD, з,t), уtз,t) = бt 6).

!ля прирачrениЛ Д l16rt) 2 ДХ (\t) с помощью формулы разложения tlнт€г_

tft) - lLB,t), B,il€ Рg,

0 , $,ile Pr Р.
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рала по }taroмy парамегру Mo)lolo зап!aсать продртавпенlrя

AI4$,t) =

5

J ^tЦ,tld| 
- д yplL5,tJ(J- т * g) + 0(€)2

I-€
t t

дrВ,il= t t ь!И,rldтd|- Ъ y,ytE,E1 d" (з -t* с) + оtс) .

t-t to

За."" Дур t - частно€ прrрашrеппе веrторфнпr"" f ,

Д 
у р t fs, tJ = t(Y, xt, х, 1r, 5,t) - t (е s, trt, Х, ur r, t) .

Теперь для ваtl!{аtlвх tY <l ,t) неслоr|orо поrцуrrитъ лlоl€hryrо crcтcr.y

tУ rts,0 = t r з(!, I t, L t tl, 5, t) t у{з,0 + t"ý t 11, х, ц !r0 Ду !ll,tl+
ц

+ !rq,I!,а,Цl,t)lоАьп!|s,t]d,r, ty(:,t) = 0. (5)

Рассмотрим далее област"(!rt)е Р, ,. roтороl вс€ пFращэнчл Дt(lil ,
Д1,5Рrt), Дr{+L) rмеlот порядоr t . 3дэсь сЕрýэдrЕо пр€дgгавJrовIс

дr(5,t)- tr$ril€ f о(е) и варлщя tr!rt)' впяется рещевшемлх-
неlrной задачи

dllt = t" r[з,tJ tr о 
+ t 

"r1l,tl 
t п1 + t"|a,t! tэ,

trlз,tо)= 0., Orý,t) = !ау,чtЦ,Е7 
d,r. t6)

З. Перfiдем к изученик) прilращ€rшя qуншrпоrала (3)

^ 
Ф (L, = ч1,(t (Ф, t,,))t ь r (l,, t 1 + t а r ф,t r)' ч" п(пtл t, hD А цз t lЦ)+

+ о (lд1,(*lt)lL).

Выделим в пrпrеfulоfi частп прцращеIIя члэны порttдt(а Е u €2. с 9тоl цФъD
введем фншшпо НЕlrt7 = *{Зrt)' tlЗrtl , сопDgrкоlвур эаддчу

y(s,t) = - .lrвIц,t 
t)) *j' r rlr,"1 *- jhr.гy,tJ nr,! t', "ц,с! 

dE d, ( 7 )

лля P(Srt) п вспомогатеJъные веrтор-фнхцrх

9, |l
А(g,il= 91з,с)- 

!нrsз,rldt, 
B(l,t)= ИB,t)- !'rrrrl,rrn:' ,

t
I
to
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,r[r,tJdt - [y,tJa6.

Нэпосреаственным лпфферещироваfiием нетryдlо Проверить, что приращение

Да$ril п вектоtr}_фпкцtlя VВrU свяэаtlы аi tЗrt)е Р соотноцJенпем 
,,

{Д tз, tl' ь r {r, а| t* {8(r, t)' l r r{з, il}r- |с в, t)' ь л $, il| r, =

- дНt1L], Нr[t,tJ'ьz(з,il, (8)

где 1, = (Хзrl6rС)-Jl_rrерьй вектор.

Проlштегрrrруем равенстDо (8) по Brt) е PrU Р, , эаметпв преЕарительно,

ч"о Д(tlrt)= В(lrt)= C(lltr)-!(lr,tr) . Интегрировлlие слагаемых в ле_

Bofi части (8) дает

C|a,t) = *,r,о- 
I', !,-,

\L,
J ltol-€ toт

(з,t)' ь rr(s,t$ 
oat 

аз = 

!o,,of 
о 

" 
r(l #) dl, = 9 6,, t,)' А r t !,, t,),

J r[Y О, 

"' 
l х rв, u| rd,t d, =t! у r,)' ь r rв,q й = 9 а,, L,)' А la' ц),

5tч 51

/_ . [l'O 
О' rl5, DY rLdt в = 

rI 
lcB,t,l' а r,p, L )У, d.5 = ч (l,, t,)l А r(з,, t,)

(9)

Такпм обрэом, иЕt (8). (9) получаем

,L,)=- t[|днtв,tl-Нrfs,tJ'ал{з,ulildr" (1о)y*(r(\,trl}аrФ. 
pcu&

Прослелrrм поведенпе подынтегральной фунщип иэ (tO) в областях Рa , Р, , ".-
поr|ьзуя поJrученные pillee представленпя дr|я прrrрацrенВ Дrg(irt) , Дrlltt) ,

- дL(5,il
Пусть (Jrf) € Pg , тогдд

д }lB,tJ- ЦВ, tJlдtrв,t) = ДурНt!,t7+Наr(у,rt,I,цзrt)'tуВ,е)(r- tt С ) +

, Н rt(!' It, Х, t' 5, t)l А rb$,t) + Н J|, аьr,ц э,t)' l 7,{з, D -

- Н *fз,t]'Oy(l, t) (з - у t € ) - Н a.yB,t]l' а х 1(5 t t) - Н lB, L]l ь r 0, t) -

- 1] rзlз,t|' {у B,L) - ц (5,0) + o(t)
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д Н[з, LJ - Н, [з, tJ Ъ цз,t) = д 
у,о 

Н t5,t1. Н Lf5,t1 l,д у, t !ЦtJ dt +

* ( Д 
у, t Н 

"rГl,L1' 
t! (!,t) + Д 

у, t Н 

"r[l, 
tJ' Д 

у, u ! [з, tJ r

ОтсюдА с учетом представления

t
!
to

УВ,D,Iз6,t)= Ду,уt[l,т7 dtr

получаем

t

t
I'"f5,tl Дур {[з,tJ tс)В- f * с) + 0(е)
t0

пря (4t)с Q имеем

днв,t]_ Hx[l,tJ,bl,B,t)= + 
о|'Н'zВ,t]дх+ тGZ) ,

+ Ду,ttН

Подставляя полученные выражения в форrиулу прирашrеняя фрrщпоllала, по_

лучаем

дФ(u) =-
Ttr
J I{^

f-t to

t

ур нгз,tJ- H.p,tJ' 
[ьу,о 

!tl,t] *} at аl -

#trYr oH"rLl,tJ'ty(y,t) * Ау,пНr*Ц,tJ'ду,,t J[f ,tJ +

t t,1,
* д!,о Нл[f ,tJ Jд y,t![s,tJ ar)dt*J J6,ztl,tl'Hrr1,tJtllt,Ootзott-

- 0'r(з,, t,)' ч"r(rбt }l)) tl6t,й)} + о c,Ll (1r)

Злесь d'У(ýrt) определяется ypaBHeHHeNr (5), 0f,'(Jrt) , (5rt)€ & _ ре_

шение лияейной задачи в варнациях (6), Лz 6rt) = (0r5 {Зrt), dT1 01il t

dл, tз, tl)
К алалоги,лlому резуrьтату прlводпт вафшровоrr.. управления на поrlоске,

параллеrъноfi другоl"rу семеИству t = Т характерпстик сшстемы (1).

4. Прелставление (1t) для приращения функчяонала поэвоrIяет прежде все_

го сформулировать необходимое услФие оптllмальностх пеFого поряд(а _ пнтег-

раJъный принцип максиl4ума [8].
Т е о р е м а. Пусть {L 6rt), r(rrt)} - оптхмбльяыfi процесс в задаче

(1)-(З), V(jrt) - рецепше сопря)хенного уравненпя (?). Тогда

1) для всех ý е (Jor5lJ вьшолняется неравенство
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L,t

J,{or,oH[ý,t]- 
Н"о[ý, а' !,ду,,tl[ý,rJdr}dt < 0 (12)

l!ри условиях:

уr= t(y,rt(s,il,r(ý,t),t(il,r,t) ) уft) = 61$), tI е W ;

2) мя всех б€ (to, t1] очtполняется неравенств()

( r3)

при условияхj

!5= t@з6,Ф, !, r(з,Е),tв), 5rr), !$) = O1lT), tJ е W,

Испопьэуя формуrry (11), перейлеN,t к рассмотрению r:ритических сrryчаев,

когда по крайней мере од}rо из условий (12), (1З) выполняетсятрrrвиально.Вве-

дем понятие особого управления. Пусть l,t{ = {И. W: 1I= UGl' , Wз

= {rле W: tI = u(J)}
О п р е д е л е н и е. 1) Доrryстимое управление Ъ'.В|t) назо"ем t -

особым, есrш найдутся такие подN4яожеств" Wo( Wr, ýо С S, ZneS So > 0 , что

длявсех tleWo, EeSo справедJrиво

t|L

llo,,"r[з,tJ- 
Нr,[з,rr' looy,t ![з,а] at} at = о.

2) Допустимое управление UGrt) назовем j -ссобьtм, если найдутся

Ta*lte подмяожества Woa Wз ,То. Т, mеSТо > 0 , что для всех 1}е W'о ,

L е То выполяяется

51

Ilor,u 
Н[з,tJ- HLt

5, J

I,|b y,n НLз,т] - Н * rlз,tJ' !,о r,о ! tý, r] а7 | а з < о

з

Гs,LJ' J 
^y,t 

![1,rJ dЕ} dE = о
to

Д 
у, n Н * rLý, 

tJ' t 
у 

(ý, D + д 
у, vH х fý, 

tJl а y,t J tf , t] *

Выражение ( l 1 ) позвоrrяет сфорr,тулировать условия оптимаJIьности для особьц

управлений в виде следуюlцих утверждений.

l. Пусть |tOBrD, rВ,ill - оптимаJlьньlй процесэ в эадаче (r )-(3) с

{ _особым управлением \tUrD . Тогда для всех ý a ýо , lI е Wo имеет

место неравенство

i
t

J
t0
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t \1,
+ Д y,t Н л[l, bJ' l l rilts,tl acJ at * l, l t z в, t)' н rrв, tl Е la,t) d l ct -

- БrQ,,,t)'Ч"rtх,t!,,L,))trGt,t,) < g. (14)

З rcс" lt = !9, L{ý ft) 2 
r(ý,t), lt(t'), ý, t), У ft ,l = 8, tS), вариация 0 у (ý, t)

является решениеN| линейной системы Erl, 0LUrt1 =(Дr5(З, 0, TritЗrD ,

dI,(Jrt)) и вариация tr(lrt) _ p"ru"ne задачи в вариациях (6).

2. Пусть {tt{ЗrDr LВrD} _ оптимдлыlый прочесс в задаче (1)_(3) с

5 -особым управлением U(|ril . Тогда для всех t е То ,te Wo имеет

N{ecтo нер8венство

5|

J!^, n н * rГ!, 
TJ' А y,,r t [З,rJ * Д 

у $ Н r rtэ,т J' 0 у 
(5, с1 +

5 \t
+ д урн r[ý,tJ' ! 

оь 
у,о 

!в,4 agl аз - 

![
- бх(\,t)'Чrr(rЪt,t,))tr(51,tr) < g. (15)

Зпесь !!= J(rВ,Т),у,rLВ,с),t6),Т)) !6)= Щ(Т) , вариация ly 6rr)
является решением системы

0 
У з= trr@t t! t rlЦ 5,т) 8 у 

* !"r&з,!,х,1I, l,т) lур lfs,tJ t

tzl,t)' Н n[l,tJ tz/з, t) at d з -

5

* {"(хr,у, т,[,5,"'!,оr,пltЕ,t]аg, ty(to,T) = 0 l

бrU,D =(tr5G,t),бrrQ,O,trG,О) и вариация Er (c,L) определяется

эадачей

6 х*-- tL.[з,tJ бrr+ !"s4rrоО"rr lJý,tJ tr ,

tr(зо,il = о, tп(в,t) = t 
оЬ 

y,rr l[9,rJ oLE .

''rr= 
r'rч' , "1t= 

x'rl', ý=т= fо,1], r@,t)= Т-(5,0) = 0 1

ltl.'{s,Dl < t, l,u,'t!,al < !, ФtФ = rL(l,t) * tпLп,

Как особенность результата отметим, lITo в усповия (14), (15) входятва-

риаrrии состояния.

Эффективность полученных условий подтверждается с.qедуюlлим примером
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Проверим на оптиtttаJlьность управленuе 1l(5rt) = 0 , которому соответствует ссЕ

стояяие X(|rt),= 0 . Составим функчию Н = 9' х.|u'+{LL'UL и определим

сопряженные переNtенные 9'Grt) = О , ЧL(srt) =,L Нет;ry,пно ,"о.rr, что

ясследý/еrчrое управ.пение является одl!овременно t -особьм и j -особым п1 сл€-

доватеrьно, особьrм в смысле поточечllого принципа максиiчryма [r, е] . Vслов}lя оп_

тиммьности особых управлений ". fa, 5] в аанном сrryчае выполяены. Проверка

условия (15) прводит к очевидlом), неравенству
5

J
0
Дy,tt[g,tJdgal=o1o

t

lor,u 
H"[l,cJ'

Проверим условие (14):

'ttt
t a 

r,,t 
Н 

"[ý, 
Ц'' j л 

r,ч ![s,rJ 
oLt dt = - l,tcU l у'сtl t|Tl ат d-t < 0,

!|= y'u' , yl{ol = 0

Ононаручrаетсяl например, при ?/1(t)= l , tl\t) =-t , поэтоtllу управле_

нпе 11, (irt) неоптимаrlьно в исследуеNlой задаче. Прлrвеленный прt|!чrер под_

тверждает неэависимость условий (r4), (15).
Автор благоаарит В.А.Срочко за постановку эадачи и внимание к работе.
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