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зАдАчА выБорА оптимАльного рядд издFлиli
по критЕриlо "суммАрllАя эФФЕктивнсJсть". 1

А.И.Давыдов

основt;аЯ идея сформиРовавUl(,госЯ к настояцеNtу ьремеllи в Институте мате-

матикИ со АН СССР обцеГо подхода к постановке задач оптимаrlьного выбора

состава систеN{ (типоразмерньtх рядоlr) изделий cocтollт в ToMl чт<.l нужн()вов:}а-

имосвяэи рассNrатривэть ффектиuность систеNrы и :Jатраты на се соэдание ll обе-
спечение ее фуltкчионироваllия. Прлt этоrl :{фективность оценltвается с точки зре-
ния выполнения отдельньtх Работ (зада,r), составлакrчrих сферу примененrtя рас-
сматриваеNtых иэделий. Используя критерlrll стоltNtости и ффективности, можно

фОрмуЛировать два варианта постановк}l :ri)дtrчи опт}lNtиэации состава (типора:,-

мерного ряда). В первоN{ (пряr"rая п<.lстtrноька) тJrебуется минимиэирова,гь cylvl-

мбрные эатраты при }lекото[юм уровне iiффектlлвности (:истем1,1, а B<,t ьтор<>м ( об-

ратная постановка) _ максиNiизировать пнтегральный уровснь эффективности, на-

клалывая ограничения на величину сумNlарllых заl,ра,г.

В бо.пьцlинстве рабо1 (см., ltппg,trl,.,р, [1 ,2,5]), п<,свящеlIнь!х ttсследс,ва-

нию воПросов о|lтиlч{и:JациИ cocTaвir cl|cтeNt, задача оптlir!rа"lыl()г(l вl,rбора paccмi}T-

ривалась в пряt{ой постановке. Такл<l .зада,lи являюl,ся бо"rее trзученнr,l},llt ll (: N,la-

тематической точки зрения. 3ада,tа в oбpTltott постitновке рЁr(:сNlотрена лl|шь в

[6], гае приводит(:я малотрудоеN|киti алгорttтN:, позволяющий отtпскивать прибли-

х(енное решение задачи с априорной оценкоai точносl,и.

В настояцсй работс дается одна из ьOэ\rожных ф<lрмулировок :Jalletlr| опти-

мизации cocтaвar где в качестве крrtтерия берет<;я (:у!чtь.lарная :ффектtтвность вы-

поrrнения изделиямlt соответстDующих рпбот, а су\t:',арные затраты огр.]ничивают_

ся сверху. Эту эааачу :\lor(яo paccNlaтpltвaтb как обtrrатtlук,l к изаестноli эадачс

выбора оптилlального ряда иэдолllli [r, Гr]. Kpo:.lt, т<lго, в работс стр{)ится аi-lго-

ритr"r, по(Jволяюlций отыс;кttвать To,1H()e реш(jIlltс ll(jс.il(]дуеttой эадачlt. l} r-lcHclBcl

предлагаемого аrlгоритNlа лежит сlбшая [}ычitсJtltт(..,Iьноя cxcN.ta вствоЙ и границ, ко-

торая использоIJалась и прl! решенllll прямоi! i}одilчлr. Однако реалиэовать :JTy схе_

му для обратн<lй задачи значительно трудн()е, чепl л.lя ttрямоti.

Работа со(]тоит иэ двух ,tастеЁt. В пc;lBoii части lrриводl|тся NtатеNlатическая

форьтулировка обратной эадачи выбоJlаr (rlт!t\lа:tьнOго ряда }tэделllii, l)accýrilтpllBa-

ется N{ноговарltантllая задаllа о ранце, исп().lьJуе\lая в дальнеЙшllьt в качсств(] вспо-

могатеIьноii. !алеtl иссltедуется оценочllая заtlача, 11озво.пЯюшДЯ ОтЫСNИВ(rТЬ ЗНа-

чение верх}lей I.раllицьl для целевr)й фуtrкчии }l(]х();tн(,й :iад:ttlи. Пllrtв.лrtтся такжс
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обrцая схема аJIгоритма отыскания так называемого тупикового решения оц€ноч-

ной задачи.

Вторя часть работы посвящена описанию аJlгоритма построения тупнкФо_

го решения оценочной эадачи и конкретиэации других оснвных эл€м€нтов вычи_

слитеrъной схе}tlы ветвей !r границ приN{енитеJIьно к исследуемой эадаче. Приво_

дится T,акже оценка тtrудоеý{кости одноr,о шага алгоритма ветвей и границ.

ý 1. lvlатематическая форму,лировка задачи

Привелем математическую формулировку задачи выбора оптимального ряда

изделий по критерию "суN{марная эсфектrrвность". Для этого введем необходимые

обозначения и расс}t{отрим основные исходные предположения.

Как обычяо (см., например, IZ]), множеством номеров !.={!r,,.rLr,..rll
зададим исходный ряд образчов рассматриваемых издел}rйl а множеством номе_

ров Т = Ur,,,rj r,,,rI} - совокупность видов работ,составляючrих "фе_

ру" применения рассматриваемых изделиfi .

Вычисляя требуемоо количество иэделий, примем простейшrую схему выпол_

нения работ. Булем считать, что единичные работы каждого вида выпоJIняются

независимо и что одно конкретное иэделлlе исполюуется для выполнения только

одной работы. При этом в соответствии с обциr.л подходом к постачовке эадач

оптимизации состава считаем, что для работы каждого вида может быть сфор_

}"lировано некоторое Ntножес,гво вариантов нарядов, изделиilr каждьй из Koтopbtx

выпо.'rняет работу с соответствуюциNr уровнем эфективности. Считаем также,

что каждый наряд из этого Nrножества состоит из изделиfi одного образча и из_

делия каждого образча входят в состав не более одного варианта наряда. Эф_

фективность нарядов зададrtм ве.пцчинами tii , L an., j е / . Величпна lii
равняется эффективности выполнения нарядом изделld С _го обрзча работ j _го

вида.

Вычисляя суt,llчrарные затраты, булем учитывать следующие их комлоненты:

а) начальные затраты, эадаваемые величrlнамп С|, Le[. B"n""nr. Ci
равняется нача,,ьныN{ затратам на изделия | -го образча;

б) затраты на проиэводство иэделий и выполнение работ, залаваемые ве-

личинаlttи rrj, r€ Д, j €/ . Величина СLj включает в себя затраты на

проиэводство изделий i -го образча, входящих в состав соответствующего на-

ряда изделий для выполнения работы j -го "ил", и затраты на выfiоляение

этиrчt нарядом данной рботы.
Ограничение на ве.'rичину суммарньц эатрат зададиt"l величиной $ .

Введем следующие переNrенные:

Пепеменные выбора Xie|O,t}, С е Д . Величина .L; принима-

ет значенtlе 1, если liзделие i -го образча испоJьзуется дпя выполнения работ
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(входит в выбираемыfi ряд), u 0 - в противном сrryчае.

Переменные назпачения XLj,, 0, L е Х, j, n .Величина .Iil
равняется доле ед{ничньrх работ J -го видаl выпоrrняе}rых (в составе соотts€т-

ствующего наряла) изделиям}l i -го образча.

Задача выбора оптпмального ряда пзделиfi по критерию 'суммарная ффк-
TlвHocTb', которую обозначим t, (F, С, С0, В) , где F - матрша (J.;)
(ie7, jrtr ), с-матрица (с;1) ( Len, j' у) n ёо -
вектор (Cil G" е tr) , эаписьвает""""п.оуоr"м образом:

наятш Е(F, с, Со, В) =,#?fl, ё, FrJц 'ij
при ограниченияr(:

Х;

Z
ien

>rLj , Lr!, jeli

"rj=r, 
j.tr;

F,r&i ", 
r 

,Ьсц 
rij} < В ;

ric|0,1l, LLj20, Len, Jсr.
Построим унtверсаrrьныfi аrгорятм решения данной эадачи, испоrьзуя при

этом вычислительную схему типа ветвеfi и границ [r, Z].

ý 2. Многвариантная эадача о ранце

2.1 . В даrънепшем прв построевии аморитма реrrtения эадачи бGrСrСО,В)
булем неолвократно обращаться к рассмотрению так назьваемой 'многовариант_

ноfi эадачи о ранце' [З, oJ. Эта задача, обоэначим ее через ф(F, Crd) ,Оог
rt уJrируется следующим обраэом:

налти R,(F,С,О = Т*? ,1 |_trj 'у(LLj) cel jeI
при огроrиченияt:

Дrri=t, jrn;

Е Е ci;x;;t$;
iel jel t l

X.i>0, Lc7, jr!.
Отыскrвая ее решение, воспольз)rемся тем обстоятельством, что

СРаВНllТеJrЬНОЛеГКОrВО-ПеtВЫХ, ОТЫСКаТЬ ОПТИМаЛЬНОе РеЩеНИе

Mo)l(нo

эадачи
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fl P,G,c, в) , двойственной к рассматрlЕаемой, и, во_вторых, построить

по этому решению оrtтимаrьное решение tлсходной эадачи.

Лляjеl положим

цI1 G) = T:f { t,1 - cti zl .

3адача ЮR GrCrB) может быть записана следуюlлим обрэом

DR(F,с,il = mLrLtZ uriФ+ tz}найти
1,z0 Jer

Для всякого J е У функчия й; (L), ff 2 0, является, как нетрудно

}видеть, выпуклой кусочнФ-линейной кевозрастаюrцей функчией. График этой функ-

ции представляет собой ломаную, угол наклона каждого звена которой определя-

еЪся соответствующим коффичиентом Ci1 . Точками излома этоfi функции бу-

дут точка Z:0 , а также те и только те точки Х>0 , которые принокото-

р",* i, L е n . Ci1 * Cei, удовлетэоряют равенствам

lrj -'rr' = trj - Crj z = aiG;

Целевая функчия

Z ш,(il+6r.jcr J

эадачи Ю R G, с, il такr(е является выпуклой к}сочно-лин€йной функчией

с множестъом точек излома Z , "о".о"rим из точек иэлома фнкчий ai G) ,

j ' I . Следовательно, оптимальным решением задачи Ю R G? CrEI яв-
ляется одна из точек множеarва Z , а число элементов в данном мноrкестве не

np""o"*oon, J' r
Испольэуя это эамечание, получаем следуюций критерий оптимальности ре-

шения задачt, ЮR G, С,8)
Л""jеI положим:

fi G) = Т:? {ctjl t,i , c,j r = uj G)} ,

a lqt _ J\:3{cijltij- 
ci1x: uiG)|2 z,0,

JJl|il - )
L B, L=0

Коитеоий оптимальности. Точка !l явпяется оптиtllальным р€lл€нием эад6_

чrt flR G)CrB) тогда и только тогда, когда выпоrtяяются неравенства

Z у;G1 <6nZFiтrl .jeT'' ja"
Известrrы (см., например, [а]) различные способы отыскания точки Z*
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удовлетворяющей указанному критерию. Ниже приЕодится простой в реалиэации,

хотя и не самыf, быстрый, алгорптм, который, отправляясь от начальной точки

30 , оr","**ает точку !# , уловлетворяю!цую требуеNФlм неравенствам. Выбrэр

аrгоритма продиктован целями его дальнейшего испоrtьзования. При построении

алгоритма вычисления верхней границы для задачи ё (FrC, С0, В) булем рас-
сматривать последоватеrrьность задач {fuB GrCgr 6)l , |= lr,,.rЬ , У

которых матрицы Сс " С crt неэначительно отличаются друг от друга. Это

обстоятельство позволяет! отправJrяясь от точки Lt, " помоцью предлагаемого

аrrгоритма довоJIьно быстро отыскивать .о"*у Z|*1

2.2. Рассматрrваемый аJrгоритм решения эадачи Ю R G, С, В) состо-

ит из подготовитеJlьного lлага и некоторого количестъа ocHoBHbIJ( lлагов.

На подготовительном lлаге рассматривается начаJIьная точка flo, пrr, ко-

торой проверяется условпе оптима..tьности. Если это условше выполляетсяl то ра-

бота аlгоритма эаканчивается. В протrвном случае переходим к основныNr шагам

аJIгоритма.

Есrш Z Yi GО) > t, ro L* > Zo х деftствия на каждом основном
jer

щаге состоят в следующем.

Пусть на К -м шаге рассматривается точка LK-t , для которой

E_,piGK-1) > В ,jer''
Построим точку ZK > L"-l , ,оо"п"творяюшryю равенству

Z o,(,rK-t1 = f fli(zK) .jer" jer''
С этоfiцеrrьюдля какдого ie 1 рассмотрим точкч Z7 2 {rК-t , о-

,rяюч{rюся бrпrжаfiшей к ХК'! iо**оП излома функчии Ur; Ф . Если номер

L tjl е tr, такой, что Ciцl j = / j Qr-l) , ,"о ,о"*. Z; опR"л.-

ляется по формуле

.(
xj = т:r |Жlt,j, ltalj,',j "L,j,jl,
Искомая точка f, 

( 
"","п"п""rся 

следуюlцим обраэом:

хК = mlrъ Zi .

je1
Есм |К = ф l то решения задачй Q, G, с, Ы не суцествует и ал-

горитм работу заканчивает. Пу, Zr a .оо проверяем справедrrивость неравен-

ства

Z ll;(z\<6.jer' J
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Если неравенство выпоJIняется, то полагаем ZY = ХК , n 
"rr"opnTM 

рабоry за-

канчивает. В противном сrryчае переходиl,i к следующерry шагу.

Если же

Z ь;&о) < Е .jcr" J

,о Z* 1 ZO , и действия на каждом основном lltаге состоят в следующем.

Пусть на К -bl шаге рассN,tатривается точка ZK-l, для которой

FrýiBK-t) 
< 6.

Построим точку ZK , LK-t , удовлетворяючдую равенству

Ёr,GЧ = Z !1G'-1)
Для этого при любом j 

'Т рассмотриNл ,очку Z7 < ,

ближайшей * LK-t точкой излома функчии tltiЪL Li
L t1l с 1 такоfi, что C,rrjl j = Fi (Zr't) , то

0 , если tt1 < tuр1 Ctj . Cbtjrj прилюбом LеIlлибо

jz mап
Lcl |Ж l +,1, !ujlj, ctj, citj,j}

в противном сJтучае

н K-l
Е , Еляюlцуюся

'>0 Если номер

Не ПРеВОСХОДИТ ВеЛИЧИ-

Искоьлая точка Z 
( 

опрaо".п"ется из соотношения

ZK=marZi .jcI t

Если ZK= 0, то полагаем х+:О, и а.пгоритм работу заканчrвает.В про-

тивном сrryчае проверяеNI справедливость llepaвeнcтBa

Z liG*)>E.
Jc,

Еспи нсравенство справедливо, то полагаоNr Z* = IK, и алгоритм работу за_

канчиваот. В протлtвноьr случае перехоцtlNi х слеryюще!чrу lllагу алгоритма.

3аьtстик.r, что в ходе рсчtения зааачи 9RGrСrВ) с помоцlью опи-

санног() алгсритма выпоrпlяется не более I' J + l оarо"""r* шагов. трудоем-

кость каждого из Ko.opbtx оцени'ается величиной 0(I' I) . Так же оц€ниD6-

ется и ,грудоемкость подготовитеJIьного шага. Следовательно, трудоемкость опп-

санного алгоритма решения задачи

"",0(IZ'IL)
fuр, (F, с,В)

2.1}. 1'еперь по найдеrlпому оптимаJIыlому реrцению задачи Ю R (Г, С, 6)

построиlчt оптимальное рецtение исходноii задаtlи R (F , С, В) . Поскольк1, точ-

ка Z- удовлетворяет критерию оптимаJrьности, то наRдется элемент j"C J
такой, что



Z pilx*)+ J5o@) * Д. ,!i(zKl < t 1jrjo'' jrjo-'

' ,1,"FlG*l 
+ fio@#l r 

1lr,fjtr*l 
.

Пусть дм всякого j , I номера L tjl, Ltil е I таковы, что

Сtцуj =7i(Z,r|, Cr,jrj = 1BiG*), авеличина т опредф

,rяgгся по форшrуле:

! = 6 - 
,,ё, tjtz\ - Z,yi {z1 .

Для всех je r , отJlttчяых о, jo , поrtожхм

(l, lесли i=CO,jrjo)

":j = { t r ecJlя L= Lrl, j > jo)
L 0 - в противном сJIучае.

3шаченпя r"п"* t|1o, i е l, опредеJшм следO/ющхм обраэом: X|io = 0,
есШ L + L Qi, "L ; Ctjil, а вел',чпяЫ riEoir' *i,jrj,
явJrяотся реlленшем системы уравнениfi

ffirtrЧ, riцajo + .!io&r), П'[Еоiо = f ,

|rt,,i"ti, * x'igoljo - !,
Нетрулно прФеритъ, что так определенное pertJe'яe ( ri; ) эадачи

R G, С, а) и оптимаrьное реlленне (Zj ( U; GrD ***" fuR(F|С,В)

удовпетворяlот сосгношеншям допошяющеf, нежесткостп, и, следоватеJrьно, реше_

"". (rt| вляется оптимаrrьным дrrя эаддчх R (Г , С, t) .

OTlieTrrM, что для построения оптимаrьного р€rtJения (rijl требуется,

ше более 00'D элем€нтарньш операчrrfi. Таким обраэо"r, 6*or*.r"Jrьнo по-

лучаем, что тру,доемкость рещенпя эадачtl R, GrСrD оценявается величи-

ноп 0 (IL, lL)

0 3. Обlцая схема алгорптма решеппя эадачи ё (Г, С , СО, В)

4в А.ИДавыдов

3адание подмяож€сlъ речrенпfi

В освсве предrrагаемого алгоритма решения эадачи бG, С, СО, В) ле-

жrrт общая вцчrtслптельная схема ветвей х границ с одностороlнпм ветвлением,

попробное описание котороfi шме€!.ttя 
" [r, 2]. В укаэанных работах 9та

схема описана прпменптеrьно к решенt{ю эt(егремальной задачи 'на миниri4ум'.

Однахо она поrЕtостъю прпменшма и к случаю задачш 'на макспмум', еслх

t
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вместо нихоlей гранlцtы испольэовать верхнюю границу и энаки неравенств в оп}l_

саниti вычяслительноfi схемы заменпть на противоположfiые.

Слелуя f2], *о*р.rпзируем для наrл€fi эада{tl ё (F, С, СО, В) основ-

ные элемевты общеfi вычислитеrьноfi схелш ветвей и граняц:

. - способ эадбяия подмножеств рецrенпfi;

-способ вычисленtlя верюlеfi границы;

-фнкчию выбора выделенного решеншя;

-фуншrrю ветвления.

3аметим эдесь, что способ,задания подмножеств решенпfi, используеDшй

при построении алгоритма для прямоfi задачиrпрактшчески без иэменений переRо-

сится на сrrучаfi обратноfi эадачи. Поэтому остаяовимся на нем вкратце, а осяов_

ное внимание в следуюшпх параграфах работы сосредоточим на описании oCTaJlb_

яых элементов вычпслитеIъной cxeNбl.

Подмноlкества оеlленrrfi (как и в [Z]) будем задавать с помоlцью частичных

речrений, понимая под Еlцщ:щщц_рýщ9цщдд булев вектор (ait r...l Ii7) ,

0 1 9 L I . где 1 ilt,..rlg) - упорядоченная выборка элементов мно_

жества l . Поооо4*"r".п, частичного решения (Ii, ,,, , , IL) нозов€м вся-

кое решевие (ril tr'ц) ."о."" ё(F,С,СОli) ,"**.'"r" rtr- X,iL,
L= tr.,,r 9 . Мвожестъо прололжениfi частшчного решения (trLlt,.,rrtr)

обозначим Ii, (Хй , .., t Xtr).
Базисьtмл подмножествами реlлений бупем считать множества вида

Л(rt,,,,rаt) . Ясно, чтовсякое множество t|(rltt.,,lXLq,) ,.о*е,

быть представлено в виде объедпяения базисньDс множеств 1i(Лi ,:,., П|)
таких, что r"ir= ЦLtr l

Дrrя частиrдlого решения

ir={i.n!rt= tl
ri= l" д-о .

ý 4. Общая схема аJIгоритма вычисления верхяей границы

С = t,,.,,|.
(XLrr .,,, 

"io,) 
полоl*ило Т ={Lr,,..rigl,

,ro={Lc[lir=oI ,д,=!r_Е .

4.1. При любом частичном реrшени" (LLtl.,.l XLg) , 0Д9LI
наиrтучцtим решением исходной задачи {r(FrСrСО, В) ""Йо*""о" Л(rt t r,,,
, , , , I L ?) является. очевидно, оптимальное реlление задачи 6(F, е, е', Ы ,

где

F =(fц)(L.l'о, jeI)t e=@ipGcI'r, jeI),

(Co,,;e.[i
e'=GilТen'o), ei= { 

v' 
=' L 0, L.ili
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Е= В- Е
1eГt

0

Lс

Построим фнщию В ( rir l ,, , l XLg) ,,"r"уо, что при любом частич-

ном решении (ILt l ,,., trig) имеет место неравенство

B(rrl2 ,. ,) rlg) > Е G, е , еО, Е) .

описание алгоритма вычисления значения такоf, Фнкции для простоты иэложения

булем вести для сrryчая 
9 = О . 3начение верхяей границы в общем спучае вы-

числяется точtlо так же. только вместо мяожества ! рассматривается множе-

"r"о !| , а вместо матриц F, С, С0 и величины ! - ,".pnu", F, е, е,О ч

величина 8 .

При вычислении верхrrей границы используем тот же прием, что и при по-

строении нихсtеf, границы для задачи выбора оптимаJIьного ряда иэделий в обыч-

ной (прямой) постановке (см., например, Г1]). Рассмотрим двойственную зада-

чу к задаче линейного программировrrяия, поrтучаемоfi иэ исходноП эадачи

{(F, С, СО, В) отбрасыванием условия булевости перемевньlх, и в качестве

верхнеft границы ваэьмем значение целевоfi функчии двойстъенной задачи на не-

котором'хорошrем" решении.

Двойственная эадача, которую обозначим fl € (Г , С, СО, В) , имеет

Вид:

наfiти

DE(F,
QtР,@),l

Ih*,+ въ|

при ограничениях:

aj *Счz*УLj >tц, ieIl j.T,

I_Yri С ciz, iсI,
jeT

Х20, lij ,0, LeI, jrl.
Испоrъзуя переменныс |ir, l L е I, j е t, "л.

,если L>0
О, ecrпt L=0

перепиrцем эту эадачу след}rющим обраэом:

наfiти

С,СО, В) = mLтъ

"LJ

{bL
t,

D Е (F, с, со, r' = rt;,: |Ir*, + В 4
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при ограничениях

Шl = п7аr{l,ii-Gil+ztj)z}, ieT;Lctr

Ё, "'i
Z>0,

' с|,, ,eI )

ZLj >0, Lel, jrl.

Для данвой задачп выделим реlления (RrD , гпе ( = (Zij) ( ic| ,
i е Т) , обладающие своfiством, аналогичныrli сЕо*ству тупикФых (неуrrучшlаь

мых) речrений, рассматрlDаемых прп построеriии няюrеfi граllпцы D сrтучае пря-

моfi зада.lи выбора оптимального ряла иэлелиfi [r, UJ.

4.2. Для рец!ения (R,ф задачп flC(FrCrCorB) по,rожпм,.

]о(() = {; е 
'lFrrLj 

= cil ;

цri (R,x) = *r!? {tц - (cij, zi| l}.;

IiR,z) = {j е Il li1 - rcч r Li| z - uIiG,il} ;

:j rк, z) = Ij(R,il п Io(R) ;

,FiG,O = 
,T{?r,x){cij 

t Iij! ;

"h'1 
rК,r) = Lцr.ft,rjcij 

* zijl ;

liB,r) = 
,ц|ft,l){clj 

t tijl )

JriB,r) =, ?it,r,{r,j * LLi| , je Т.

Матричч R назовем l _тчпкхеоА прп некотором Х, Э 0 , ес.пrr

I", tR, il * Ф для всякого j rI .

Рошенве (R, Х) пазовем дIдlщ9эд!д еслп:

1.матрича f, вrrяется t-тупшкооfi;

', Ir!; R,х) ё в , 
ёr"вi 

cK,rl.
Покажем, что оптимшьflо" р"r."". (R', l|) эадачх fua(FrCrC:B)

при LX > 0 является тупllковьlм.
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Л е м rr а 1. Еgв (R| Zl) _ опrх}i!tЕцов реще!rе эадаtlх fl ё(F, С rСOrВ)
. 7r* > 0 , то M.Tpшla R* вrляется !#-тупшкооl.

Д о r а э а т э л ь с т в о. ПрешrоrrожIм, что I;(R', Ъj= Ф для Rе-

]оrорого j a I . Пoraxerr, что D 9юм сrryчае реш€вrэ (R*, 7*) ве Фляет-

cl оптшаЕшшм.

Посrоыу
*zj.l с:
ч

t1

ёr"til 
, о ,

д,llвсЕtого Le\ (R]lЁ)

fi= nLt1. lC' iсr;lд;lr;'
Пустъ

rTO

0

l,

\ - lilТ: z1- 
iTr?rtr:r,)Itij 

- Gц * tiil z"} ,

t = miп {й, t"lt*l ,0 .

paccxotpr,r рФt€пr€ 1F, r*) эадвчч fue GrC, СО, В)

= |ъ*6i 
t t, i е Ii(R', Х') ;

"'i = t.;r, ierr I1R\fl;
ii1,-Zii,, LeI, j'"r, j'+j.

Длr вспого j'r l , j'+ j , оч€Dпдtlо, aj,(E,'7*) = аГj,(R'rZ*) , а

wjL,ф - n::?{fil-Gti , Zi| х*} = ,#fr1"oVii-Gii*zil,ilfl=
= чГj(R'l 7') - t7* . aj (R |, xr) , о/тrуда и cJteдl_

от, !.fiD рш.цtс 1Rl, l|) tэ Gлtется опflп.аrъшш.. Леrдrа довлвtlа.

Л с х в о 2. Еслr (Pt, t1- оrrтIrtдъЕоб рdш€шэ эадача 0еG,СrСOrВ)
l trr>0 ,Ф

Р"Fj 
(R*, lt) > в ,

Д о r а э а т с л ь с т в о. ПрэлшоrоrФa прdTDвоа. Псaаrэх, ilioD rкty
Grу{.э рэшшс (PI, Ъа) Е€ Елlегся оптD..rDшц..

Длr j с I обgа.пх rсп*_i'(j) "ald nlt L е I'i( R*r.|'), м"
rcторсо 7j {П',l1 - сц + z|i . посrо,.ry

t црi - ( Счl i + ъFцt| lI - uIj (R*, ft') -
= tъаэ!!i1- (Cii+ ltP {} ,IcI

таl(ое, что

т
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то найдется ".-"о" { , 0 a tj 1 Х+ . таfiая, что длq rtобого

i,etr1. (Rl, l*) неравенство

!itр j - Gttpir ZitjlI l, > tii - \CLi + Ъi1) |

справедливо при всех Х, L* - ti С l < Х1' . Это r<e нерaD€шеtъо вылоrrня_

ется при всех t ( |* , еслч L е I1(R*, Х*) и

cij * Tij 1 !'iR', х*) ,

Рассмотрим множестъо

I'i = |ic I; (R ', {)| cti + r|,1 , _р] {к*, хlУ .

Всм tl, S Р , то для всякого L е ll1 полоr(им

ё6=(Сj-iЕrL'ij')| Т

и обозначим череэ Х i р€шенхе уравненпя

!ttjlj - Gitjlj * rirjlj) z = lii - rcLj* Zij * Ei) t,,
Так как t i' 0, нетрудно убедtrться, что 1 i' Х* ш лм всех ! . Taкllxi

что !1 z 1 д g* , имеет место неравенство

!iqli -Gttjlj + Titllj) z > !Lj- (cij * z|1 * ё) х .

ПУсть Li = 1Па_У L; . тогда при любом L е t'1 это неравенствовыпол_, L cl'j
няется при всех t таких, что Z1 1L11*

7;=0
'{z1, z'- iil . r,,

Если же Ij = Ф_.

Пусть, далее, 71

. поло)l(им

= rrLaT,

i
Длявсехl. Z 1z1 f;f,имееп,,

|"i;-Et, LrIj,
tri;, LcI'1 .

Ll

t

Полоlt<иlл 1=mаIZ,jeT

t цjl j - @icjl j* ittj, j)'= "::? lf ц - 
(ci1 + 1,i1) х| ,

и рассмотрим решенше (F,il , "о. Е =Gr|.
Поскольку

у i.. z оо.
Э vLl-wL
JeT !,

для всякого i е tr , то это рещение вляется доrтустl|мьlм решенхем эадачll
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Dё(Frсrсоrв) . Далее, поскоьку для шобого j, ! ,

!ttjlj,@t0, j* iitjl) i = iitili - f]B| z)1, =

= T:r {tbi - @Lj t ii| il = uli(P, il,

I Frr, 
(R', z\ + въrJ- tД чriЕ,Е) + BlJ =

= [8 - Z_pi в,; L*)J G*- i) .

jel J

Следоватеrъно, решение (Rr, Z1 не Еляегся оптпмаrъцьц{ для

Ф С (F, С, СО, В) . Лемма докаэана.

Аналогrr,пьш обрзом докаэывается п следуюtцая

Л е м ма 3. B"-(R'| !)_опr"rr"rъноереlшенпеэадачrr 96CCrCiB),
Z*>0''o 

z yi tк*, |") z $ .

jel "

Эта лерцlа эаверчlЪет докаэатеrъсгво того, что кJIасс т)rпиковых рецrениR

эадачв О t, (F , С, С0 , В) содерr.'т оптимальное peltre'иe.

В качвстве искомого эначевия $ Bepxrreй граяицы возьмем велхчшЕу

B(R, r) = iruIi R, l) + Br,,

"о" (R, t) _ некоторое туппковое решение эадачи 9ё(F, С, СО, В) .

Ниже прrводится аrlгорптм построенпя тупшкового решенпя (R r l) , даlо-

!цего эначение верхнеЛ гранпцыr блиэкое к.наименьшему. При построенпи такого

решенпя булем опираться, в частностll, на спедуtощее утвержденпе.

то

эадачи

Пу"r, (R,
j' I через

L)
Lq)

- допустимое рецtение эадач,. 9 а (F, С) СО, Ь) . Для

обозначим 
"олr"р i е 7i (Rril такой,что ,ltiprZ) =

_ ubt
л

l"

то

r ъLi
е м м а 4. Пусть

ё, ri G,,z) > в

пусть при люоых i с- Д, j a I справедливо условие: если tri a t uil j,
CLj +Lij >Cttjlj*xiyj .Тогдазадача ё(FrС,СО,'В) 'i.

нмеет допустимых речJениf,.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим некоторыf, эле}rэнт j е ! .Не-
трудно эаметвтъ, что при сделанных предIолоr(ениях
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tiO,j -(Cцjlj+ I,LOj) 7.'> {rj -(Cij*Ztj) Z'
о* niuo"o {; Х n i.r ,,.". i,lt1 R,i') = Jty1 -Jui R,l),t|
Следоватеьно, величltна целевой функчии эадачи Ю t ( F, С, СО, В) не огра-

ничена снизу, откуда ш следует справедливость утверждения леммы.

4.3. Преллагаеr,яй алгоритм построения тупикового решенхя задачи

fl С ( F, С, СО, В) сос,гоит из конечного числа однотипных этапов.

Пусть к начаrry некоторого этапа построено доtryстимое решенве ( R , l)
рассматриваемоf, задачи, о6.падающее тем своПстъом, что точка t вляетсl оп-

тимаrъной для эадачи ПЛG, СR , Ы l гдо CR, = (Сц + Xij) . Деf,ст-

впя на этом этапе начинаются с проверки, цель котороfi _ ycтaнoвltтb, Фшется
ли реrление (RrZ) тупиковым, и если да, то алгоритм заканчllвает работу. В

протпвном случае даJънеftшие деfiствия на этом этапе направлены на то, чтобы,

иэменяя некоторым рацtll()нальным обраэом lйатрrщу ( , получит" *..rр"о1, ( / ,

такую, что

B(R"z') ,, вQ,ф ,

где l| _ оптимаJrьвое решение задачи fl ?"(F, СR|) В), С R' = (Ci1 + Zitr.
При этом для отыскания точки Z| применяется аJIгоритм р€шенпя мшогФарtlаят_

ноR 'задачш о ранцеr опис:аяяыft в ý 2 данноfi работы, а в качесtъе нбчаJъноR точ_

Kll этого аrtгоритма используется точка fl . Если в ходе выполнения 9тпх деПст-

виfi на основании утвержцения леммы 4 делается вывод о том, что l|сходная эа-
дача ё(F, СrСО, В) не имеет догустимых решениЛ, то аrlгоритм эакапчива-

ет работу. В протl.вном эrтучае на следуюцем этапе aJгopllтMa рассматрlвается

рещенше (R', {)

Поступила в ред.{Еtд.отдел

11 алреля 1984г.
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