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оБ одноЙ здмчЕ минимизАlии псЕвдоинтЕгрАльноЙ суrцлlы
Л.ЕJофачевская

Рассматрrrвается слеýюrцая эадача математпческого программирования:

lL

(=1

ý 1. Некmорые своf,стъа задачl| мllнtlмизаtlшl|

псевдоинтеграJtьноЯ суммы

левоfi фнкчпп в задаче:

fu

удк 519.€

(1)

( rlr)

U

Z !tr*л(хц- xK-t)n * Lпt
Пrlэхl r=q

прr услоип

0=Ioartd&bL,..Lan=Lt f,)ll (2)

где d, G(оr!), Itлl - непрерьвная, неубьвашlrая фшщrrя, ttr) > о для

а е (о,uJ .

3адачп такого рода воошпкаlот ь облдсти стаядбртшэацшш прш выборе опти-

мального ряда техfillчесхriх устроRств [З . aJ. Функчrrя J(Z) "rр.*ает 
зави-

свмость cтollмocтll проиrвqдства qдшого технического устроRства от велrrчшлы

его осноноfi хaрбктерхстхкu tr , покаэатеь d, характершэует эавllспмость

стошмостп прошзводства этого устроПсtъа от (.г.t сi:рпПностп.

В работе исследован ряд cBoficTB эадачи (1)-(2). Показана к(жечfiость оп-

тпмдьного п8раметрrrческого ряда для некоторого класса фнкший JlX,;, *rr""*
на свяэь рассматрriваемой задачи с интегралом по внешной мерс, введено поня-

тйе пс€вдоl|нтеграла lr доказаны некоторые его съоf,ства.

{

Пусть ý(OrtC) - оптшмальное эначенше цеJЕвоИ функчии задачи (l )-t:l).
Нетрулно показать, что SQ.U) есть предел невGfрастак)tцс,fi последоватсrlь-

"о"r" {ýд(0, U)} п- t,Z.,, непрерывных. не убываюшшх по || функчий, опц_

делешных на интеFале iОr+ В1 . 3десь ýъ(Оrt0) _ оптшмаJlьное экач(rа!lе ц(ъ

,a

Е Jcr*l (tr*- r*_r)ф * iп! ,
t;'lх = ф,

0=tro( tr, Э .., L trп= ИrП > ЬП- фшкс. (:]tc)

а



Об одноЙ задаче минимиэации ticctiдOllll,|,(,l l,J.lыloll c}\l\ltn -.|! l

a

Справепливо

У твсржд(,н и е l. S(OrZ) -r,.,,ц.lrl.пrlli|я, Ht,\(-rt,ll,r;tKl|tlirяlu\lL

функчия. явJlяюtлsяся рошенирм функltttона;tыt()гl } vlL,lt}l|1,1llln

ýlo,tl,)= m_Lrъ_{SQ,rlt!tu)tч-r)П}. (:rl, Ie fо, цJ

3 а rul t,tl а н l| l, l. l.]c:tlr ý(a,tO), Sп(ОrU) rП= lr2,,, , -
оllтllмjlJtьны.r:.начеl]ltя ц(tJl(.tiыхфункlrlrii tr;rit;lir,titx(l) ( l) rr(l1),(.l1},,.xl1-

Bl,TcTB(rHHo,

Q=IоLх.tL...1Iп=ltrп>!, (l)

0-=Io!I,t 1.,. ! Lп=Цtа 2t,fo -фttкс., ( l1)

T(l O|l1l явJlякDт(,я ll{.llFlрl,вныпlll, ll(. l}();tp.lcTltr)lll]lлl]| п<r @ фуrlкrlllяьlll, l)llli,д(,.,l(,ll-

Hln\rll дJlя а(U.

.[llя д;tлыtr,йш{tr,() вatжн0 ()Tlr.t(.Tl1,1,1l

У т п t, р ж д (, 1l l| l. 2. Дj|я нtк()т(}|f,()го Ur0 11i11,1.1 111.1,111 [)il_

lr(.ll(,Tll.) S(ОrU) = S/ОrU) тr)гдёl |l T()rl.,*() т()гд.r, ý()гдо $(0rU1 = S2Фrф
ДrrKrrзttTt,;tbcTlr.) утв(,ржд..llalя ll(|T}lvлH() ll1лвttст]l tл(lт()доNt ()т пFк)тlпrного.

Д. tя r,гrrгrr l|.,Il(rJIll:l\ l.T(,r|

Л ,. bt trt а l . fllrя фуltкrlttlt

в G- ф"-G-dф Q' 6,

I

а ,

lltvl(.|,T lll(,(]T.) |l..[xll]t.ll('Tlllt

I ( х, ) (х - а)е

| @trIr 0 > 9@",П16) д;tя rlкбtлх at< а2< В
и r е [al,,8]

()1,ttr.Ttlt t, .lT(l ,l.,|я llr,к(Dт(t}х)г(, t(;|il(,(,il фr llxtlttii J11,) ,,л,.*., \l(\,T.) (,T}r(rr,()..

yбt.tlrilHlt0 ll()(,Jl(.дl)rtilT(.J11,1lo("t,ll {Sn @ru)} п= |r2r.,, , T.(l. (-ll}rilli(rtu||lttl)

ll ]| (. l}

0i,rъ
а+0

1lttBtlt,tii llyJ|K,, ,г() lSo @, OL)} п = lr2r.,, сту,гrl yСrt,tlriK,,г ( U > Ф .

llJ)(.дll(Ul(,ж]ti\t lr э,t,(rьl tt.,rlutг;хrr|t., """ l(r) удr)li.lr.т[r(цtнt,l,\,(,Jl()lrt|хl:

J tлl llnl(,(,T ||(lllJl(.pl,пrll}Kr |lil (О, UJ l|lx)tl:ltt.)lll1\ ", (ll>0).tS l

Tol'rlit IlM1.1.T ысr:тtl

Л l. lt lt tr З. ('ylll(.(,Tl}y(.T а0 е 0, U) Titк(,t,, ,|т() (,lt}Illtrrl.:llпtlt |l(,-

p.lTt..!|c'B(l J@) G- a)d + tfu) @- r)& > t@) @ - а)4 u,," rlкбtrгtr

а е tao,tt7 |l fr G [atbJ ,

,Утttr.рж/lr l:(,Jt1l (,уlц({,тtiу(.т

Jtr)
х|-d ,

а



зо Л.Е.Гофачевская

Д crK;lзa т eJlbc тв о. l1ycTb, налротив, сушествует послёдов6-

TL,J,lbHocTb 7a^|*=|t2t,,. такая, ,по cL*+ !1| при К + +оо, и для лю_

бого ак найдется 
'к 

e(a.rl,L) , аuя которого

lъ*tr^1 = tвi @к- oK)d + ttul fu- I^)П, tfu)@- aK)d .

Пусть

!к = aZ! mLtt, ILK@) ,

z еfоц,ч]

Тогаа !*е(Ок,u) " h'rtYr)=Q ,т.е,

!'(y)Qr- ar)d+ tty)QK- ar)d-! oL = !fu) (u-y*)d-t,a 
.

Иллt

!'{у*) (у^- а*) + ! (уц)оt = J@)aG:il| '. (6)

В силу тогоr что Ок*U при (+ +ф , uмеем !.ц* lL прu K++CIO.
3начит, Цк е [CrtL] для С > 0 и достаточно больtлих t( . Тогла, так

*.* 7'tЪ) непр{,рьвна на [CrtlJ и, эначит, ограничена, без ограничения
,

обшности можно считаrr, *.о {J'(
Перехоля к пределу в равенств., (61

K)J к = ir2r... СХОЛИТСЯ К некоторому dу
) прн К-+tоо , поJIучаем

|-d
=!Сtm

К++ ф
f|алее, так как

то

По лемме З (см. ниже),

ltK-aK\
l_'\u-yx/

!ty) (у^- аrld+ !(tl,) @- lin, ltu) (ч- a*)d,

3@*,!,,n),"( у+)"-',
3начrrт,

!(у*) rпlцl(Щ)'-" _

Порех<rля к пред(.лу при К++ф | поJrучаем ltulзаt@)at@. протtво_

речие. Леlлlла доказана.

.о



Об ошой задаче минимиэации псевдоинтегральноfi суммь] зl

Лемма 3. Дляфупкчии

!(a,z,,6- tB-?j:Ji-'l" t de(O,t),

справедлпво нерqвенство

!(а,r,6)са(*r-l
длялюбого Ле[а16].

Согласно утверх(дению t, $(Ortl) явrlяеiтся решонlltlм функшионаlьtlого

уравнелия (3). Обоэначим через Т(OrU) множество

li, [о,u], S@,il+tB) (ц- i)d= S0,0}. тФ,u) + Ф,

Имеет место следующее

Утверждение 4. MHoxrecTBo Т(ОrU)\Uф непусто.

Исполюуя это утверrФенше, определим последовательность точек

r @'[Il е т (o,riil, {"i"_|J,

rчо
rо

пт опт
к

"!!|rо
D , t 'CJlli (7)

Q _впротивномсrryчае

,для K)f.
Вrвможяы случа1|:

l) существует flо 2 ! такое, что IOI'=O для П >по, rО|!, >О;
2| |tri"'I х= O,!l2,,.. - строго убьвашrrая посл(rд(lватеJtьность.

В случае l булеr.i "Jopr"", *rо tZ|r,"'J х= Гпо являотся K()|l(tl._

ным оптимаJrьным разбиением отрезка [ОrU1 лля ! 1а1 , на K()Top()ll л()-

стигается минимаJlьное значение цел€воfi функции задаtlи (r), (2).

""""",," "ill::.'",'":ж;:# ;. -^" io! ;; 
о, !, 2, ", явJlя(lтся fl.t,хr ь

( где i = Сitъ roro' l
х++ф

о"" t@) . на котором достигается оптимаrtьное зHallell!|(! ц(чlс,вой фуtlкцltlt :llt-

дачп ( 1), (4) с а= -а. 3десь представля(rт шнт€rр<'с Bolllro(, о точко fr, .

Справеллшво

У т в е р ж д е н и е 5. еслп l @) имоет Hcllprtpl,lвнyк) llрrrll:lвrщ-

нуюна tОrU1 " JO)20 ,то lОrО'= 0 при k2Ко дJlя ll(rк()тор{)г(r

Ko2l
fl ок аэа ToJr ьс тв о. l1ycTb, Haпpoтllвr ll(|cym(rcтT}ycTKo cT,r-

КИМ СВОПСТЪОМ. ТОГДа lrО*П'} r=07l22r,,, .трого убьпttt,т ll ограllиtttllli! ,:lllt,ry,

а



:t2 Л.ЕJофачевская

х +rф
рассмотрим Г."iii , Lo*o'J
lri"'} кз lt|l2l

Cirrb rorn'= с >о

. Olft опт -n LIK , Lr-l.J . Иэ определеншя

Пусть

и

следуетr что

mLtъ
rc:.EHt 

, r
U trl G - "i:i 

f * t tлili l @'!!,- r)"} =
orTi
x-tJ

= !ko!,) (r!ОЪ 
"iii 

l" r !t"i,!'nl t"'ii - 
"|,,*)n

( 1' 1 r|"' l (ti"' - r!!*', ) * а ! @|.n\) t' * 
d 

= 1 |лi! 1 а . (8)

где t*= @i"| - ri*lf@i* - 'iii ) . в сплу того, 
",о !t6,1 огра-

ничена на f 02 чJ , о t 1'1r!ОТ)@|О'- п!|Il *о при к .-} +оо . Поэтому, пе-

реходя к llр.,деrry в равенстве (8) при К++ о и учитьlвая, "r" t(rO[T1*
*t(c);@ , пrlrtучаем

Сtm t'rn= 1 .

К++ф
По лемме З

!(ro*") < l@i!|1xtrtrii,ro*n,, rО[|) <

ЛО,!!r- ЛО*О'

d

d-l
з l@ilila лi"- rii|

Перехоля к пределу прп К++ао . имеем ttС)Эd.t(О< t<C). Противо-

речrrе. Утверждение доказано.

С ледс тв ие. еслп t(l) удовлетворяетусловию(5) и

{af,n' I r = o,1, 2r,...,р"о убьвает, то

CLto
к+tф

0птIK =I=0. a



Об одной заддче мrrнимtlз{цlпи псевдопнтеграrъной суммы зз

ý 2. Псевдоцштегрбл п его съойства

Рассматрlвая задачу (1), (4) лм ф= t r мы прпходliм к задаче Bbr-

численпя интеграла Римаяа от qуншrши f (z) по отреэку [аrU7 . По ана_

логии Mo'lolo ввести понятие псевдоинтеграJrа ог непрерьвноП, неотрицатеJьной,

неубывающей qy"*rrr". J(z) по отреэку [aru1 как оптllмаJrьное эначение

цел€вой фунщии эадачlt (1), (4). Обоэначшм его
ч
J tшl ld,r)e .

о

ВведеннМ таким образом псевдоинтеграл представляет собоft конкретньЙ впд

интеграrul по неаддllтивноП плп так наэьваемоft внешней мере fr, ZJ.
Прrrвелем ряд его очевпдньц съоfiстъ.

сводства 1-5 совпадают с аналогllчнымш съоRствами интеграла ptattaHa:

u
t. S@ltl,) = !ftrl(dr)e - вепРеРьвная, не убьвающая по lL, не

а
возрастаюrлая по а фунщия, определенная мя а 1|L .

чо
z. J с!@) (d,r)d= с t ttлл(dл)d, есш ( 2 Q

аа
lLu

з. 
!!а@.L)d 

> ! !rоиа)d ,

еслп 

'@) 

> t@) для I е fa,uJ .

u,

о. t !trltаrld= Jtl (ч-фd
о

для некоторого С е [аrUJ ,

ч tlu)
u. t lBl @gtrl)d =ubrrg,'tyl)rayln ,

гае lltil > о, g{t) > 0 для r с fa,uJ .

НижеЬлелующrrмil съоПствами псевдопятеграл отличаетсt ог пнтеграла

Римана:

lLCU
6. сrrравеллво tttrlИ,a)d< l tC"lta"ld+ t !@)(d.п)d .

аOс
Причем окаэывается воэможtlым строгое нераЕенство.

}

*



34 Л_Е_Гойачmсrяя

uчч
7. имеет место t t t Bl +, @))Gх)П, t l@@")"r !!al Carla

о
Воэмоlоrо строгое шеравецстrо.

Uu
8. прелел t !О@r)d пrш d +J рвен J ttлl аr .

оа
ч

9. прелоr t ta d r)d прш f -+ @ роен Jtul .

о
Еслш в эаддчэ оп}rсгrть услФпе d, е(Or 1) , ,о

,a

'о. J !Иdild=p, есrч ol>! ,

а
ч

1l. I t r"l (da)d= !@ (ч- ф1 * фl о .

о

Eclп в эадаче (1), (4) оrrустпть требоашле неотрцlателыlостш fi1;, то

l2o Цеп€вая фуншrпя эадаtlх (1), (4) шеограпtr.rcнно убьвает, еслп су-
ществует 7еtаruJ тлое, что l$lrO .

3 а м е ч а ш ll е 2. Аналогпчноrr.rожноввести понятпепсевдопнтег_

рала дrtя цемоногоalшьа Фшшrиfi как оппlмаъное значешпе целевоfi фвкщпl зд-

ддчп fu

Z mаL !сФ(ц- l,к_iф * iп! ,x=t С.сtLкчrIrJ ,l,trцlк=г,а

а= ао1 аlА -..ё 7,о= ц, п >! .

Своества 1_12 сохрашяtотся с шебоrъlцпм уточшением. вместо J(t{) в своf,ст-

вах 9 п 11 стопт mа.L ttal .
zе[а,tЦ

Отметшм, что прп вшrоlспешпп чнтеграла Риlлlrа * t@) "о fO, 14

t

ШЩеТСЯ ПРЭДеЛ Clrlrrll

tъ

Z t Brl @r- tK-il 0 = ао( at 4 ... L хп= ш ,K.t

ПРИ поL (Iх- r*_)* 0 tК- 1,1L

ltоторыl t| дает LПt . Дм d,e(OrD шмеет месDо

,

t

a



Об одноfi эаддче мпнимиэации псевдоинтеграrьноf, суммы 35

-

S n 0, u,) = 

*Zrt 
с, yl @i - "ii 

n )о= !пц @r- rt),
L= trп

то для rшобсй сходяrцеfiся подпоследоватеrrьносr" {in*}* =llLr,.. 
выполня€т_

|^О*|r=,,ц,.,

rr*_)n, 0(п*++о) прrr к++оо),

Рассмотрим проиэвольную точку (, е (Ortl,) . Наfiдется Ly ,01 [цЗ Ц- ! ,

для которого Ce[ri[, *iiro]. Из опрелеления a;_ " предположеншя

Ло** 0 при_К+ + оо следует, что (21*i1 - ft;* )+ 0 при (++ао.

но 0 4с- L::1 
"ii_, 

- "r; , сJIедователь"", i;; * c,r!!rr* с

прп К+ + оо . При этом можно счllтать, что последоватеJrьrо"." {iд}* =!r2r''!

{Or, L*- 4 K=!,2t.., ,(Пк- t*- t >0) 
"*ол"r.", 

так как в протtвном

сrryчае моrюlо переfiти к рассмотренпю их сходящtlхся подпоследоватеJъностеП.

Воэмоllоlы слеryющие случах:

'. l*--.Ta*_q . т.е. существу* Ко такое, что

LK= LKo= С при К >. К0 ;

". LK* + а, (пц- LK- l) * + а 1

". с** + оо, (пц- LK- D * i.<+ ф,
т.е. существует К| такое, что frк- LK- 

' 
= Пк| LKi t =П прu К ) К1 .

Рассмотрим случаfi 1. Дш rпбого /!* имеет место равенство

S п *@,u) 
- S i{o, ri;l t l @ii r) @r; r- xr; fr S пr- L ц- t pff t, tl,) .

Для К 2 Ко имеет место

S n *(0, Ф = S;,P, ф,'1 + 1 1ri{) Ф ft- г "i i,irý пл - i*;, Gff ,, u), l Э l

У т в е рrl( д е н и е 6.
tL

EcrBr

ся неравенство

Сiпtд- >о.
К++ф 'сК

Д о к а э а т е л ь с т в о. Пусть, напротив, существ}rет

такая, что

В сиrту того, что

t

,

rFKчh+r|**с.'ко /
е

при/(->+OCl " ý LKo(|rL) - непрерьвнаяrне убьваюшrаа по f фrнкчия ,



36 Л.ЕJофачевская

SL*оФ, ri,[r) * ýLxo@,c) .

Кроме того,

ýn*,L_xo-t @,U)

- непрерывнаяr не возрастающая по ХС функчия (эамечаяпе 1). Следватеrьно,

ýnr-Lro-t@ibr,tl) < ýnK_L*,_t G,u) .

С лругой стороны,

Snr- L*o-t @r; l, ш) > ý rriin l t ш),

Перехоля в последних двух неравенствах к предеrry при К++с0, поJIучаем, что

*Щ-Sп*,Lrо-rlХf,irt tL) = ý(с,u) ,

Из равенства (9) при к++ ф получаем SФrt1.)= SirФrС)+ý(Сru). Но

Slro@,Ф > ý(O,с).

(:лt.д()вательно, S(ОrЦ) > ý(ОrС) t S (СrО . С лругой стороны, так как

Snrg(O,r.L) С $пO,С) + 52 Qlc) для любых п>l, C>l ,то $(g,ц)э
< ý(O,С) + SС,u,) . TaKn'и образом, ý (о,D = SQ,с) t $ (сru) лпя ,rю_

бого f, е(qu). В случае 2 и 3 аналогично можно покаэать, что ý(Ortl) =

= ý(O,С) + SGrtl,) . Рассмотрим 0<Ct< Q,< U . Так как Дпк+0,
то суlлсlствуе, Ко такое, что

"ii, r- 
х:; , А пк < (с2- с1)/2

прu K2Kg и

tlц

"ji,- ";: 
< )пк< Gz- ct)/2 l

где LK u j* 
""*n., "rо

с,, [r|* , ф:lJ , сl., [Lr;,"iirJ .

Тогда для К ). Ко справемиво неравенство

"ix 
, *i,|,, , пiI , "ii-, .

Рассужлая аналогl|чно Toмyr как это было дrlя сrryчая одной точки, можно пока_

зать, что S{O,tt1 = SOrс)+ Skr,Cl1 + ý(С2rU).Тогда для лrобого С e(Ortl,)
выполfiяется $hrФ = SOrc)+ Srclrc) np" С, e[OrCJ . 3начит, и для

tlроr{зво.lьного разбиения {П*| к= гrп отрезка [ОrUI np" 0 = IoL
4 It L,,, 1 trо= |1, вьlпоJIяяется

t

,



Об одноir i}адаtl(r tr{ltllilblи:tлцtlll tlfеl}доltнтегральной суrчlмы :]7

а

K=t

Pacclt.,Tl)ilx: l!llrбll1,1|ll(, (lTp( :rкa

lIycTb

Но, KerK ll(\T})};lll() tloкill}aTb,

Тсrгл;l п

Sfu,tt)--ДS(xr-r,lK),

[ОrU] точка\llt {УХ = UКiП}*= г,п.

По r,ttр<.д,,,t,.,,u" S(0, ll) , раэность Zп=tп- S(Оru) > 0
п

птL
,,,= Е,tqhqх- й_,)" = E,lQ!)t#)' .

zп= tп ErSQi,,yt) .

, Г!lt,

ýQi_,, уЬ > ttу?-l)чt- fi)n .

a

о t zп, |rUtyil- Jtyi,l)Qi- !|_,)n =

=#FЁ,(ilуil - Jq:-) -(*)"Utnl - trol)

п Zп+ 0 rlpll 7! +оо. Но, с другой стороныr мя К >[П|Z] + 1 прll

п > 2 с|lраrtед,llп}о lt > 
" l 

Z " ttytl > l@/Z)) 0, тап liilк бt,з ()г-

раниченllя ,бt:ttttlt:T]r ý{ожн() считать, что týl > О д;lя лtrэбого € > 0
Тогла cttparr(rдJlиBo

tL 
'с

Ln= (uf п)d Д JQtl >@lп)П I t{yr)" >
к=!, q^ 

r=[*]r 7 "^

>,fu l пffu - tп t zD ! @, I l) > (u / п) ф ( п | L) ! (u l 2) = 1цd f 2) !fu l z) пt' 
d.

н" Qt/D!(ull)пl-d-+оо при ll++o. тогда to**6llpll |7 ++ос,.
Слодоватслыtо, 5(О, ш) = f оо . llр,;тиворе.lие с Tebl, ,,"" ý(О, tl,): !(U) u4.
Утвержланllс G доказitно.

опрелеление псевдоиптогрilлrl кдк :\!lll1llлrirльног() зlrдчсrнltя ц(.левоil функчltlt

задачи (1)r(2) илrес,т то прOиltуцtrство, что лля Llг(, lJычrlсJltrнllя bttrжoT быть ltc_

поrlюована cxoмtl дllндtйическог(l прогрirNlл,lrlр(влrlия.

Рассмотриl.л примеры.

Поимео l. Пчсть f(Д)= а|, d.*.p > l. В r:lrл} To.o, 1116

t
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Цm {=о,
Z+Q l,

последовательность {Sо@rФ} п= !'r2l ... строго убывает (см. утверх<ле_

ние jJ ). 3начит, LO, U1 для !(r) = 7,| пм"в бесконечное оптllмальное раз-
бttение 1rО*"} к = 0;],2, .., ( см. утверн<ление 4 ), дJrя которого Zo*o'* О

пр|l к + + ф (см. утверждение 5). Нетрушо показать, что SФ:US =
= S(O,t) шd+ В n r|О' = t,(u) = 0.U, где

9 = аLrrytrъ {S 0, t1 x,dr|, G,.)4l, qe (ор .

Iё[O,tJ
Для 9 u Srcr!) имеем систему уравненrй:

( S{o,t) = miа {S{о,1)7,d+|+(1-r)Пl= SO,tlgaФr(I-Di
l сеtO,tJ -

l

L ýro, О(d+f)gd'Р-!=ф0-ц)d,t .

}l:r этой системы получаем уравнение для +

t = l|'|''(9r !tarr)), ?e(o,t)

t

t

oL
ll SO,i =

(а+ ,р) ,n'P-'1r-9)'-n
3начшт, д.ltя проиэвольного U > 0 справедлиDо

dчd*t
ý(о,u)

.n'., { u,9'I к= 0,1,2t, ,. i 9 е (О, t) .

3амечан ие 3.При 0+d,+Рlt
чj r|сdоП = чd*|

а точки опт]lмаJtьного разбиения представляют собой геометрическую прогрес_

имеет место

4. При а > q.Ш справеtшиво

J лf @*)n = чl(ч - фф
L

иllтегtrхlJl на lrнтеtвалах видо (- -, u], turt ф) .

I]дцsедЗ. Пу.ть l(tr) = е| . Опрелелим

0

за:чtеtlанliе

ч

По аналогии с несобственньм интегралом можно рассматрйвать псевдф

,



Об одяой задаче минllмtlзацttи псевдоинтеграrъной суммы 39

ч

ex(dr)d= \itъ lexcart
д++ф-д

рого f)@ ,тосуществует ll,j)t
Доказательство. Рассмотрим функцию

u
I

-ф

-
(Нетрушо показать, что предел суrцествует и конечен.) Причем имеют МеСТО

u0
S {u) = t е"{dr)П = J еа{dr)4еП = s@ еu

-ф -оо

" ýrn, = mLrL {Srol е" * e"(u- ФdJ ,

tre(-o,uf

Моltяо покаэать, что найдется r(U) е(-фrU) , для которог" ý(u) =

= ý (r(u)) r eu(a- r(u))d ч IQ,l,)= цt р , гле

р# 0, р = 
хr,_::;{Srое. 

t(- ild}.

Из системы уравнениfi

I Stol еР = a(-p)d-t ,
1t ý (0) = So) ePt (- p)d

поJIучаем, что Р является отрицательным рецrением уравнения а= еР(а-Р)

ч t(U) = (oLe u)| G Р( Р)'-'). Опr"лrаJIьное разбиение лля
ч
t е" @r)П

-оо

есть арифметическая прогрессия lUt PL} r'= orlr2r..,) Р ' 0 ,

Испольэуя пример 1, доках(ем

У т в е р r(д..ен п е 7. еслп !(0)>Оr!tЛl->+ ф
фуНЩИЯ tttl yoon.r"op".T ус.ловию (5), вогнута ", [0r€]

прu I.> 0 ,

для некото_

тако€, что S цQ 1 u) = ý (О, u)

а

!е@)- ry r+ !0).
Для нее t60 = ttФ, tбG) = tG) # t@ . Из того, что функчия вогнута на

tOrёJ , следует, "r" t6(Z1 Э trc) для х. еt/rе] . Обобчrая, ttgдяо

утверждать, ,что J@) > t6@) для шобого бе(Оr€) прrl z e[0,6J
По своftству 3

66
J !Bl@r)n > ! !6tаttdr)ф .

00
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Рассмотрим

где

7 = Jl6@ИDa.
6

0

По своfiству 2

Рассмотрим псевдоивтеграл

э= c,talt'fu-ffL)tayl",

,t

с16)=ry
пусть Сr(б)- !(О) | C,ttl . по съоfiству 5

саФ+ 6

J=ц6) J z@r)d.
сilб)

clt)
I zЩil& ,
0

где %6) = С16) t f . К"* покаэывает пршмер l, оптимальное разбrrение

имеет вид {Crtбl 0*} r= 0,!t2t.., ) 9 е (0, t) . Пусть

tсФ=?
tФ) - tФl

np" 6 > О Для нее Tбl /6- to<D пр1 [-О .3начшт. "rr..r"у., Е >0
такое. что L6|t > ! для любого бe@rТl . Тогда((l -Ф/ф.qФ>0
и, следовательао, Q"(f1 > 9Gr6 t 0) для rтобого tс(О, rпLп{ЕrЕ}),
Из замечания 4 поrrучаем. что

cltil+6
J

с"t01
z(dil{ = (Cl6) * t) бd

" 
] = clФG26t t t) бd -(!(о) + бqбl)6d: !6l Еф

для любого [е (О, miП {е,Еil .

Прелполоlким далее, что |оtОrb) * SO.U) для rшобого lL)!.Тоr-
да для оптимальttоfi последовательности lri* l к = Otlt 2l,,,, определен-

11ой шз (7), выполняется ПО*П''О для любого К )0 . Из следстъия ут_

вер){денtlя 5 получlrм, что СiП alrnT = g , 3начпт. наf,лется f(o тахое,
к++ф

6

a

t



Об одноfi эадаче минимпэаllшЕ псевдошятегральrrоf, суммы 4L

tl'o tоt'rQ, mltъ{еrТ}) on" rпобого К ) Ко и

"!:,J ttхl(dr)d =
0

tcrii'lcпi!'ld.

a Тогда
ч

t ttлltа")d: ý Ko*t @, u)
t 0

то

u л(ч)

0 0

,(ll,) е[о, lup rg1) и
t>0

0

Таким образом,

выбрано произвоJIьно. Тогда ecrпl

п Ц>lUР ХOD,
lг>0

t

Прmиворечие. Утверlкленпе докаэаtlо.

Утверrrления 5 ш 7 rллеют опредеJrенное практпческое эначение. Так, в

задачах стандартхэацпп в сJччае, когла фнщrrя стопмости произвопсrъа обм-
дает подходяцltlми своfiствами, учет фактора сериfiности уr(е прtводшт к кон€ч_

ному параметтическому ряry пзделиfi

Предлолоlклм в даrьнеfiшем, что фушоrия J@l удовлеtъоряет условпю

(5) для любого ?/, > О . Кроме тогоrпредпоJtоrким, что r,(u) можrо вьбрать

иэ множества Т (О, tb) l {uI для побого u > 0 такшм образом, что

r, @) - шепрерьDная, строго воэрастающая фншrия, определенная на }.оlоже-

.r"" f0, + ф), Х. 0) = 0 . Пусть сучrествует непрерьвшая проиФодная

$' (О,u) 
"^ 

(0, + ф) . Опрелепп,l фуншrию п-l (u) мя ll, е(о, зuр z(а),, t>0
Она вепрерьвна tl сгрого возрастаюrцая. Для ,ilобого UС(0, 

'UР 
r(lD) вы-

lfr0
подlяется равенство $l1Ortt) = d, jrc-lfu)(X'|@),U)a't, откуда, так

ках SOr0)=0, получаем

lLL
ý(o,tl,) = t S'Ф,z)dz =oLt l(r-l(z))(ц,t(il - z)n-'olz

00

прп aL е(0, tllp rOD) . пусть Il.)0
ltr0

3uР 1,(О<+ф
t>0

t ta@"ln = t !rо@Odt !(u)(а- z@))d

l(u) л(ч,)

! l@@л,)aL = d I' ttл-t(il)@-l(z)- ,)n-'Or.

с Но

0
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|L

d t t (r-l a))(r-|al - *)d-l dz,

ll/ r(u) 
еСЛЛ u, е (О, yg rcrD ,t

фt ! @4 (ф @-t(r) - l)d' 
l 
d,r, + ! (u) (u - л (Фd l

0

0

tloxat)n=
rD

0
еслll зuр r(Ф<+ф.

{>0
lL> d,ap х,0)

t>0

Мы покаэаrп, KaKlп.r образом пс€вдоинтеграл MolceT бытъ связан с пнтег-

ралом Рlшаяа.

OTMeTrrM тлоке. что в сделанных предположешпях справедrrиво

Утверх(дение 8. Еслп ёLп!@)fr|'d=0 rTo

ф а+о

S' Ф, n) = Е !'@ц(u))(лкfu) - a*'l (Ф)d
кз0

дм лобого че(о,tuрцD.здесь lo(|l) = цrхr"(u) = ЦrК@))* л\а).
Д о к а. ",{jn'. с т в о. Р""""rоrр"л, 7=tr(Ф, Z-t(u)J. Пп"

НеГО 
пm,ffсО@- п(u))ф+ !1r-t(0)@-'(u) - л)4} =
le7

= !@)(ц- л,(u))еt J@-l@D@-tfu) - u)ф ,

(!'tul(u_r@)) +d!(u))1ч,_ rcu))d-t = аllл-\o)(r,tOо- u)п-t, ( 1о)

Рассмотрим эадачу (1). (4) "" fХ2lu)rU] . Поrrучаем

!' а сuD @ (ц) - п'(ц)) е + f^tuD (t tul - пz@)f -' а - f (u) (u - z (an'' а,

!'0)@- rtu))d t!l(rco)@@)- х'Oфс + !@ап)(лц1- xLlu)d-la=

= 1 1t,t tu)) (t, tlц1 - u)d- t & .

Ппо;ошtая TaKrrM обраэом, поJIучаем

Z tТП| tul) (rКСцl, п r * t (ц))а + ! (l Ссu)) 
@С (u) - а i, i (ц)) d,, t 4 =кс0

= t@'tсu))\r,l{u)- u)d-| а

t

Подставляя лев}гlо частъ этого равенства вместо сооIветствуюrлего .ulенав (1о),

пмеем

(11)

.D



()б одноЙ эадаче lltинимизации псевдоинтеграJьноtj . с},}t,tNlы l:i

^,,lяе>t .

рilсt:мотрим Ne= !@C(Фf 1rС(u)- tе'lФ)t-\ и" аналогllrlllого ра_

вен(:тву ( lO) сс,отношения для [ae*tttl)- Л,rtО] llоJlучаеNл, что Zg4 Zc_!,

т.е. последоватtrльность tZeI с = ll 2, ,.. невозрастакJщая. Следовательно.

cylrlecTbyeT _|i.7n, Zp= С )@ . Покажем, что С= 0 . На отрезко frР"lU1,Р++а -
X,кO,L)J ,Ъле Р>К , справедливо Hepaвeнcl,tl(}

р
t = Z !rciа,D(лi(u) - zi'l(tD)d < !1zxruD(a,K(u) - пР'! (u))4 .

i=x

Так как lZcI с = ll't.,, не возрастастr то

.р
t > !(zР(u))(rР(0- rPt'fu))n-' ZhLtul- L'r1(0) =

L=K

= !@Р fu))(хРсй - пР'lfu))d-t 1аК{ц - rР't(u)) .

Тогда

}

! 1rP tч,)) (rР t ul - rР " (u))О-' ь J @r Ql,)) (r К 0D - 
" 

Р t t р11 
d,' t

Так как aP'l(tt)*O np" Р ->+ф , поJтгlаем

С э !(rKfu))(rKttll)d-t ,

Иэ условий на функчикr ttr) следует, что

( 12)

(Lrъ
к++ф

t@x(0l
-Q.(rKt:и))t-a

Пс,;rеходя.к пределу в неравенстве (t2) при K+toO , поrryчаем,что С=0.
И далее лlз (1l) при /+ t ф пол)rчаем требуемое :

!@- l tul) (t,' (u) - u)П-' d = S'0, lL) = Z f@r@))(x\u) - пr'!(u))d .

к=0

Утвержление доказано.

Для шепрерьвной, неубьваюч.lей, неотрицательноfi функчии S (Ф , опреде-

ленноfi на f0, + о) " удовлетворяючrей условию SCO) = 0 , по аналогии с лrrф-

ференчированием можно рассматривать "псевдодиФференцирование" следук.lчrиьt

обраэоь.t:

t{u) = tuр
r е tO,ч)

Srul - 5иl .

р-rlа

е
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З а rl е ч а н п е 5. Наряау (: pacr:;\loтpeнHclr'l ,r работе залачеЁl н6_

хожд{,нllя \l]lнllмyMo верхllеЙ пссвдоиllтегрп.rlыlоii cyrtlrlb] I\lожно рассI\rатривать

:|trдпчу \,tаксиrr|изации ниr(неfi псевдоltнтсгра.lыtоЙ сryr!r\,|ы, т.е.
п
Z miп ttлl ('ц- x(-)d + tuPIе[rх-|,лкJ П,tIкУк=drt +к= t

О= Хо1 xi 4 . . . л ftп= бld.>!, lL>1, ос6.

Д.,lя этоl'l :lадачtl можно поrtучllть рад свойств, аналогliчныr( Tetirr rtоторые были

рассмотFtr,нь] для задачн (1), (-1).

Поступила в Jtсд._изд. отдФл

8 июля t{}8S г.
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