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ЗАДАЧА ВЫБОРА ОПТИМАЛЬНОГО РЯДА ИЗДЕЛИЙ

по критЕрию ,суммАрнАя эФФЕктивность,. ll
А.ИЛавыдов

Настояцая работа является непосредственньм продолх(ением [t]. В ней

конкретизl{руются основные элементы вычислительной схемы ветвей и границ

применительно к обратной задаче выбора оптимаJIьного ряда изделий, сформу-

лированяой . [1].

ý 5. Оценочные решения и преобразвания над ними

5.1. Пусть R=ft
С0, 8) , т.е. 'Lii > 0

iе.t.Вмножествt
чи Ое(F,С,СО,В)
Z (R) такую, что неравенство 8 ( R, ZR)) < ts (R, Z1 выполня-

ется ,lля всякого Z > 0 . Очевидно, Z R) является оптимальным реше_

ниемзадачи flRqgtR,В) (здесь C+R=(C;i+Zii1 ).

П.ру (R, 7,R)) , "л. 
( - некоторая допустимая для эадачи Юе(F ,

С, С0, В) матрица, будем наэьвать о ц е н о ч н ы м решением эа_

дачи fu 8 G, С, СО, В) . Нетryпно убешться, что всякое оптимальное иJIи

тупиковое рец!ение эадачи 9 В (F, С, СОr 8) on""r." оценочньм. По ана-

,1огии с критерием оптимлlьности для задачи Ю R (F, С, В) (см. fi ý 2.1])
могут быть формулиреаны условпя. выполнение которь]х необходимо и доста_

точно для того, чтобы решение (R, L) являлось оllеночным.

Для того, чтобы решlение (R, U) задачи lD t G, С, С0, В) явJlя_

лось оценочньм, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующt{е соот-

ношенпя:

Z у,R,l):В<Z,р;(R,z). (1)
jer' ' j€I,,

Преллоложим, "rо 
(R, Х) " (R rЕ) - оц€ночны€ реrцения эадачи

Ю!G,С,СO,В), причем П>( t.... ZLj>zli, LeI, jeI
" R * R ) и речrение ( R, Х) не является оценочньlм. Тогаа нетрулно по-

каэать, что В(F,ril < В R,il . Действительно, tlti (-R, l) С
< tlli (RrL) для всякого jrI , следовательно,

L| _ допустимая матрица дJlя задачш Юt(FrС,', Lel , jrT , " j} t;i с ci для

{{п, Zl l " о} допустимых рещениf, эада-

вьцёлим нtlилучшее, т.е. отыlцем величину

a

t
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8 (П, ъ) = |_ai(P, D+ B.I 1
!с, J z wiR,z)t BL = В(\х) .

ter
Поскольку t
очевидно, что

и, следовательно,

ъ гпЁг: т ftэ"- 
*::1;:.т:;*:'j;*;,q, В),

-Таким обраэом, }rвеличtФая некоторым рацшоналъным обраэом элементы

матрllцы ( , MolKHo попытаться по имеюцемуся оценоrrном)r речJевшю ВrЪ)
построить оценочное решение более блrзкое (по эначенrоо целевой фкщшп) к

оптимаrrьному. Однако наrrбоrьlшиfi интерес при отыскаяllш верхяеfi гранtцlц для

эадачи С (F, С, С0, В) пр€дставляют такпе оrr"rо"""r" решения (R, Z)
заддчll DеF.C, С0, В) , которые явшются шеуrryчшаемы'.lи (за счет }.ве-

личенrrя элементов матрlцы R ). Поr"rrо, что множество подобньп, решlенпй

содерхцт ш все оптимальные рещения эадачи fua (F, С, С0, В).
Напомншм (см. [r]), что допустимое р€щение (RrZ) задаrrх ЮСG,

С, СО, В) назьвается тупиковым, если оно удовлетворяег соотноlле-

нllям

ЕrЦв,z)< вэZ .Fjtп,ъ). (2)

Спрвеллива следующая

Л е м м а 5. Пусть JR,r) _ тупиковое решенне задачи ПеGrС,
СОrВ) ,аматрица R}R такова,что

Zjеt ietr.Zii С СО, ,

тогда решение (Fril Еrиется тупикФым " В(Е, il = B(\rZ) .

Д о к а э а т е л ь с т в о. 3аметпм пре)це ""."о, 
*rо Il Rr*,1S9

для всяхого j a 
' 

. шбо в протllвяом спгlае усповпе (2) наруЙется. От-

сюда следует, что UIi (П, Х) = Uj (Р,Z) для всех j r I . о1 зн8-

читr 8(RrЭ) - B(k,D .

далее, поско,ьку 
'Ij 

tК, Z,) Е I; (Л, Х) для всякого j е r ,

'" 
Ju;R,,il, Ц R,il, lj R,7,) > f; в,х),

t

iTrl,i {Е,о 1 в , irrj R,il ,

Таким образом, услФше (2) rвляется достаточным для того, чтобы оц+

ночное решеяяе В r l) бьшо неулуrtlлаемо эа счет )rвеrtuченпя эJrементов

мtтрицы f, . Нпже будет покаэано, что это условше вляется и необходимыr"r.

В следуюшем параграфе прпводится аrrгоритм построения тупцкового реше_

ния со значенпем целевоfi функчии, бrвrэким к нашменьшем}r. Этот аJгоритм со_

,
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clюllt по существу вз цепочки преобраэваялf,, вьЕtошlяе}шх над оценочными рф
цrеяпямtl заддtlв. iацдое пэ которьц' не вляется тупиковым. Цель всякого тако_

го преобраэоаtlllя _ постропть по пмеющемуся оценочному реrдекпю ( R, Z)
оцевоiоlое р€щенпе (ПrЕ) , для которого Е > R " 8(Е, Е) <ВR,r-l),
Рассr,rатрrваtотся преобраэоаяпя трех ппrв: 1_го тtlпа, 2-го п вспомогбт€JIь_

ное преобраэваrrше. Прп оппсаllли эаltх преобразованшй испоrъэуем следуюlцхе

обоэшаченпя. Пусть ([, U ) - рещенпе задачп fuС(F, С, Ci Ы . ffrrя вся_

кого LeI попохqм

о

q(R) : с; - Ёr,j ,

и Iryсгь

Jo(R,il - U е tltj(R,B) = Р}.
5.2. ПDеобраэоаяпе 1_го типа вцпопlяется в сJIучае, когда рассматрва-

омоо оцеЕоrrпое реtленпе ( R,, r) , |, 2 0 l }rдоэлетвореет условию

;.fi*,rl fj&,') *;Дr.,*, 

")!; 
в,il > в, (з)

Длявсякого jeI

Сц* ztj =

обqэначпм ".р" 0 (j) 
"о"r"р 

i € I, дrrя когорого

tl поItожям 
"Hj 

tK, Х,) = Cajlj+ ze{jlj . Тогда услсэпе (3) перепишется

в вrце

jlrЛ R,il > В, tз'l

преобраэеопе 1_го flrra состопт в слеrytоцем. Сначала по решению

(Rr fr,) постровм }лтtrщl П, Е> R, для котороfi

|j R,r7 = lui (R, r) ,
uriG,il= чrjR,r), jer.

Поскоrъку тепер

Z F;(Е,ft) > В ,jeyll"-
) ". rDляется оценочньоri. Рассмотршм эадачу !R(FrС+
tl, Rспоrtьзуя точху t в качаgtъе начальноfi, отыlдем оптш-

i этоП эада.rх. Фrевrцво, Е > Ъr п спрФедлDвы соотно-

,lj {п, zl

"Fi 
(R, z,)

, есш j е rr То(R,1) ,
, есrлl j е ro Q,, Z) ,

то рещенше

+ R, В)
(F, *,

ltlaЛЬШOe РеЩеНХе

шенвя

а
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8(R,il=В(П,r)>8(П,U).

Такшм обраэом, llcкoмoe оценочное р€цrенше tR, ,il построено и на этом

преобразвавяе 1 _го тппа з{lкашчrвается.

Опишем процеryру построения матрrдrы Е . Д* этого рассмотрим множе_

ства

r, = { j, I l/tк,х1 > .li (R,rlJ ,

Ц = lLe I; ((, li,lсц , z11 ,pjk,il!, j с т, ,
.U
JeJt ц,

-+

tI

i={je\lbetjl, LeIr.
3аметlм. чтов сшлу (1) lr (3') наПдется хотя бы одtlн номер jer , дrя

которого |iRril a lj (Rrr1, иt следовательно, все переч,,сленные

Mltor(ecтBa ше являются пустыми.

Преллоrrожим, что для je Tt , L е tj определены величины frr rО
такие. что

ilrr, 
tlj L Лi (R) l ul

" лr""р"о" Р построена no л..rр"ч. ft следуюшпм обраэом:

9

Fbi . если jc J. rr, Lel,
'rj = l"i; ,л** j , Т, i, е rrlr!,' Lr.; -_0т . если j е Л, LrIj.

Нетршrо убедшться, что (Rril - допустшмое речJенпе ,эадачп

Dе(F,С.СO,В).Слругоfiстороны, """" je11 " ieI ,J ,То

tц - Gii , ilj) ъ < laili -luj tП,х),Е - ai(F,! = lniR,E).

отсюдд следует. что .|jG,O = /j RrZ) для всякого j CI , т.е.
матрица П обладает требуемым свойством.

Понятно. что матрltца R ( и, следватеJьно, получаемое в р€эуJIьтате

преобразованпя l_го типа рец!енхе ( П, Е) ) опр"делпотся шабором величин

(0i;), Le Ij, j е Jr, удовлетворяlощях усповшю (4). поэть
му Йтановrrмся попробнее на опиоанпи способа отыскания набора {Га1 )

Препположrrмr что величllны 6!i , L е Ij , j, Jt, удовлетворя-
loт условию (4), п пусть

,
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"'ti t
Zii + tli1 , если Letj,jrTt,

J|лявсякого ja'
L Lj _ в противном случае.

справедливы равенства 3

,|,,j 
(R,") = 

,T!,To;*l{cij 
+ ъ'ii},

le\j -l,rj ск,il,r = Uj(R|z,),

поэтому найдется величипа rl > 7 такая. что при х, с Z,'д 1| ра_

венство

булет справедливо дJrя всякого

обозначим через Z (t') наибоrьшую cpeлrr полобных величllн, а в качестве

teql1 - lj tк,z), 7.е : "::? { tц - (cij * 
"ij). 

z"}

j ' I . .Цля фшtсшрованного набор t ti1 l

?

искомого набора (Лii ) примем тот, для которого |'ё) = Паtr Z6r,
где MaKcl|MyM берс,.гсi по всем доrrустимьш ( удвлетворяюцlлм условию ( а ) )

наборам. Отыскание такого набора (Лtj) осу]цествляется следуюlltлм оЬ
раэом.

Прежле всего для всякого j ' I отыщем величи,,у 2j , удовлетво-

ряюlдую условltю

2, = -r" { :;,;!^'!|'!:!":.: | ае r r r1 (R, z) ,
ljR,il-Ctj-Ztj'

trj , le,jl j , cti + N;i ..l'j.tK,zlJ .

л
Очевидноr ij 'Х .Приэтом ""-jcrrJr ,r...ЛRril=$R,Z),
то ij явJIяется ближаfiшеf, к ! точкоП иэJrома Фнкциrr UiRrI) (в"_
сматрЬаепrоЛ прl фпксшрованноfi матрпrrе ( как функчия от tr ). Если же

j е It r то 2i - бrrrrжаfiчlая к ! точка, в которой для некоторого

i С r r Ц (Пi r) справедrtrво равенство

tcEti -,r'jB,zl , ti : lij - rcLj + zi|, ii
п, следовательно,

teцli - "l'jtK,il, х', t rj - (cij + zц), zl
lA

прп Х'' Ej . Отсюда, в частности, следует, что

х (0) 1 ?пLп t;
je 

' 
'
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для всякого допустимо]

Пусть (t'i;) --":lfr."'r|7,]"u.o. 
n."*Ho, что если для некоторых

L' |, j, Ti_ ' ро"""r"о

tetjl j -,ljtК,l), z' = !ц - (с, + zij+ бij).z'
имеет место npr, Е'> Х , то Ztt) > Zl и, следовательно,

ъ 0') с xi(0'1 =

= *.3 {z' l f e,jl j -/;R,х), Ll=j e.,L

- lli - rcij + zii* tii

ДЛЯ Всякого L е If оr",r""n величllну i; , удовлетворяюrtryю усло-
вию iL ,= mаI Ъit}), где максимум берется по всем допустимым на-

борм (d'tjl . Еслш

je rcij zч) * di(p) , Ё,лj R,z) ,

то, полагая t'Lj : lj tK,r) - kц * Lij) о* j е rt , поц/чим,

)' |', r', ъ}

для

-t,

l

! etjlj - JujK,z), ъl > Jij - (сц + ъ|i), z'

имеет место при всех I'> Z . В этом сJIучае сч,'таем Т;,=В .

что неравенстЁо

Если же

то, как нетрудно убепиться,

0;j/R) , 
iZ.r,lujR,) 

,

7; удовлетворяет следуюrцему условию:

i!r!"1t Lii) +

некоторого набора (tii)
Zjertt

равенства

tеw j - luj tК,*),it = trj - (cij + z,ij + t'с| Et
иNtеют место при всех j 

' Т! .

Отсюда получаем, что

такогоr что

dj, = t;R) t

a
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Е
i( JrElj - lii)

(4) и для всякого j е I, соотноцtенltя

li1- Gi, +Zii t tii) zg= tc,jlj -JujCK,z),Xo >

'r!f,t;U"i- 
(С*, + Ъ*j) zo1'

имерт место при всех L е I
J

Следеатеrъно, наýор (ttjl

jeI

zo
-с ч

z С1

Нетрулltо убедиться, что так опрёделенньй набор улвлетворяет условиям

ii
9

о

Е (J";R,э) - clj- 
"i| 

- ýi(P)
jeti

Пусть теперь

|о= nпLtъ{rg Ir,Trr? 2i} .

очевrцно, Е0,2 1 Zо для всякого набора (fi;) , удовлеlъоряющего
(4). Построим набор fiii , дм которогс. Zdl = Lо.

Еслu |о = ф , то поJlучпм трбуемыfi набор, полагая

бtj = fjQ,r)- cij-zrj, Lc I', j, I! .

Если же Zo 1 ф , то для всякого j a Т, поло)Olм

Ui : !е,1,1- rj СП,х), 1,0 ,
а эначения величпн ýij определшм из соотношений

ttj- Gч+ Xii + ý;j), 7о = Uоl l
т.е.

Ji; -
l

uI;
д'j =

вляgгся

искомым.

кость.

Итак, преобраэоание 1_го тtlпа оппсаво поJDlостъю. Оценим его трудоем_

дпя того, чтобы вычисJIпть величины QrKl , L r l, Фj(RrZ),
,fuR,,Ф, !;В,,Х),Juj(R,*,1, yiB,Ll,'j.I ' ', ипостро_

ить,множеств; loK),-I';(R, il, ц tk, о, j е Т, r.В,l) , J, , Il,
J"t , i С r', поrj3бу"r"" npoi"*o 0В, Л элементарньв опера-
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ций. Такова же трудоемкость и предлагаемого способа отыскания набора

отысканше оптимального рещения

(di;), Lelli , j е rt Наиболее трудоемкая часть преобраэования _

Х эадачи ЮR(F,С+F,rВ) _потре_

бует O(I2, JZ) оп.р"*й. Спедоватеrrьно, трудоемкость преобраэвания 1-го

типа в целом можяо оценить величияой 0 ( 12 ' r) .

5.3. Всякому допустимому решению (R,X) задачи fuС(FrqСOrВ)
поставим в соответствие семейства множеств |l{i R,rЪ)}, j е I, ч

{Q;{п,ilI, j е т r гдё м;G,ъ) ={1€Il Се I;(R,zl)
np"'""*oropo, Z', О L Ll L Z"' , QiR,X) = { i, eД'l найдется

io е ro(R ) Taкofi, что

lrj - (сч * Li| * = tio j- rcъj * Tioj) z
ш

C,.j * abj , cLol+ |LojJ U I; G,z1 .

Иными словамп, мноr(ество Mi (R,Z)

Le ! , дrrя которьц при некотором 7l 1 fl
tij- Gbj r zr| z'= lij(R,zl) .

Если же i е 0; (R,r) , то элемент Zt; либо не может быть увеличен

(если i eTj (Пril ), либо уr"пп"""пЁ этого элемента не скаэьвается на

значенши целевой функчии эадачи при L| > L .

Некоторые съоfiства этих множеств булут испоrlьэованы при получении оцен-

ки трудоемкости предлагаемого алгоритма построения тупикового реlления эадачи

Dt, frC, СOrВ) . Отметим, в частности, что есJrи (Rr*) - допустпмое

реlление задачи Юе(FrСrСОrВ) " Ll > Е , tо для всякого j ,I спра-

ведливы включения

Mi R,z) € М j(R,,xl) ,

Q; (R, ъ) с \ (R, z') .

Прелполоlltим, "rо (Р, 1) - оцеяочное реlцение эадачи 9 е(F| С, С', В)
и в результате применения к нему преобразования 1_го типа получено оценоч_

"о. 
p"r""n" (

поскольку |
Пчсть j

" CLj t 
.LLj

Если же L е

J,j ,(счriiр,zо: 
тllItц 

_(сLj+ii|,ъоt 
,

E,f;) . Очевидно, еспи j crlJt ,,о Mj(R,r) с Mi(K,i),
L; = LLi,LeI ," i>ъ.
ё т, ;i:* Le Mi!R,l) \ I.1 B,z) лиоо i eIiR,I)
_> /uj (K,t) ,,о iii = zlj и, следовател."о, iЪ Мj(пr1)

\ (Rill " clj r 
"ц 

,.l| (К,zl r то

содержит те и только те элементы

выполняется равенство

в

т.е. L е Ii(R,Ц1 r а так *"* i 2 Хо, то отсюда следует, что
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L е Mi(P,rE) . Т.*", обраэом, включение

Mi G,r) с MiR,1)

справедливо при всех j 'lДалее, нетрудtо эаметить, что если l е 0; @ Е) , ,о 
"',j 

= ZLi лля

всякого j е I . Следовательно,

01(R, z) с QjG,i1

"'" Т;"/.*r, ".о tro= ZL дrrя некоторо"о i е I'. э.о означаетt что

tt?) > О и для некотое""о j е J справедJtиво неравенство Ci1+ I,i; <

,у;ý,1), а,следоват.п."о, с f Qi R,0 . Но L c Oi(F,E/', no.,ior,.-

ку а;(R) = Q . Таким образом, в рассматрrваемой ситуации

Ёlсiсп, Dl > 
Ellai G,r)l .

Рассмотрим случаft, когда 
Хо = ii для некоторо"" j е / . Прелпопо-

жим, что ja J) 11_. Тогла ij _ ,Ь"*. излома функчии mi Rrr) , т.е.

наfiдется "оr"р i € _п, такой, что

lti rcLj , Ъt|.2i = *j (R,Li)
!л

и при любом Z'a Xj имеет место неравенство

t'j - (Cii * Tij), rl< uri(R,L,) ,

следовательно, Lф MiGrE)" Lela;R,ro1 .Нопосколь"у jf \ ,

то Mi (R, Lo) = М; (R,Zil , а оrСод" получаем, что'l' Lc М]rР,хо) с МlR,,il.
. _r:n]_*" _j 'J, ,," |j - точка, в котороЙ для некоторого

i err Ij(Rrr) .ыпо*"...я равенство

tt1- Gti r Lt|,tj = letlli - Jчjtк,il 2i .

Поскольку L ( Ij (RrZ) " t , i,i r то отсюда получаем, что

!rj - (c;i + Lч).zi < legli -"Нr!В,il-z'
привсех Ll<Z rаrэначитr : t MiR,*).C лругойстороны,

L е Mi tR, zol 
-9 

Mj (R, 

') 
.

Таким образом, доказана следующая

Л е м м а 6. Пусть по оценочно]чfу решенпю (Rril , L>0 , при

помоlлЦ преобраэоваНия l-гО типа построено оценочное p.r."n"(P2 i) ,i<o.
Тогла справедшво неравенство

ё ( l м; tR, ;l l * laj R, r)l ) r,Fra 
", 

R,x)l+ lQJ (к, t)l ) .

a
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Более того, предполох(им, что при вьtполнении преобраэоваrrия J._го типа

выяснплось, что решение (R , l) не вляется оценочньм и дrв огыскания

опт'Ntального р"r"""" 7 задачи TR(FI g + R , В) потребовалось про_

делать Р шагов аJrгоритма п.2.2 иэfr]. Тогла

,}r(| 
MiR,E)l + l01(R, т)D >

, р * 

jlT(lM i tп,ill + l0; (R, 1)l ) ,

а трудоемкость преобраэовsнхя равна 0(Q+ t), I, I) ,

5.4. Преобраэование 2_го типа аналогично преобраэовапию 1-го тппа. и

выполняется оно в том случае, когда оценочное решение (RrЪ) , Z ) 0 , та-
ково, что rORrZ)= Ф и

IrПj(R,z) 
1 В. (5)

В ходе преобразвания 2-го тllпа строится тако€ оценочное решение (Р, 3; , "rо
П'> П и для всяког" jel выполняются равенства

f iФ,,il = f;B,l),
ai (Е,О = urj R,il .

Поскольку решение 1R,U) не mляется оценочным, то

В(R,z) = 8(R, L) > в(R,i),

Построение матрицы П осушествляется аналогично тому, как это делалось в

слуllае преобраэования l_го тшпа. Рассмотрим множества:

Ir= tj е t| рjlп,|) а 
"ft 

(R, z)} ,

11 =IicI; B,l)l .r, ъU, !i\,х)l, j е 12,

IL= U Ijerz

]a

,

z
jt

I?,=UrTJtelI , Le12,

lt пусT : К (j) е li(R,il _ элем€нтr для которого СхФ j+ LцЦl j =

= }'j Rril , Сравнrвая (1) и (5), шетрулло эаметить. что liKrX,)>f;B,E)
хотя бы для од}rого J сТ и. следоватеrьно, ни одно из перечисленных мнох(еств

не. вляется пустым.

-a
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3ададlмся теперь для всякш j 
' 12 , L е Ij веJIичllнами Orj 

' 
О

кlп,rп, чтобы выпоJrнялось условие

,\rtljlti(R),LeIL,JeIi
п определпм элементы л.r.rрщrы ( следующшм обраэом:

ТД-

(6)

5

irj = {"| r*,

Теперь..*rrjеrl,'

tLj ,есJIп jrIl,,LeI|;
- В ПРОТИВНОМ СJI}Ча€ о

" L е |1, r"выпоrrняются.соотношения

lц- ki1 t i,i|, х < tкtjt j: "р:$,х),х = аlQ,ф =ai(E,x)l

откуда слеryет, "r" Pi(F,O = .F| Q,Р) - длявсяког" j er. .

Опицем способ отысканшя набора {ffУ) , te If , j a rz 2 УДОВ-

леrъоряющего (6) и в некотором смысле нЬилучшего среди всех подобных набо-

рв. Прелположим, что веJЕltIины бt , L е I! , j , r., удовлетворя_

ют (6)rи пустъ

I Zцtt,
t
t

!1 iесJц Lett , jrh;
- в прогпвном сrryчае.LLj

(0') наfiменьшую среди величп" Xl ) 0 , для Ko'opblxОбоэначим череэ

рвенство

! r,j|j - "ejB,*), 
{l = ч:fац - ( Cii + z'rl, z' }

выполняется дJrя всякого j : I , а в ка:е:тве искомого набора (ti) при_

мем тот, для которого Х (D= miПtбl) , где.мшнпмум берется по всем

допустrrмым наборам. Отыскtлватъ такой набор бупем слелуюlлим образом.

Для всякого j , l наfiдем ,о"*, !, , удовлетворяюtJryю условию

L r tbi - tKqli tiел r!jL,z),7j=пlaxLffi
lij ' l,j, j , Ctj * Lij ,fj(K,7)} ,

Нетрулно установить, .,rо ir, ( 3 . При этом еслн j е Jr I2. , ,о ir. *a*-
ся ближаfiшей к Х 'точкоfi пэJtома функции milrI) . Если *" j е 72 и

2;rО, то это наибоrrьlлая среш точек Х'li, для Koтopblx при некотором

i'C rr Jj (R, Х) выпоJrняется равенство

tij - Pri 
r Lti, z|= t кцц -"FjtК,L) ;Ll 

.

Далее, L"" 2i ) 0 ,.о для всякого L|, 0<Xt < i;r.n*."onl'o соотноцrе-

a
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! ,,i,i - 
"Fi 

tK,t). zt , ,!r?dr,J!i1 - Gii * Lr| t } ,

откуда по.тучаом. что дrf, lшбого доltустчмого пабора ttlil пмеgf меGто

нераЕепсТВО 
, (rt , Tli ij

Пr"* (f,j;)_ _ oorry.-Mbil ша,6ор " i elz. n- всlrФо j е I! "н
tl(lto'opo' 

'jr'Ц 
= lj tti < r , It €сrг r.Ge,., рФецсt!о

tзсjt j - |j0,1),lj = 1ч- (c.j + N1;+ tt,),r'i .

:;,-,".' 
Сq t oiу > tj Rrll " txcjtj < tij . тlо опсI)д. Gлед,€тD

tKcilj -.rjсп,ll, 
'' 

, tii-rrii t Nii + tii1,1'

ll[:|,i 

''a 'j. 
а. зll{t.lll', ilt' > Zjtdt . Сrrеmатеlъшо,

,6' r ziсd1 = i2ц эj t}'t.
()Tll:ltr.rt л.lя псякого L е IL величпfiу it тбIуIr. что

i, = mLп Zi{t1,
|.l. \:lllllltl\rr борстся по всем допустrrмь.м п96орам {t!|. Длl этого запlетшм,
,|,]l) ii (li,.,1.1rlд(lт Gлсдукrщllм cB()licTBoM: длп пеrоторого набора Cti| тако-
l lr. 'lтa,

i}tdij - Лi (р)1

;.::::,,;:,.,- 

j ' lt ИМееМ ii - ljd) , о,"о*, суммхруя no j е If *

t хq j - $ R,il,ii= r.j - (cij . z,ii + ti|,i; ,

ни(,

ll. }.'|} ч{l('lчt

.t

iL

t

llr,1;1з,;111,,,l1,., дjlя tr(,як(rг., лrJпуст|lltого llrrбора ttlil Пtrlф(,Т lrlOCT(l lloPд_

l.. li, Il..

7,(t) ) zo= fllао{r:?,i,, Tlf iil.

a.
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о

Как rr В сJIучае преобраэоваНия l -гО типа, пострО"* 
""Оое 

(fr;;) , для кото_

рого 3(0l = Xg . Дм этого поло)Olм

'i = tK lli - 
"Р; 

R,|). Lo , j е rr, ,

ll дrtя всякllх j' Iz, i е Ij велйчппу faj определиlt llэ соогноцtения

tri - kq + 
"Lj 

* Лi;) хо = {j' ,

Нетрулно покбаатъ, что таt опредепеншыЯ ".Ьр (d;1) является искоь,rььl.

Покажем, что реlшешпе (F, Zo) вляется очЙочнь,, ( т.е. моlкло поло-

*r., i - Lo |. Поспоrшу шв qдна шэ фншrшfi О! Rrl) , j еr. не шtrе-

ет точ€rс пэJtома. ле).tацltц, меж4, t " Zo . дrrя всlкого j е l справедrltlвьl

рФ€нстьа

"Pj R,to) = pi R,Ф = f:(R,x) ,

о дше* *- j. r. ;1 :'u't) 
< В '

l;t'R,,x) = fj(R,|) >f;0,,t)
(поскоlrыу tro < Ь ). Всrш ,. j е Iъ , *

f;Gtto) > |j (R, z) .

ш, следовательшо.

Деfiстъштельно| еслlr Le Ii В,1) " Cц+Iij=ftR,z)r,o LetцFrя,ol

" Zij' LLj , откуда поц}rчаем требуемое HepдerrcтBo. Taкnr обраэом,

iL litR, rol, Е |jR, Е) > В .

Отсюдд следует, что решешпе (R , %) mляется оцоночным.

3аметпм также слодуrощее. Для вaя*,rго j е f выпоJlняtат(,я Flnl)itllcтl}()

li(R,xo) - fiвrL) п, кроме того, Kiil е I;(R,z) . это ,r,tн;t,t,l, |,

"; .ri(R, zo1'= Yj tЕ, z) . следоательно, litП, х) = 9 ]l

iLiB,7,) 
< в ,

Таким обраэом, еслп полученшо€ решепше (F, ао'1 н(, являегся Tyllll*(r|rm\|,

то дJlя него вылоrlняется условпе (5), т.е. к этому p(5ll;(lllиlu tuоыl.i |t .,l}llht i),|t,-

редь применпть преобразоашше 2_го типа. Поэтому (,(,Tt\]Tlr(rHHl,|rrl llEx1l(T{ul, 1rll,t-

ся Bolllюc о том, сколько раз подряд моr.(ет Blnll().:lllяTtl(,9 п()д(бH(x, ll}},lfrllr1,1()l.il-

rlшcl. llтобы ()TB(rTl|Tь на этот вопр(х:, вв(,д.ьi lr llil(,(:ll.r,lFx)Hl!(,T\l||i)rý(,("|'r,, M'itRrz)

" 0j{rrЗ) , j, r , ilнал()гltllны(, множ(*,тtl.|\l Мr(R,z) " ai\r1i ,|l

a
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докажем утвержденше, аяалогичноэ лемме 6.
для всякого j е I_ поло,ким Mj_(R, l) =tLe I I i е\ (RtLl)

прп векотором Z' > Zl, Q; В,t) = LLe ll ti;- Gti + Z,i), { с

' h"j - (CLrj r ъLоl) , 7,1- -^ неrоторого ioe'Io,7')' при вЪ.х х', xI ,

Нетруано убепшться (аналогичло Toмyt как это делаrtось в спучае преобраэвшrшя

1-го Trrna). чтo дш всяt(ого j е I выпошяются вкJtочения

Mj R,z) L Mj(E,*o) t

aj rк, l) L ajt{,; zol .

Покажем, что дш некоторого j a Т хотя бы одllо иэ атlп вкrцочений вляет-
ся строгllм.

Деfiствптеlъно, предлоложим, что Zo= ii для некоторог" iеr . Тогда

наf,дется хотя бы одltн элемент j a It такоП, что

t шi,i - "РjВ,z) 
, z'< l,j- (cij + Zei,z'

при всех Х'< Lо. Поскоrьку Л;rr?)= О , то отсюда следtет, что К(il е
, 

.Qj,(R, t). . "о K Ф l OjB,z), следовате,ъно. l $ rП, zo)| '>

>|0j (R, u) l л
Пусть тепер Zo= Ii д.пя векоторог" j е r . Тоlпа наfiдется номер

i е Ir. (R, tо) такоп] что i I IiG,,z) , т.е. lИjt0,;o)1>lMjK,g' .

Следоватеrъноi справедлtlва

l Л е м м а 7. Пусть по оценочноlw решенпю (RrХ) прш помоlди преоЬ

раэ(вавхя 2-го тхпа построешо оценочное решенше (ErZo). Тогда

Z U Мjtl,хо)l+ l{ti, zо)l) r_Еr( lм'rtп,r,)l f toj tп, tll )

,,

}

|""

С л е д с т в п е. Преобраэоанпе 2-го типа может выполпяться подрд

более 2.T.O-t) раэ.

Д о к аз а т е л ь с тв о. Справепrшвосrъ этого утверrкдения вытекает

шэ соотношенrrf,

tclMjп,L)l 1I, .

grlQ'jR,L)lLI-t, jrI.
В заключение :уiметпм, что трудоемкость преобразованшя 2-го типа не пре_

восходllт 0 U, r) ,

5.5. Предположим, что paccмaтploaeмoe оценочное решение (RrZ) , Х20 ,

не ЕJrяется тупDlковым и к вему пе может быть прrrменено Hlf преобразовоlrrе

l_го тппа, нu преобразоание 2_го тrrпа. Это оэначаgт, что, во_пеЕвьц,,

a
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.Е
J ё Io(RlI)

z
с J.Io(R,

(R,ъ) +.ti ,s|itK,l) 
1 в ,

*

a

ибо в протlвном сrrучае к рецJению (Rrt) применимо преобраэование 1_го

типа, и, Bo_B'opbtx, Jo(RrX) + ф . !ействитеrъно, предлолоru.мr что

rо(Rril:9.Тогда еслrr

Z в!rп.il>в
j-e t "l

то решение (RrZ) вшется туппковьмr а есrrи

.Д ,6i(R,э) а в,
JC' 

J

то к этому решению применимо преобразование 2_го типа.

Опишrем вспомогатеrьное префразоаяие, при помоrцlr которого в даняой

ситуации может быть построено оценоrrное реlление (ПrЕ) , Е> R, 1для ко-

торого В(П, Е) < В (R,r) .

Обозначим ""п." jo такой номер j е IoG,rE) , an" которого количест_

во элементов в мноr(есtъе \(RrZ) наименьшее, и пусть

Шjio= * "'{ irfrfifo,"1{lrio- 
ktj,* xtj) , lI ,

,rr:,fr,J",,- 
(Crjot ъ,,,t бitю),ъ}I ,

Далее, для всякого L е IioR,rZ) положим

fijo= (utioR,z)- Ui,l l ,

а элементы маlpицы (- onpao"rrr, следующим обрзом:

Lijоr tijo, еслп j - jo, Le \oR,il;LLi -в противномслучае.{
Нетрулно убедиться, что

хil

Еii; < cijct 'J

для всякого r,el . Кроме,о"о, ?rЛ;о(R ,L) = UI,|o. аiоR,Z) ,
откуда следуетr что Е(Е, f;,) < В (RrX) . Далее, поско,rьку 

"Pio R, Z) >

> РlоGrL) , справедJrхво слеryюlлее утверI.ление: еслп рчJени. (R=rЕ) ",
является оценочньtм. то дJIя оценочного реrленпя (F,rB) вьполняется нера-

венство i > r.
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Очевидно, что либо 

'Iо(П)' 
> lIo(R) | , Лr'ООlIr.tК-,r)l>lI.,;(R,Z)l.

Отсюда следует, что вспомогательное преобразование при фиксироанном ' 
вы_

поJIняется подряд (т.е. применитеJьно к оценочному реrцению (R'rE) . R'>R l
не более r, r+ r раз.

Отметим также следующие свойства вспомогательного преобраэеания. Ес-
ли при помоци этого преобразования по оценочному рещению (RrE) построено

решJение Rrф , то

Mi(R,I) с Mj(E,z)

" Qj (R.,ъ) с Q;(R-,я)

для всякого j 
'' . Если при этом реlленrl" (F,ril является оценочяьм, то

трудоемкость преобраэmания равняется 0G, D . Еспи же для отыскбнпя оп-

тимаJIьного решения i эадачи 9R,(Frg+F,rB) потребсвалось проделать

Р цtагов аrгорuтма п.2.2 иэ fr], то трудоемкостъ преобраэования -
0К р + t), L, I) ш выпоrrняется неравенство

jЪl 
Mj (K,z)l r р < bl Mit-K, Ell .

5.6. В эакJrючение данного llаргрфа убедимся, что справедJIхва

Л е м м а 8. Прелположt{м, что оценочяое реlление (R|il ,7,>0,ф-
ладает следующим своRством: B(RrZ) 1 В RrЕ) дJIя всякого доrryсти-

мого решени" В,,i) такого, *rо Е > ( п i ),0 . Тогд" R,r1) -rу-
пикФое рещение эадачи 9 е G, С, СО, В) .

Д ок аэат ельс тв о. Прелположимпротивное и рассмотрим сrry-

чаfi, когда

Z р?rп.il>в.jer', ,

Сrrучай, когла

F,P'iR,z1 
< 6,

рассматривается а{алогпчно.

Если rо(Rril = Ф или выполняется неравенство (9), то при помо-

ши преобраэования 1-го типа построим оценочное речJение GrE) такое, что
-R > R, i > ъ " в (F,,i) < в(R,,r).

Если х<е Io(RrX) * р и неравенство (3) не вьlполняется, Tr.l подобное

решение (R, ZJ мох<ет быть построено при помоlли вспомогатеrьного преобра-

эоваяия.

Таким образом, предполагая, что

t

a

3
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i!, l'i В,,1,) > в |

t

прхходим к противоречию с условиями леммы.

ý 6. Аrгоритм построения тупикового решевия

предлагаелшй аrгоритм построения тупикового решения задачи

!еG,СrСЭ В) основан на многократном применении преобрзваниfi 1-го и

2-го типов и вспомогательньIх преобразованпfi. длгоритм состоит из некоторого

числа однотипньlх этапов. На подготовитеJIьном (нулевом) этапе строится начаrь_

ное оценочное реrление (RО, Z0) такое, что L0 > 0 . J|алее, на |( -м, К >,!" ,

этапе рассматривается оцеяочное рещение (Rr-tr|r-t) , поrryченное к начаJIу

этого этапа. Если это решение окаэьвается тупиковым, рбота алгоритма закан_

чивается. В протlвном сrryчае в ходе ( _го этапа при помощи одного иэ опи-

саянь,х вычrе преобрзований строится оценочное решение (RK, trК) с мень-

lllим значением целевоf, функчии.

6.1. оппшем более подробно деfiствия, выполняемые в ходе подготовитель_

ного этапа аrгоритма.

Рассмотрим задачу fuRGrCrB) , и пусть Z - оптпмаrьное решение

этой задачи. Если f, = ф , то целевая функчия эадачи fuё(FrС, СОrВ) не

ограничена снизу. В этом сJýrчае в качестве искомоft верхлей гранпцы принима-

еТСЯ величина 8 = - ф . после чего работа аJIгоритма заканчиЕается.

Если 0 <Х<а, тов качестве начаJrьного оценоЕ|ого решения прини-

мается решение (RО,lo) ,гае |О=|,а 
'ii = 0, LeI, j<r.

После этого переходим к вьlполнению пеFого этапа аJIгоритма.

Рассмотрим сrrучаfi, когла ! =0,чпу"r, B("=@'iil, L'!j =О,
iel,jcI. Е"пи

Е, pi Rо,illв,jer- ,

то perrte'иe (RФ, r) является туппковым и аJгоритм заканчивает работу.

Предполоrким, что

ilrЁlptt), 
r) > в,

В этом сrryчае построим матрицу ,Q1 RO 2 RU), для которой решение

либо вляется тупиковьlм, либо не является оценочньtм.

Построение такой матрицы булет осушесIъляться по lлагам. Пусть к нача-

лу К -го lлага, К ) l , построена матрпца R@> R(') , дrlя котороfi выпол-

няются неравенства

a
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Fryi(R(*l 
il д в. Ey;,r@,L),

т.е. решrение (Rвl, ъ) вляется оценочным, но не тупиков'м реlлением эада-

чи Юt(FrсrсOrв) . На К -м шаге построения матрицы Во вьпrоrпrяются a
сJrедующпе деllствия.

Рассмотрим множесъо

(Ktl) (

"rj =t

J(K) - | i, тlу;lдtк), 1) . ,l1О(кЦ', ъ)|

и для всяког" j е J(() n*o*"'

lj = r!li[!-lr)|cij,0, {к(*))} ,

Обозначим чегез jo тот номер j е IBl , для коюрого колшчество элемен-

тов в множе.r"" li еIi(|Пr illСц , Yj l наименьшее, и опре-

делим элементы матрицы R((+" следуюшим обрэом:

"':i, если j, J, j+jo, L eI;
mаr|o,,lпjо- Cijrt , если j = jo , Le! ,

Рассматривая решение i.rtК+o, 7) , нетрудно убедиться, что ollo яRляется до-

пустимым речJением эадачи Юе (F, С , С0, В) и имеют место соотношения

/uiTKt, z)=yi?( 't),L) ь y]{nt**t),7) L /jtкЦt, z) ,

""n"jer uj*jo,u

JajoRЮ, r,) < Jujo(RtK+t), z) = JujotRc*'l),I) { ./n;rТ'^', |) ,

Следовательно,

il li (RtKl,, ,, , ,Fr/; 
(к{к+ t), х) 1

. ёljRt*'), I) с 
Pr$rB',ul ,

Если при этом решени. (RB't),Z,) оказывается тупиковым, то полага-

ем R0- R(Kf ') и алгоритм эаканчивает работу. Еслц (RB+l), Z,) окаэь1-

вается оценочньtм (но не тупшковым) р€rцением задачи 9€ Fl С2 С0, В) ,

переходпм к следующему цJагу построения матрицы (О. Н.*о"еч, есJIи реuJение

1ВU*t) , *,1 не является оценочным, полоr."м ДО - Д(К+') , no.n" чего

перейдем к рассмотрению эадачи ЮRGrС+ R0, В) и отышем о€ оптймоль-

ное решение ;,0. О"опл"о, 7,0 ) 0 и решение (R0, Zj вляется оценочным

решением задачи 9 С G, С , СО, В) ,

о

а
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После этого переходим к выполнению пеFого этапа аJlгоритма.

3aMeTltut, что колпчество элементов , nn*о*""*" J (К) не превосходит

J-K+ J, поэтому дIя построения матрицы (0 потребуется проделать не бо-

лее J + t ц!агов. отсюда нетрудно поrryчить, что трудоемкость подготови-

теJьного этапа аJIгоритма задается вепlчиноfi 0(I2' TL) .

6.2. Опишем теперь действия, выполняемые на t( -M, К > t , этап€ алго-

ритма построения тупикового решения.

Пусть ( R*-nrZX-{| - оценочное рец!ение, построенное к начаrry этапа,

Х"''> 0. Ecrш это решенпе ок€lэьвается туппковым, то работа аJtгоритма эа-
каячивается. Рассмотрим сrryчай, когда решени. (ВК-' , {"'' ) не вляет-
ся тупиковым. Тогда rшrбо

Z pitBx,t ,7К-!) > в l
Jer J

либо

Z riBr-',xK-t) z, в
J€' !

(при Ir(K *-1 Z'-')f Ф справедrrивы оба эти неравенства). В лбоR иэ этих

ситуачий по решению (Rr-'r 1,K-t) строится новое оценочное решенше

(RK, zK) такое, что RK > RK-! ч В (Rx, zK) < В (RK't, I.K'r ) .

При этом если решение (R*''r7,K-|) удовлетворяет услФию (3), то приме-

няется преобразование 1-го типа (и, следоватеrьно, 1-K>7.K't l. Если жеус-
ловие (3) не выполняется, но имеет место соотношение (5), то применяется

преобраэование 2-го типа и ZK < 7К-1 . Наконеч, есrrи реlцение ( R Х-! 
,

IK-t ) не удовлетворяет соотноцtеяиям (3) и (5), новое оценочное реrцение

строится при помощи вспомогатеJrьного преобразования.

Если окаэьвается, что lk = q , то это означает, что целевая функция

эадачи {C(FrCrCO, В) не ограничена снизу, в качестве искомой верхяеf,

границы принимается величина S = - оо и аJIгорхтм эаканчивает рабоry. Ес-
м х<е ЪК<ОО , то переходllм к выполнению следующего этапа алгоритма.

6.3. Оценим трудоемкость предлагаемого алгоритма.

Пусть |о ) t - номер такого этапа аJIгорllтма, в ходе выпоJIнения ко-

торого оценочное решение 1ВКО, LKo ) строится по оценочяому решению

(Rr''tr'Lкo't) при помо'и преобраэования 2-го типа. прпчем на предшест-

вуюllшх этапах преобразование 2-го тппа не применялось. Тогда иэ съоftств пре-

образования 2_го типа следует, что на всех посдедующпх этапах аJторитма при-

меняется Tortbкo это преобразование и количесъо таких этапов не пр€восходит

0(I .r) (см. следствие леммы 7). Таким обраэом, qtмrлрlаr трудо€}л(ость

Кб -го и всех последующttх этапоD аJгорtдтма ше Ер€восr'qдпт в€Jtхчlоlн Оа'Р).

a
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Дм того чтобы оценить суммдрЕую трудоемкость этаtlов с номерамиr

меньlшими К9 t рассмотрим слеryющую сштуацию.

Пусть К " L - номера этлrов такие, что 1Д КС е< Ко , {''' 1h',
ш либо (,= K+f , либодля всякого fi!., такого, что |(( tL< е, выпоJtня-

ется равенство ХП-l- 7К't . Воэмоlюrы след)rющие три случая:

1) d = К+ ! , т.е. оценочное решенпе (RK, rK) пострепо по оценоч-

ному реrленхо (R К- l, аК-|) при помощи либо вспомогатеJrьного преобра-

эованпя, либо преобраэФаяшя 1_го тппаr ч [K-l < ХК i
2l e>K+f . прlrчемнаэтбпахсномерами КrК+!r.,,rС-2 вы_

поrrнялись вспомогатеrъные преобрэеания, а на С- ! -a этапе - преобразь

вапше 1_го тппа;

S' е > К+ t , причем на этапах с номерами К, К* t2 ,,,t ё- t вы_

поrцяlrись вспомогатеJrьные преобразвания.

Обозначпм череэ Р6_1 количество цtагов аJIгоритма п.2.2 uз ft], ."r-
пошяемьц, в ходе (,-! no этапа при отыскании оптимаJIьного р-a""" ZC-t
эадачп ОRGrС+ RC-l, В) . Тогда трудоемкость ё-!-"о этапа бу-

дет эадаваться величrrной O((Pc_t+ r),I ,r) . Суммарная трудоемкость

атапФ с шомерамп KrK+t, ,,,, C-L (во втором и третьем сrцrчаях)

равна О(Q- К) ,I : J) , и, следовательно, саммарная трудоемкость это-

пов с номерамп К, К+! r,,,, е- ! сосгавит 0((pr_rt l+ t,-K),I,D.
Испоrrьзуя лемму 6, а также съойства вспомогательного преобраэованtlя,

нетрудно показlаlъ, что имеет место следуюшее неравенство:

J

f

j}(l Mi(Rb!2 Lc-!)l+ |8 (Rc-t , *c,!)l) 2

>,pc-f c-K+L(lM j(Rr-',x"-t)l+ l0j (Rr'n, LК'!)l) . (7)

Je'
Пустъ теперь etr, ,, rCs _ комера этапов, в ходе когорьD( выпоrlнf,_

лось преобраэоааяше 1-го тппао Тогда с помощью (7) поrrучаем, что

s
Z, Рrr= ОF,r) ,

9=t
ý

Frrr" 
cg-i = оO.л ,

,., следовательно, с?ммарная тr,удоемкость аталов с 1-го по f,р-Л р"". 0(I2'Jl).
Заметrrм т€перь. что лrбо аý= Ко- l . лшбо |(о -rry этаrту предлеству-

ет последGат€rьшосгь этапов Cs* ! r, ,. t Ко- ! , в ходе которых вьпол-

шяgгся ,,oJlbKo вспомогательное преобраэв"""J " z|ý = 
,уCg+ ! 

= .. . = ъцu!.

-,
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Поскоrъку трудоемкость такой последовательностп этапов есть величин 
^ 

O(IL, r)
то и трудоемкость аJlгоритма в целом сост€rвляет g (7Z'rl).

ý 7. Выбор вьцеленного решения

Воэврашrаясь к конкретиэаtlии основньц элементов вьlчисJrитеJrьной схемы

ветъеfi и границ применитеrrьно к эадаче tFrCrCi Ц, построим фнкчию

выбора выделенного решения на подмножесгвах решений этоfi эадачи.

7.1. Опрелелим прежде всего выбор вьlделенного решения на баэисньtх под-

J)Ж;Т#:;Н. Ж i,ffi;;i:::-" ТЬ(tt' "' а

г'= G il ( i с r r tro, j 
" 

! ), с, = @ ii)(ie Ir Io, ; е т), Bl =' - 
rE rri

Очевилно, всякое решение (rrl ftt) пэ множеств^ li(I1, ,,,,I)
определяется решением (.Оц) эадачи "R(Fl, С|, В') , ]t в качестве вьце_

ленного решения на множеств" Л(rlr,,,, az) будем принимать оптtlмбль-

ное реrцение эадачи R(Fl, С', В') ,

7.2. Наллчие выделенного реlцения в проверяемом подмножестве предотвра_

щает дальнеf,шее его ветвление. Поэтому крайне желатеJIьно укаэьвать выд€л€н_

ные решения и для некоторьц подмножеств tt(rLtt,,,,Iir) , отличныхотба-

зисных. В качестве таких решений естественно брать наиrryчшше решения на под-

множествах. В сиrту этого представляют особыйt интерес способы оть]скания наи_

лучlлих решений хотя бы на Heкoтopbrx подмножествах lt(aLtr,,,1I.;o),Hпжe
формулируется условие, достаточное для того, чтобы наиrrучш.lим рецJенtrеNr на

подмножеств. Л (OLt ,,.,,r|to). явrlялось решение (r'; (П'i| такое, что

tr|= 0 оr,".""*о"о L l (irr.,.,Lg),
Л е м м а 9. (критериfi оптимальности). Пусть i={i elj|Ci=OI* Ф.

Прелположим, что для некоторого туппкового решения tСri,l эадаltи 9СG,
С, СО, В) справедливы неравенства

zjeI
с:

"Lj '
i <rrr .

Тогда суrдествует оптимаJьное решени " tYil tr'iit задачи t(F, С , СО, В)
такое, что r|. = о для всякого ierr i' .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прелположим, что i>0 . То"оо

iZuJui.G,i) 
с r, 

Fr.F"lc{,il ,

п, поскоJlьку Jo(R) = i , для всякого j е I наfiдутся номера еФ, KP6i
такие, что

a
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,Pjti,i) = сr,r,r, f:G,i) = Скцl1 l

lctjl j- cellj , { = !xtjt j- CKcjlj,i = urjсF,Ф .

_ Рассмотрtlмэадачу RF,е,б) , "о" F =Gbi),Letr, jeI ;
е,=Gi;),Lri, jеI,,. no*"*",.r, "rо !, -onr"br."* *r."n" эадачх

flR(ECiEt . Деfiствrrтеrьно, при люОом j е r имеют место pФeHcTBai

wi ti) = T:rULj - Сtj, /} = lccjtj- CeФj,I, = tKElj- C*Etj i,
.|!til = mLnlCi,j!L eI, lii- cti I, = uliЕlJ =

=Cцj,j=!t;G,Ф,

.P,til = паr,lсц l L et, !tj- rij, i = tj GlJ=

= C*(jlj = Pjti,il ,

,

Следовательно,

,.". ,о**" i
дачи о рашце.

t

Пчсть ( f;1)

ZEjeI ier

f,rri,T,tBlFrLittl ,

удовлетворяет критерию оптимальности дrtя многФарпантноf, за-

_ оптимальное реlценпе эбдачх R (Fre , В) . То"о"

t,.j irj=Ё urj6) + в,{, .

C(FrCrC| В) , которое сле-эадачи

)

. { 1, еслиLL= 
fo,."n"

,;.= {i'*I"

0с
ч
I

iеIrf;
Lei;
i eлrf, j"I .

Очевидно, это решенхе Фляется доп},стимым решением эаддчи €(FrСrСОrВ).
Кроме того, дrlя всякого допустllмого решения @l @bj) эадачи спра-

ведлшва цепочка соотноlлепхfi

Д ir',, 
*ri 

' Ёr-,цF,,il 
+ B,I, = buri&) 

+ в,{ =

l
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=.Е_ Х Ji;
cel 1el t

Отсюда следует, что

i'j = ДFr"'
tril tЙ|

{
rLj

ё(F, с, с0, в) .

Сlryчай Т = 0

E it|,il с в

и для всяког" j, I^ найдется элемент аq ei такой, что U;itТril
= tецlti " tu;R,X) = cecjlj .

Преаполох<им, что прп отыскании верхяей границы на подмножестве

!С (rL, , , , , , LL о.) построено тупиковое реrленпе (R, *,) эадачи

Ю [ (F','e ,еО, В)'. B.n" при этом

zjсl
для всякого LeI' , то отыщем на подмножестве tt(rtr r.,,t|;a)
вьцеленное решение. С этой цеrrью рассмотрим задачу R(Qrс1, в) ' , "д.

П= Utj), сеr t, jeI i Ct=Gi?|, LeI,, j'I .

- оптllмлlьное реruение задачи

рассматривается анаJtогично. 3аметим, что прtt этоlt,

LU.сi

,

Пчсть (Li1), С е 71, j е r, - оптимальное

в качестве выделенного реlления на подмножестве

реrценис tId Cfttj)

реlление этой задачtt. Тогда

Л(frtt t.,., Xi9) np,,*,"n,

, которое строится следующим образоtt:

i; t
l, если

О, если

L еП,,
uerr t,

t (F, с', с0, В)

,
д

n. . -I* Li , если
*cJ- L о, еслrt

betri
с еДtt,, jrr,

Как слецует из леммы 9, так определенное выделенное решение fвляётся нбlr-

Гс (r;, ,. ,

ý 8. Функчия ветвления

на подмножестве

Аналогично тому, как это делалось 
" [Z], с ках(дыNl tltlстl{чнlпNl рсчr(\l|шеt.t

(!CL, , ,,,, Lir) свях(еNl подtlttlох(ествО ПРОВеРЯеrllых рошенllfi Ii (rirr,,.
., , l ILo) tt мноr(ество неотброшенньш решс,ниil, являющЕrеся объедllнснrlt,ttl

,"o*u"r."' li(Irt,,.,l XLg) и всек N|яожоств JT(ILt l,,,,Xir,_1,0)
таких, что ILg, = t, 9'{ ?.

Резуrtьтатой применения фунщtlлt ветвления к Nlножоству неотброчlеltных ре_

шениfi будем считать множество 'Л (I Lt, , .,l Ltt) , к ]t{Hox(ecтBy проrr(rряе-

t
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мшх реtленшfi _ пQдмцож€ство lt(Цrr,,,rriп, !) , где номер LgпСI
опрёделtется слеryrоrцлм обоаэом.

Пусть в р€зультате реlленпя эадачп !СGrе, еОrВ) , сооtьегствlrющеfi

частtlчtlому рэlлешшк, (ХЦt,,,rlig) , полlпешо тупшово€ р€rцешпе (RrЪ1
ш пусть

Ilo(R,il=ti€r'l Е zr; = ci}.

Если :jCB, Z) = Ф, то, воспоrlъэов-rr."':;Jr"п, оп""*остп (леr,п.а

9), отбросьваем шlохесrъ" П(ILl t .,., xLq,) . Е;лш жэ IloB,rZ)+ 9 , *
Е качестве L g+ t берется тахоП попlер L е l'o(J.rL) , пм которого tц-

сло элементов в мllо,кесlв" fi . rl tLj _ rсii * ttj), х = aIj (в,ilI
шаибольшее.

,

0 9. Резуrътаты чпслешных эксперlментФ

ОпшсаrrныП аrrгорштм реtленпl оадачtl E(F, С, СOrЫ р"п"rзGая в впде

программы на языке ФОРТРДН-lУ дrrя ЭВМ БЭСМ_6. Сделаем векоторые об-

щпе э{rмечания об оцеяках качества aJtлoptrтMa ш программы.

Нетрушо оцешпъ коJtпчество aJreMeHTapHbв шераtпf,, достаточное оu реа_

лизацltll qдного lлага аrlгорllтма вевеП п гралllц. Нашболее трудое}о(оR проlrеry-

роR, выполнiемоfi на rлаге. влlется построешпе тупшкобого реш€шпя эадачш

fldGrCrCOrB). Как уже огмечалось, тFудоемt(осrъ 9топ процеryры, а следо-

вательно, ш трlrлоемкостi одllого tлага алгоритма BeTBefi ш граппц сосгФляgг

0(I|. 12) .

Что же касаетсt чпсла aцбгФ 6rrгорt|тмаr то теортшческ$ оно может быть

РФНО ЧШСrrУ ВСеХ ПОДlЛlОrХееtЪ, РаССМОТР€НШе КОТОРЫХ Bo3мorlclo В ПРОЦеССе Ра-
боты аrгорштма. п в даншом случае ро"о 2t. В деlсrъrrтелrностп ж€ чпсло lда-

гов дпгорштма ветвеf, ш гранrщ, шаблюдаемое при его пршмевениlt к решJеtrпю кон-

кретншх задач., часто охазьDаетсl эшачtlтеrъно меьще теоретшческого п эавнсllт

в основшом от того. llасколько точно вычl|сляется вершяя грашшца и JlacKorrbкo

удачшо выбшрается перпектlвньй мемент при ветвлешпп пqдмно)fiесrв. Еслл

ВеРХНЯЯ ГРаНИЦа ВЬaЧИСЛЯеТСЯ ДОСТаТОЧНО Torrнo, ТО ЧllСЛО lttаГОВ аЛГОРТМа ОКа-

зlаается сравнD!тельно небольшrrм.

В силу скаэанного сгановliтсl ясно, что качестъо алгорптма ш его прог-

pairмltofi реализациl| характервзювала бш срелняя трудо€мкость' представленше о

Koтopo'l мохно составшть в реэультате массового прмешения аrlгорilтма к кон_

кретны!\t задачам.

ЭксперrrментаJъные расчеты проводшхсь на задачах, шсхqднше давные ко_

торых {юрr.rпровалшсь прш помощrl датчllка сrrучайных члсел. Эrсперlмент сводил-

ся к последФатеJIь'ому эаданl|lо кошt(р?тных матрц F, С , (0 ш р"r"нrю за-

ll
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D

3адача выбора оптимаJъного рядд хзделиfi 6|)

tцчи €(FrC, С0, В) прп разJtичнь]r( значениях 8. Реrлались в основном

эадачи с I= /0 , r= l0 п I= l5, r= lý. Реэуьтаты эксперимента прлtве-

дены в табпшlе. Интересно отмgгить, что время счета эадачи существенно за_

виспт от величпны fi . Так, при мальD( и при больlllих значенияr| $ время сче-

та эадачн мало. В тех ,(е сJIучаж, когда в оптимаJlьное решение задачи вклю-

чается 3-4 иэдеrцrя (т.е. при среднпх значеншях 8 ), .р"лrя решения задачи

заметно возрастает.

В целом проведенные эксперименты далп удовлетворитеJIьные результать1 lt

покаэали практпческую работоспособность построенного аrtгоритма решения зада-

"" d(F, С, С0, В) и его програмl.fiой реализацши.

Таблrдrа.

ТхТ
Велпчияа

в
Кол_во
иэдеrтrл
в опт.
решенпи

Кол_во
эадач

Срешее
время
решения

Срелнее
кол€о
lлагов
аJIгоритма

lOxlO

15х1 5

25о
зоо_4оо
5оо_6оо

7оо
8оо

з5о_4оо
боо_l4оо
16оо_18оо
2ооо_24оо

l
1

2_3

3

3_4

1

24
5_6

1-9

1о

L7
L2

36
35

9

L4

24

83

1о
о2
45

32
9

47
45

о1
L2

1

3

1

1

1

31

54
4а
46

15

lrз
l05
48
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