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ПОЛИНОМИАЛЬНЫЙ МГОРИТМ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ

ОДНОЙ ЗАМЧИ ТЕОРИИ РАСПИСАНИЯ

ВА.Аксенов

Рассматриваемая задача теории расписаний, известная под названием
rорэп ahotl ргоЦaa' (Qý-э"ла*"), формулируется следуюшrим образом: им€-

ется ltr станков и m деlалеR, известно время обрабоr*" j -й детали "" i -,
станке - t;; ; требуется построить кратчайrлее расписание обработки деталей

на станках. удовлетворf,ющее следуюlлим условиям:

а) каждая детлrь доJrr(на быть обрботана на каждом станке, при этом

порядок обрабoтки фиксшрованноl детали на станках проllзволен;

б) одrrа детаrъ не может обрбатьваться одlовременно на двух и более

станках;

в) на ошом станке не могут обрабатьваться одновременно Фе и более

детолеfi.

Поиск та*ого расписанllя, несмотря на ослаблпощее допуtцение о проиэ_

вольном порядке обработки дегалеf, на станках, представляет определенную труд-

ность: в [r] ло*""""о, что прч |Llm > 3 Рý _эалача относится к классу

дl Р -n*"'*.
Иэвестны попытки решить 0ý *л""у эа полиномиальное время при оп-

ределеншых ограничешиях на исходные данные, в частности, в [2] по*азвно су-

ществование алгорптма со слоr."ост"о 0(ПLm3), ,,"*оо",u"го оптимальное ре-
шение в случаеr когда

L > ( 16 m'hg,mlt 5пl) Kt ,'dпrъ
где n' tlj, L= |,..,,fu, j = |,,..,l1Li L= тпаr.Я,tlj " m'=2Р

,1 L=t

т8кое, что 2P-t < tп с 2Р ,

При этшх условиях докаэано. то длшна кратчапшего рбсписания р""" L .

В прешtагаемоfi рабmе, используя верхяюю оценку хроматшческой длины

взвешенного гра4а [Э], буает построен поrttlномиаrъныfi алгорtlтм нахождеяия

пршблшженного решеншя 0s _эадачш при любых исходнь]х данньв.

Поставпм в сооrвегствше 0ý -эадд". вэвечrенный грф GNrErL)
следующхм образом:

V = latjl , Le N=U,..,,ПI, je M={t,...,rnl - множество вершин;

ý
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| j{Саti,.&кs) | ,,иОо L= К, либо j = 5} - множество ребер;

С (ail = LL; - вес вершины ali .

Ё""пп".н,/", "p.6u С(V,Е,t) {o"n"" обозначаемо"о $ ) бупем наэы-
вать множество открыты* *r"р""rrо. {lц} Le N, jr 14 на числовой оси,

удовлетворяющих следующим условиям:
а) lJb;l = LLi ,о) Jц"п Jr5 =uP , ."* (аЧ , Ок)
Длиной расписания будем наэьвать величину

€Е.
|,v. Ti;l .

brJ 'J

При такш обоэначениях длина кратчайшего расписания - mLrtl!. 1iil ,

,J ,l

где минимум берется по всем расписбниям, по существу является определением

ХРОмаТИческоf, дrtины[3] 
".""r"вного 

графа, соответствуюrцего рассматрlааемой

Рý _залаче.

В [З] докаэано, что хроматическая длина любого взвешенного графа

( N (G) ) не превосходит веса самой "тяжелой" окрестности верrлин графа

( Е rc) ). В рссматриваемом здесь сrryчае это оэначает, что

tL llL

lrcl r rr?f (Fr*r,* 
ё,*rо- tLj) = е (ф . (1)

Очевидно, что хроматическая дrlина не меньше, чем вес самоП тяжелоfi клики

( Й (G). ). Для грфа, соответствующего 0S *"д""", это означает, что

_l|Ln

у о > паr t\:^l' |,"o,T:ft ёnt,j} = Ф tel , (2)

Иэ (1) и (2) слелует, что

Ф tеl < I rcl 16 G) t 2ФG). (з)

3начит, конструктивное докаэатеJIьство неравенства (1) в [З] содержлт в себе

алгоритм построения расписания 0S -""дr"п, длина которого не болес чем в

два раза отличается от оптимаrьногti.

Рассмотрим этот алгоритм и оценим его сложность. В утвержлении 1 иэ

fЗ] локаэано, что шrя любого независ}lмого множества r.рr"" f граба ý су-

ществует расписание этого графа, дJlя которого, во._пеFвых, справедливо нера-

венство (1), Bo-BTopblx, выполненше расписания начинается с некоторого тупи-

кового (нерасlllиряемого) независимого множесгва рОот В , содержащего Д

Инаукчионныfi шаг в докаэатеrьстве утвер)щения 1 иэ [З] состоит в уменьше-

нип веса верч.lия из S ,а фиксированную величину, при этом уменьщается сум-

марныП вес вершин графа и величина б rc) . Этот tлаг индукции можно поло-

жлть в основу алгоритма построения приблпженного решения 0ý -эадаrи.
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В прочессе реаJшзлlии расписания 0ý -""д""п операция обрабmки j -*

детали на i -, "a""*" 
может находиться в одlом из трех состояниЙ: операция

выполнена, выполняется, еще не начата. В соответствши с эгим вепшине 4|
граф G булем приписывать метки "2", "L" п "О".

Алгоритм состоит в построении последоватеJrьности взвешенныr( графов,

G 
К с убьtвающим числом верlлин. Для каждого G 

К строится тупиковое не-

зависимое множество ý К ."prnr, которым булут соответствовать операции, на-

ЧИНаЮЦИеСЯ В СПеЦИаЛЬНО ВЫЧИСЛЯеМЫе МОМеНТЫ бд.
Графом S0 ""n""r"" граф, представлflоций исходную 0ý -зада,rу

G(V, Еrt) , В0 ={ФLi Le N (беё ограничения общности можно считать,

что и >tL\i бо=0. Jii=Ф.,tц). iel/ ." LO(a) =tИ") ,6[€У.при
этом вершины из множесr"" S0 получают метку'1", а все остаJIьные - "О".

Lt 1 ,аг аJrгоритма ( К >.0 ) состоит иэ,дЕух этапов

этап 1 вкJIючает в себя последовательное выпоJrнение следуюlцих опера-

ций:

1.1. вычшсление величин А - mifu
Ое gK

1.2. изменение весов в графе G 
К

tK(a)i бкrt=6r+д,

t*r'(a) =
LK@) - л
tK (а)

, если

, если

ае ВК l
а+ вк ,t

1.3. улалени" n" ýК вершин, дrlя Ko'opbtx LК*l(Л) = О. Этим верши-

нам соответствуют эакончеяные к моменту бк*l оп"рaчии обработки деталей

на станках, поэтому удаляемым вершинам прпсваивается метка "2". В резуль-

тате получаем вэвешенный граф, который обозначаем G 
Kt1 *роr" ,о"о, по-

лагаем д К: {rе B*l t**1 tп) > о } .

Этап 2 состоит в расширении множества Д ^ оо тупикового независимо-

го множеств" В К*1 
" "р"6..

Для описания аJгоритма построения множества ýК",r"оa, следующее

разбиение на множестве станков и деталей: j -п л"r"rr" приписывается метка

"L" плп "О" в эависимости от того, обрабатьваgгся эта деталь в эаданный мо-

мент времени на каком-либо станке или нет; аналогично i -лrу "ru"*y 
припи-

сьrвается метка "1 " uлп "О" в зависимости от того, обрабатьвается на i -,
станке какая-либо детаJlь шли нет.

Построение множества ý K+l проп."одится в момент б Krl,.
Рассмотрим станок с наименьшим номером (f' ) с меткой "О". Последо-

ватеJIьно просматривая детали, ишrем леталь 
Р 

с меткой "О" и такую,что аау
тоже tlмеёт метку "О". Если такоfi детали нет, то переходим к сJrедующему

стаяку с меткоR "О", в противном сrryчае присваиваем станку, детми и вершине

Е
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O1g метку "1 " и переходим к следующему станку с меткой "О".
tr
Этап 2 заканчивается, когда просмотрены все станки с меткой "О". Мно-

жество вершин, получивших метку "1", вместе с MнoжecтBolvl ДК образуютту-

пиковое независимое множество BK+r' .

Весь аrгоритм прекращает работу, когда все вершины получат метку "2 ".

Оценим теперь сложность аJIгоритма. Поскольку на каждом lлаге метку

"2 " получает по меньшей мере одяа вершина, то число шагов не превосходит

Пm.Все ltезависимые множества, ý "ол"р*ат 
не более ТL(псv;)..р-п",

поэтому для выполнения пп. 1.1, 1.2 и 1.3 и этапа 2 потребуется не более

0@) операциf,.3начит, обtцая сложность алгорит.^ - 0(m,п.rпLпtm,п\)

Поступtлла в ред.-иэд. отдел

2 апреля 1987 г.
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