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ВЩОР ОПТИМА.ПЬНОГО ПОДМНОЖЕСТВА РЕГРЕССОРОВ

АДДrппшццlt

Введенпе

Удк 5 19.254:519.854.33

dсQ,

иссrrедlется проблема выбора оптпмального набора базисвьв t}уtшпrfi в эа-

ддче Jшяеfiноl регр€ссш!; Рассматрrrва9тся некоторьй вабор фнкпшП lt@) ,

r - (аtr...,trrп), L е Q = {tr..., Р}. Дш опшсо-о эксперlмен-

таJrь}rьцдацньв Yj , j= lr...rN , N>Р ,требуетсявьбрать од|у

пз JrпнеRшьБ, р€грессшонпьц моделеfi впда:

l = .tбiJi(x)r ёj, j=!,.,,,N,4sQ, (1)
, i.8 . J.-

Х1 =(Xlt )...,Xi), j= !,,..,N.

Для вшбора некоторого подмшо).(есIъа пз заданцоП совокупностш фувкчиf,

шмеtотся Еа прогrвополоr<rrьа по характеру крптерпя. С одвоfi сгороны, в модель

спеryег вкrIочать напбоlъщее чrrсло фнкпиП, ecJп, поrъзуясь подобраЕrоfi мо-

делью. мы хотпм получптъ надежшые прогвоэы. Прш велостатке баэпсаых Фнк-
цп! оlrеrшrа мегода папмешлп хэадратов! которьй пспопьэуgтся дIя определения

коффшпештtэ бi. ia0 , Фляетсясмещеняой внесостоятеrъной.С ар-
гоfi сторфш. с )lEеJшtlенI€м tl!сла вкJфчеЕых фкцg1 воgрастает дхсПеРСШЯ ЕРОГ-

ноэа, уменьц!аёгся тorlносlъ оценшвашtlя параметров. Кроме того, пмея ,в ввдI эа-

траты, связапные с поJtучеrrпем пttфрмаппп, желатеrъно rмeтb как моrкно меьцrе

фуtпсшr.

Вопросы вьбора компромЕссЕцх Bapпatlтoв п мегодц пх поЕска довольно

шrроко предсгавлецы в JIЕтератlгрё fЗ, 4, Z]. В лшшоЕ работе прэдлагается спо-

сtб попсrа пошсоr(ества рогр€ссоров, оптшмаrъного с точкш эр€rця tllнцr.{аrъшой

.оценIл дпсперсЕш.

1. Математпческая фор4lлпровка эадачх

обоонаrпrм

R ss(0) = ^to Ё'r, ttlt,Z6,
t€q
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1ч = lLU|, j= l,.,.,N, i. Q .

Векторы ti = (tilr,,,rtlx)rie 0 , будем наэыватъ регрессо-

рамд.

Оцеяка дtiсперсшп Sl *"*."вонной модели (1) опрелеляегся по форr,ту-

ле [З]:

S'= R|Sgl ,дляrпобого 0*Q.у N-l0l '

Введем переменные l1< {0, tI , i е 0 . Переменная Е1 ппи-

нхмает эначение 1, если i-* регрессор вкJIючен в модеlь, и О в - прф

тиЕном сJIучае. 3адача выбора оптпмаJъного подмнох(естъа регрессоров с пспоJtь_

зованЕем введенных переменных может быть эаппсана след}rьtцям обраэом:

mLfu
бе р

р
(Y; -

лJ- li

бiхi ! i|L
>, mLfL t

L
t

,Fu', а к ,

Lie{o,!Y, L= t,...rP .

(2)

(з)

(4)

р

Пря фrксировавном шаборе ?, выражевrе (2) вляеtся оцеЕ(оfi ддсперсrх rош_

креrгной модеш. Коффвпяеrrты б опр"о*потся прп помоrди метода Hattмeнb_

tлпх квадратов с rубвческой сло).rностъr, [З]. Ограюrченпе (3) влgегся обоб-

щением эадачш для пошска лучщей регрессшоЕвоfi моделI с trrслом степенеfi съо_

бодынемецее N-К [З].
3аддча (2)-(4) огносttтся к цJIассу дrrскр€|,гньв эксгремаJъных эадач с

неrrrнейноf, цел€воfi фвкчпеf,. 3адача ,вляgгся }| Р -трушrоl, к неП сводIrтсз за-

дача 'r,шlпrrавшое по весу рецJевхе счстемы лшнеlШшх уравнеший" [Z]. ОГМеТШм.

что прп ортогонаJщlом ясходном паборе регрессоров, т.€о Itрп вьЕrолпенul усло-

вшя

','

Ёrtrri lroj = О длявсех Ll,L"eQ, Lri,Lz,

рэIIJенп€ паIодатся ффеrтЕво с тfl[доемхостью 0(Р, N + PL) .

-,
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В обlцем случа€ дrrя тоtt!ого ролевхя эадаtrш (2) _ (4) rспоJьзfется ал_

горllтм тrпа ветвей ш гранrц с оддосгороtrшэП cxe}tofi веrвпеЕпl по перемеlшьпl

Х i . ИсПоlъзванuе односIороще' сх€мц поэвоrrigг cвeсltт к мшхму}4, эатта_

ты опефтlввоfi паttlятш [tJ, что вФl<во прш пспоrъэФrlrш аrtгорптма ва ПЭВIv1.

2. Ншlояя граница

Одншм tlз влоч€внх вопFосФ прш шспоrьэовапrr м€!T ода веrtъеfi ш граяхц

Фляется вопрос о построенлп нП)кнеl оценrtl ша Еодшrожествах решэвлfi эqдачr.

Одюl пз распростраленнцх првемов посfроэнпя HDlolen грапхцш _ осrrаблевле ог_

равиченrtя (4) в псходшоП эадаче (2)-(4)

lJp

L(z) =

TnLtL
бе RР

z ,
лJ

.+fll Ln (5)

Пусть часть перомешвцх L1 фшс,ироала.

обозначшм 0, = {L€ qlxi = t|,0o= {iе 0lza=o} .

Л е м м а. Прш фпrсшровапных млоr(ествах 01 , 0о " l0rl < К

р
-уlЦ

Lcl

(v;- ,6tztliifu

р

Irr, L K, OLzi(!, i= !,.

Rýý(Or оо)
lr - l0ll

для luо,6ого е>0

', р

. bf;,l дrrя rtобьв XL, Le Qr{OrU 09} ;

существует вабор XL . Le 0r{Or U 0о} ,

1, L

r)

2l
такоП, что

Док
еслш 7,i >

(5) равеп

l,'

mL
t
tL Е(

j=!

а э а т е л ь с т в о. Прш фllксшроаrrныr( мшо).(есtъ.* 0t , 0о ,

0 л,tg всех i е 0 r t0, U 0о} . то чllсJцтеJъ выра,.(€вцt

RSS(Or0o),

', 
- 

,Ё,r, 
ъt !tj)L= пtп 

r.ЁIYj 
-,tо,6, li!i|'=

л'

= mLtL 
ЁJr, 

-,.iro,d l!ц)| = KSS (0r 0о) ,
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пр1| этом бL= dtlLi, ie 0r0o .

Пусть tteKoTopble переменные |t, Le 0r{0l U 0о} , приниNrают

ну,jtевые эначения. Обоэначим 0о = {i G q\ { q, U 0o}lxi= 0}, 0n =
={ic 0r{OruQo}l LL>O} . В этом сJryчае числитеJь (5) больrле либ<r

paBe}I RSS(0\0o):
,,/РлJ

^ьо ,Т,(r, 
- 
lnrrzr!rj)'= пirL iINj - 

r?a,ua|rzt!i|'>
л/

>, пLtъ ЁIt -'Fa,uu,8bzblii, 
F.а!,t,,)'= 

R5s(Or 0о) ,

3rlачнт,

L(D >, 
RSS(8r 0.) _ R55(Qr 0о)

Лr-l0ll- . Z. __Li' iеOr{ФU0}

Rss(o\ 0о)

,,J - la,l
>2

N-Еэс
Lrl

где ý>о легко определить:

:
i е Qr{@,U 09}

xL.t,

R S5(0r 0J
1-10;Г- + Е >

R SS(0 r 0J
лJ -lql|- D

N- |0tl Z N-| 0,1- ý
R SS(q\ бо) + g,(N-lQrl) Rss(q\ 0о)

6,6 (N - l0,1) (' - Rss r0
R 5S(Ot 0о) t t(Ц-l0,1)

Для выполления ограничения (3) необходимо

x,L L K-latl ,

а (- lQrj > 0 иэ условия леммь1. 3начит,

z
ieQr{OlU0o}

,
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' является ниж_

так как i

L Вх(01) =
Rss (0 )

l, - l0{l

Fзl,t,tислсttис величины R S S(qr 0о) производится при помощп метода

t|jrllN,.,l|ыltиx K.arlpa'o. с кубическоf, сложностью О(N,Р2 f Р'). В холе ра-

бrr,г1,1 ;r.,lгoptlтNta Dелиllину R S S (0 \ 0о) требуется вь]числить многократно.

O1,rtl,Tlll,t, .lT.) исltоль.JоIJание ин{lсrрмации предшествующих этапов алгорliтма поэ_

во.,tя(:т ll(rсло rlроltедения некоторых предDарительных вычисленшfi уменьшить тру-

д().r\|ко(:ть ll(,луч(i}lиg R S S (q r 0о) до квадратпчноfi, т.е. 0 Р1 . Хра-

нсllие т()куlllсJй иtdюрмации требует 0 (Р) ячеек памяти, проведение предва-

r,итслыlого зтапа - 0(ru.Pr + Pt) действия " 0 (N ,Р +РЪ1 ячеек

паьtяти. Вычислительнlпе методы подробllо описаны 
" [З].

.'J. Псlиск rякордl|ого зна,lеrlия

[.,tя ltсrl|5r,tr,ltия о||тималы|ого рс.lчеrlия задачи значсния целевоf, функчии (2 )

|rl,|l|и(;i|як,т(jr| при rxr.JJ|иll!lыx фиксировоllll1,1х ltаборах персменllых Li, . Лу,lчlее

и:, lljrйд(..tl|lьlх д()rlустимl,tх рсчJеllий tlазlrr}ается рексrрлом fr].
Ё} начале рботt; алгоритмл Fк-.кордом служит значение целевой функчии на

ll()Jtlt(rм llaбopcl rrсгрес(jоrхл)l т.е. при NL = !. , i С 0 Чтобы найтш опти-

Mjr"!1,1,()(. pclltlelrиc :tадjr.|и ll(r каrfiдом lrrагс аrlгорllтма с включением новых членов

l1 \ll,(riK.,(:Tli(J Q r п(rлу.lirем зиаl!е]lие цслевой {lyHKurrи

UB(Or)=
Rss (0 )

л, - l0ll
,ll,1l LL= t, ie 0] t Li=O, LeQrQl

З;l:!r(.,l,иNl, ,lTo JlI,и lQ'l= К эlliJ.|оl!и(-. U8 (0 l) соЕ|пдддет со :,нЕrче_

llttr.rr llидltr.й гrJj|llиц,,: LBK (qr) . Вr"""r,.,tlис D(,личиlll, R S S (0l) no

l
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каждом цtаге алгорптма. как ух(е упоминалось выше, проиэводится эа

деfiствий.

4. Выбор переменной для ветвления

В прочессе ветвления [r] мяожестъо Q
введения в него новых номеров пз множества

орL)

, может расruиряться за счет

0 r {0r U Qo} . Выбор индек-

са для вкrrючения в множество О1 осуцествляется по критерию

RSS(O,u{i})= ryLp _ .Rss(Q,u{K}lKeOr{arU00}
Основным достоинством даяного критерия является испоJIьэовавие инфорьrа-

цил об ух(е включенных членах. В аrгоритме из [3J, например, переменные вы-

бираютiя в поряше вqэрастания величин R S S (0\ti}), i е Q l которые

определяются на подготовитель]ном этапе алгоритма. При таком упорядочении

слабо раэличающпеся регрессоры, как ,rавило, следуют друг эа другом, и их по-

следовательное включение мешает быстрому достижению "хорошего" рекорда.

5. Реэультаты

Предлоrкенныfi алгоритм решJенпя эадачи (2)-(4) реализован на язь]ке

Фортран_77 шtя ПЭВМ rc_ХТ. Время рабoты аJrгоритма в зависt{мости от числа

рассматриваемыхрегрессоров при К= Р приведенов таблице.

Число регрессоров количество задач Срелнее время

321

1о
11

L2
1з
L4
15

16

L1

18

19

2о
2L
22

23

11

1

8
1

l
11

4

2

5

э
5

11

2

1

3"
8"

1з"
13"

7"

2L"
39"
25"
45"

2'4з,
2'42"
5'4"
g'з8,

11 tзо"

a



з8 АДЛржплин

321

24

25
2в

3

1

1

з9
22,
4эt

6. Поиск модели среди адекватных ее вариантов

Часто исследователь мох(ет попучшть оценку дисперсии оlлибок экспершмен-

та. Это поэволяет проверить адекватноегь построенноfi модели по критершю Фи-

шсра. Регрессионная модеJrь считается неадекватноП, если отноtление оценки дllс-

персии модели к оценке дхсперсшп оlлшбок наблюдения превосходхт статистшку Фи-

luеtв с сооrветствуlоlлим числом степеней съободы и заданным уровнем эначимо-

сти [s]

гд(-,

сфFrп 
, Уо - табличное значение статистики Фишlера [6];

51 - оценка дllсперсии моделиi

Si - оц(9нка дхсперсии ошrrбки q(сперимента, посгоянная велшчина,

(rlIРОДаJlЯеМаЯ ЭКСПеРИМеllТа.i|ЬНО;

Уд n Уо - их стспсни свободы;

1 - & _ выбранltая вероятность неадекватности модеJrп.

Т;rсfrrлtоНИС аДСКВаТНОСТИ МОДеЛИ ЯВЛЯеТСЯ ДОПОЛllИТеЛЬНЫМ ОГРаН}iЧеНИеМ

дJlя :r{!даl|и 121-14). С учетом ,rтого ограничения эадаtlа может быть эаписана в

Вил(: NP

si t si, 
'ir,u. ,

mLъ Ё(r,-Е,r,ц!ti"р + mLlL
zN- 7;.

!

ilp
mLrL д(Y,-Е
tе R,Р j=t- J L-t

tf$ii)
(,t' - s:)IЁ

[=l L

L

-&рt 'n- Errl,,lo 
t (6)

,
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р

ёrrrL К, rie {о; !!, L= !,,..)Р .

При вкrшочении в 8, новых членов нllжняя гранпца LB(QrrQo)
растет быстрее сгатистики Фишера I- 

'V 
- l0rr, 

'о 
'

LB(O,U{L},0o) = il- l0t|, Ff-,l@,l-f,9о
r_61auo.1 N-lai|-T ' -FГЫГ

3начит, если

LB(Or,0o) _ pd.
-lГ- > Гл- l01t,96 ,

то на подмножестве решениfi, определяемом множествамtl 0, " 0о , н9г адек_

ватной модели:

ь B(alU{i}, о.)
si

d-
F ш- | |- l,Vo
rфГil-lQrl,Jо

F ф
N-lQrl -t,!o

Таким обраэом, ограяrrченпе (6) поэволяет уменьrцrть чвсло просматр!аrа-

емьк вари€lнтов в методе ветъеf, и гранlцI, что сокраrцаgг время работы аJго-

ритма.

7. Сравнение методов

Сравнение мегодов решения проблемы выбор баэпсных функчшfi в задаче

линейной регрессии можно проводиъ по дЕум направлениям: сравненпе критершев

оптим{rльности модеJUl и ср{rвнение по временц работы аrrгоритмов. Основное вни-

МаЯИе МЫ УДеЛИМ BTOPOtvfY НаПРаВЛеВrОО. ПО nePBOrvrY СДеЛаеМ ШШЬ ДlВа ЭаМеЧаllИЯ:

1 ) выбор оценки дисперсии в качестве критервя оптllмаJIьностп иэбавляет

от обсуrкаения вопроса о количестве баэrrсньос функцяП в моделц;

2) регрессия с мпнимаJъноfi qreHKofi длсперсип обпаддет максшl.lаJъвоf, ста-
тистикой ft}, про.о.нвоf, относитеrьно степенеfi сэободы [З, а, Z].

По временл работы булем cpaBHlвaтb тоrъко аrrгорптмы, которые нах,одят

лучtцую иэ всех воэмоlоlьц регрессхfi, не рассматрпвая методФ, дАюlцпх прпбш-
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женное реlление.

Наttболее быстрый, по-видимому, из предлагавlllихся до сих пор методов

опllсан " L7]. В этоfi работе минимизируется остаточная сумма квадратов (RýS)
при эаданном числе регрессоров. Jlля рец!ения задачиr аналогичной (2)-(4), не-

обходимо найти модели с числом регрессоров trX, ,,, ,Р , обладающие ми-

нимаJlьным значением величины R S S . Провоаится одновременный поtlск всех

таких регрессий. Нижней граничей в методе ветвей и границ при фиксированньlх

Mнojr<ecтBax 0l " Оо сrtужит величина R S S (а\ 00). Прочесс вgгвлф

ния продолжается, пока нижняя граница не достигнет рекордного значения

для каждой регрессип. Примущество описанного в настоящеf, работе метода со_

стоит в ToMl что он избавляет от необходимости построения всех регрессиfirлуч_
ших при фиксированном числе регрессоров.

Алгоритм из [Z] р€алиэован на ЭВМ rBM З7О1158. Как отмечают ав-

тор", fZ], время работы алгоритма - r5-5O минут, при 15-27 регрессорах и

Сlыстро умсньшJается при снижении числа рассматриваемых регрессоров ниже 15.
ПЭВ.I\t РС_ХТ, лля которой реалиэован алгоритм, описанный в настоящей работе,

llo чисrrу опорачий умножения и деления чисел с плаваюrцей запятой уступает
rВЛ1 37oll58 по крйней мере вдвое. Тем не менее, время работы этого зл-

горитма замстно MoHbuJe, чем алгоритма из [Z].

Поступила в ред._изд. отдел

12 сентабря 1980 г.
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